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Vorwort. 

Von den meisten Lehrbiichern der hoheren Mathematik unterscheidet 
sich dieses vor allem dadurch, daB cs dem Selbstunterrichte dienen 
soli. Es wendet sich an Leser, die die Mathematik nicht um ilirer selbst 
willen kennenlernen wollen, sondcrn nur wegen der Anwendungen, sei's 
beim Studium der Naturwissenschaften Oder der Technik, sei’s fUr 
andre Wissenszweige, in denen man die hohere Mathematik nicht mehr 
entbehren kann. 

Solche Leser werden wohl manehes von ihren Schulkenntnissen wieder 
vergessen haben; auch haben sie vielleicht damals, als sie noch die Schul- 
bank driickten, dies oder jenes nicht so ganz verstanden. Daraus kann 
ihnen kein Vorwurf gemacht werden; es liegt in der menschlichen Natur. 
Aber ich .mbehte ihnen helfen, wieder mit dem mathematischen Denken 
vertraut zu werden. Auszugehen war also von einem bescheidenen Mali 
von Vorkenntnissen. Nicht das, was man noch von der Schule 
her wissen sollte, sondern das, was man wirklich noch davon 
weiB, ist mir miiBgebend gewesen. Vorausgesetzt wird deshalb nur das 
einfache Buchstabenrechnen iiberhaupt, das Auflosen von Gleichungen 
ersten Grades mit einer Unbckanntcn und das Wichtigste aus der niederen 
Geometrie. Alles andere aus der Schulmathematik wird, soweit es heran- 
gezogen werden muB, an geeigneten Stellen aufs neue abgeleitet, aber 
meistens nicht in der auf der. Schule gebrauchlichen Weise, sondern so, 
daB es auch denen, die noch was davon wissen, nicht auf die Nerven fallt, 
sondern ihnen Bekanntes in neucm Licht crscheinen laBt. Dies gilt z. B. 
von der Trigonometrie und namentlich von den Logarithmen, deren eigen- 
artiges Wesen sohon wegen Zeitmangels auf der Schule nicht so, erortert 
werden kann, wie das in diesem Buche geschieht. Sogar das Auflosen 
quadratiseher Gleichungen wird aufs neue gelehrt, denn — Hand aufs 
Herz! — wer weifi dariiber noch gut Bescheid? 

Trotz des Ausganges von nur geringen Vorkenntnissen will aber daS 
Buch den Leser zielbewuBt bis zu einer derartigen Hohe fiihren, daB er 
die in seinem besonderea Studicngebiete vorkommenden Anwendungen 
der hoheren Mathematik zu yerstehen und insbesondere die Differential- 

1 * 



IV 


VorworL 


und Integralrechnung sowie die analytische Geometrie zu hand- 
haben lernt. 

Bis zu diesem Ziel ist natiirlich ein weiter Weg zuriickzulegen, und 
zwar in bedachtigen Schritten, daher die Diekleibigkeit des Buches. Erst 
in den spateren Kapiteln gehts schneller vorwarts. Wem nun hier oder da 
die etwas behagliche Gangart zu langSam erscheint, der kann sich den 
GenuJB leisten, das ihm sehon Vertraute mit raschem Blicke zu iiberfliegcn 
und in diesem Walzer auch einmal ein paar Seiten ohne Gewissensbisse zu 
tiberschlagen. Aber ich warne: Mit tragen Lesern rechnet das Buch ganz 
und gar nieht. Wer etwas erwerben will, muB daflir auch redlich arbeiten, 
und wer nicht besondere Anlage zur Mathematik hat, muB natiirlich mehr 
arbeiten als der mathematisch Begabte. Ich rate dringend, immer Papier 
und Schreibstift bereit zu halten, namentlich auch kariertes Papier zum 
Zeichnen von Kurvenskizzen, und alles, was gesagt wird, sorgfaltig zu 
priifen und nachzurechnen. Die zahlreichen Beispiele, zu einem sehr 
groBen Teil den Naturwissenschaften und der Technik entnommen, sind 
einzig und allein deshalb kleingedruckt, urn den Text iibersichtlich hervor- 
treten zu lassen. Der .Leser darf also durchaus nicht glauben, er konne das 
Kleingedruckte iiberschlagen; im Gegenteil, gerade daraus lernt er das 
meiste! 

Bei der Auswahl des Stoffes hab ich mich nicht an irgendwelche her- 
kommliche Festiegungen gebunden, vielmehr gebracht, was nach meiner 
Meinung jemand, der die Mathematik als Hilfsmittel brauchen will, am 
griindlichsten kennenlernen sollte. Selbstverstandlich sind da die Mei- 
nungen verschieden, und ich will meinen Rezensenten nicht die gewohnte 
Freude nehmen, in meinem Buche dies oder das zu vermissen und dies 
oder das fiir iiberflussig zu halten. Die mir wohlbekannten Klagen (ler 
,,reinen u Mathematiker iiber die Breite des Vortrages durften mich bei 
den Bearbeitungen der verschiedenen neuen Auflagen nicht beeinflussen. 
Wer von Beruf Mathematiker ist, verliert leicht das Gefuhl dafiir, was dem 
Neuling oder Gelegenheitsarbeiter besonders schwer wird. 

Mir selbst steht kein Urteil dariiber zu, ob ich das Erstrebte erreicht 
habe, aber ich darf darauf hinweisen, daB dies Buch schon funfunddreiBig 
Jahre lang von Alt und Jung gebraucht wird. Die groBe Anzahl von Zu- 
schriften aus den verschiedensten Kreisen, z. B. auch von einer ganzen 
Anzahl von Volksschullehrern, zeigt, daB mir mancher dafiir dankbar 
gewesen ist, in diesem Buch einen kameradschaftlichen Freund gefunden 
zu haben, an dessen Hand er in die Hallen der Mathematik ohne Stolpern 
an der Schwelle oder auf der Treppe eingefiihrt worden ist. Ich benutze 
gern die Gelegenheit, alien denen zu danken, die mich auf Fehler oder 
Liicken aufmerksam gemacht haben! 
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Die gegenwartige Auflage unterscheidet sich von den letzten nur 
durch die Ausmerzung von kleineren Versehen und von Druckfehlern, aber 
gewiB sind imrner noch Druckfehler ubersehen. Ich selbst hatte-kerne Ur- 
saclie, groBere Anderungen vorzunehmen; andererseits war das auch nicht 
der Wunsch des Verlagshauses. Denn nur so hat es sich ermoglichen lassen, 
dies Buch auch in der neuen Auflage zu einem ertraglich niedrigen Laden- 
preis auszugeben. 


Berlin-Dahlem, im Januar 1940 
WilldenowstraBe 40 


(Jeorg Scheffers 
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Erstes Kapitel. 

GrSfien und Funttionen. 


§ 1. VorlSufiger Oberblick. 

Aul zwei Wegen kann man versuchen, mathematische Aufgaben 
zu losen, durch die Zeichnung oder durch die Rechnung. Manchmal 
kommt man am besten zeichnerisch zum Ziel, aber bei veitem nicht 
immer. Das Rttckgrat der Mathematik ist vielmehr die Rech¬ 
nung, die Formel. Oft glauben Lembegierige, die Mathematik lasse 
sich auf imschaulich-zeiclmerischein "Weg enfrwickeln, und beldagen, daB 
die Mathematiker das ihnen zuliebe nicht tun wollen. Sie smdim Irrtum: 
Wer die Formel grunds&tzlich ablehnt, kann sich nur 
in gewissen beschr&nkten Gebieten erfolgreich betatigen. 
tfbrigens versteht man auch viele zeichnerische Oder graphische Ver- 
fahren erst dann richtig, -wenn man vorher durch das Fegefeuer der For- 
meln gegangen ist, und nicht wenige graphische Verfahren sind eine 
Frucht der Rechnung. Ferner gestattet nur die rechnerische Behandlung, 
die Aufgaben mit jedem fur die Anwendungen gewiinschten Grade der 
Genauigkeit zu losen. HSufig ist man. genotigt, in den Vorakssetzungen 
einer Untersuchung einstweilen noch einige Willklir zu lassen, n&mlich 
noch nicht festzusetzen, welche Werte diese oder jene vorkommenden 
GroBen haben sollen. Man verwendet deshalb wie in der Algebra, statt 
bestimmter Zahlen Buchstaben, und nachdem man zu den SchluBformeln 
gelangt ist, setzt man dafur diejenigen Zahlen ein, die man aus 
irgendwelchen aufieren Grtinden haben -will. So sichert man sich den 
groBen Yorteil, die Losung in alien moglichen Fallen anwenden zu 
konnen. Dies macht das rechnerische Yerfahven dem zeichnerischen 
entschieden iiberlegen. Denn eine Zeichnung nachtraglich unterAnnahme 
anderer gegebener GroBen abandern, hciBt, sie ganz neu herstellen. 

Wir werden gelegentlich auch graphische Verfahren bringen. Wer sich 
aber liber die graphische Behandlung der Mathematik tiberhaupt grllndlich 
unterrichten ■will, muB besondere Werke zu Rate ziehen, die liber dar- 

Scheffers, Lchrbucli d. M&thenmtilc. ^ 



2 


Erstes Kapitel: Groften wul Funktionm. 


stellende Geometrie, graphische Statik und graphisehes 
Rechnen. 

Damit man sich in der groBen Lehrbuchcrliteratur zurechtfinde, 
erklaren wir hier ganz knapp und bloB vorl&ufig und unvollkommen 
einige Fachausdrticke. Das Verfahren, geometrische Untersuchungcn 
rechnerisch durchzufiihren, nennt man die analytische Geometrie. 
Wie man mit sogenannten unendlichkleinen GroBen zu rechnen hat, 
lehrt die Infinitesimalrechnung. Gerade ihrer Entwicklung ist zu 
nicht geringem Teil der groBartige Aufsehwung der NaturwissenSchaften 
seit dem siebzehnten Jahrhundert zu danken, seitdem die Naturforscher. 
von der bloB qualitativen Erfassung ihrer Aufgaben (der Frage nach 
dem „wie") zur quantitativen (der Frage nach dem „wieviel") fiber- 
gingen. Bei den verwickelten Beziehungen namlich, die zumeist in 
den Naturerscheimmgen vorkommen, muB sich der Forscher haufig 
damit begniigen, zu erkennen, weleher Einflufi auf die Ergebnisse 
geiibt wird, wenn er gewisse Bedingungen Oder Voraussetzungen seiner 
Versuche nur auBerordentlich wenig abandert. Dagegen ist es oft 
gar nicht moglich, ohne weiteres die Tragweite solcher Abanderungen 
zu erkennen, die betrachtlich sind. Hier ist deslialb das Hilfsmittel 
anzuwenden, das die Infinitesimalrechnung darbietet. Sie gestattet, den 
Zusammenhang zwischen unendlichkleinen und betrachtlichen Ande- 
rungen zu erkennen. Auch das Umgekehrte ist haufig der Fall: Oft 
kann der Forscher nur solche Einfliisse beobachten, die durch betracht- 
liche Abanderung der Voraussetzungen seiner Yersuche ausgelost werden. 
Andererseits aber ist es ihm klar, daB den meisten Naturerscheimmgen 
ein gevrisser grofier Zug der Stetigkeit innewohnt, d. h. daB sich jene 
betrachtlichen Abanderungen als Summen von lauter sehr kleinen dar- 
stellen werden, und daB in den Wirkungen dieser sehr kleinen An- 
derungen die eigentlichen Grundgesetze der Erscheinungen zum Aus- 
drucke kommen. Hier ist wieder die Infinitesimalrechnung am 
Platze; denn sie zeigt auch, wie man aus betrachtlichen Veranderungen 
auf sehr kleine Veranderungen zuriiekschliefien kann. 

Die Lehrbucher der Infinitesimalrechnung zerlegen die Betrach- 
tungen meistens in zwei Teile, in die Differentialrechnung und 
in die Integralrechnung. Das Wort Differential bedeutet eine unend- 
lichkleine Grofie, das Wort Integral eine aus Differentialcn gebildete 
Summe. Wir werden die Scheidung in zwei Teile auBer acht lassen; 
•was wir dadurch an Einheitlichkeit verlieren, hoffen wir an Verstand- 
lichkeit zu gewinnen. 

Da sich die vorstehenden Bemerkungen auf erst noch zu lehrendc 
Dinge beziehen, sind sie nur oberflachlicher Natur. Sie sollen eben nur 
einen vorlaufigen Cfberblick geben. 
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§ 2. Das Messen der GroBen. 

Die Gegenstande unserer Betrachtungen sind GroBen, d. h. Dinge 
Oder Begriffe, die meBbar sind. Verschiedene Arten von GroBen sind 
nicht miteinander durch Abmessen vergleichbar, z. B. Zeiten und Tem- 
peraturen. Jede GroBenart steht vielmehr fiir sich, aber alle GroBen 
derselben Art lassen sich als Vielfaehe einer GrdBe der- 
selben Art, d. h. als Zahlen ausdrueken. Alle Strecken z. B. 
lassen sich mit dem Meter messen, alle Zeiten mit der Stunde, alle 
Temperaturen mit dem Grad Celsius. Diejenige GroBe, mit der man 
alle GroBen derselben Art miBt, nennt man die Einheit der GroBenart. 

Das Abmessen kann nur bis zu einem gewissen Grade der Genauigkeit 
getrieben werden. Wenn ich sage, eine Lange betrage 2,439 m, so heiBt 
dies nur, daB sie z-wisehen 2,4385 und 2,4395 m liegt. Die Zahlen, die 
man bei den Anwendungen der Mathematik benutzt, sind stets mit 
Ungenauigkeiten hehaftet. Daraus folgt, daB man bei der praktischen 
Anwendung riehtiger mathematischer Verfahren nur einen gewissen Grad 
der Genauigkeit erreichen kann, indem er von Umst&nden abhangt, die 
auBerhalb des Bereiches der Mathematik liegen. H&ufig werden wir 
daher Losungen, die mathematisch vollkommen richtig sind, durch 
angenaherte Losungen ersetzen diirfen. 

Die Wahl der Einheit einer GroBenart ist eigentlich willktirlich, 
doch muB sie so vollzogen werden, daB man die Einheit im Bedarfsfall 
immer hinreichend gen'au herstellen kann. So sind z. B. besondere Vor- 
kehrungen getroffen worden, um die Einheit der Lange, das in Paris auf- 
bewahrte Urmeter, vor schadlichen Einfliissen zu schutzen. Jedermann 
konnte sich eigentlich die Einheiten nach Belieben wahlen. Dies wilrde 
aber zu Unzutraglichkeiten filhron, sobald man sich anderen mitzuteilen 
wunscht. Man muB daher tibereinkommen treffen. Solche Yerein- 
barungen liegen zum Teil geschichtlich sehr weit zurtlck (z. B.,,Stunde"), 
zum Teil sind sie noch recht neu. Sie sind fiir die Allgemeinheit so wichtig, 
daB sie Gegcnstand der Gesetzgebung geworden sind. 

Allerdings sieht man sich bei bcsonderen Untersuchungen manchmal 
genOtigt, von diesen Vereinbarungen abzuweichen. So zeigt die Optik, 
daB die Wellenl&nge des roten Lichtes bei der Linie C des Spektrums 
gleich 0,000000656 m ist. Statt dessen sagt man, sie betrage 0,656 ft, 
indem man nicht das Meter, sondern sein Milliontel 1 j* als Einheit be¬ 
nutzt, nur um bequemere Zahlen zu haben. Hicr ist eben die gebrauoh- 


1 Unrichtig ist dor leider hilufige Sprachgebrauch Millionstel ebenso wie 
Hundertstel und Tausendstel. Ein Hundertel ist der hunderte Teil, nicht der hondertste, 
gerado so wie ein Drittel der dritte Teil ist. 
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liehe Langeneinheit viel zu groB; man weicht absichtlich davon ab, 
wahlt aber als netie Einheit eine Lange, die zum Meter in einem „runden“ 
Zahlenverhaltnisse steht, so hier 0,000001m, um, wenn notig, ohne 
Miihe wieder zur sonst gebrauehliehen Einheit ubergehen zu konnen. 
Wenn wir in der Folge Zeichnungen herstellen, die in kariertes Papier 
eingetragen werden, wahlen -wir die Langeneinheit je nach Bedarf bald 
als den Abstand zweier aufeinander folgender Linien des Netzes, bald 
als das Doppelte, Zehnfache usw. Oder als den zehnten, hunderten Teil 
usw. dieses Stuckes. Wir scheuen uns dabei nieht, ein Meter etwa dureh 
ein Zentimeter darzustellen. Unsere Zeichnung ist dann ein verkleinertes 
Abljild der eigentlichen Uigur, die zu groB ausfallen wiirde. 

Wenn man die Einheit, mit der man alle Grofien von einer Art miBt, 
durch eine neue Einheit ersetzt, die n-mal so groB wie jene ursprungliche 
Einheit ist, werden alle MaBzahlen proportional verandert 1 , d. h. 
dann verhalten sich die alten MaBzahlen zu den neuen wie n zu 1. MiBt 
man z. B. die Zeiten statt mittels der Stunde mittels der Minute, so 
wild jede Zeitangabe 60-mal so groB wie vorher. 

Die Einheit der Zeit ist die Stunde (bezeichnet mit l h nach 
dem lateinischen liora) Oder, wenn dies Mafi fur feinere Beobachtungen 
unverhaltnismaBig groB ist, die Minute Oder die Sekunde. 

Wir erwahnen noch einige GroBenarten von mathematischer Natur, 
zunachst die Flacheninlialte ebener Figuren. Als Einheit benutzt 
man die Blache eines Quadrates, dessen Seitenlange man zweckmaBig 
gleich der Langeneinheit, also gleich dem Meter wahlt, so daB die Fl&chen- 
einheit das Quadratmeter ist. Entsprechendes gilt von den Raum- 
grofien oder Volumen. Hier wird als Einheit das Kubikmeter be¬ 
nutzt. Dieses MaB ist fur viele Zwecke zu groB, so daB man oft eine viel 
kleinere Einheit anwendet, insbesondere den Raum eines Wurfels, dessen 
Kantenlfinge ein Dezimeter betragt, also das Liter. Yon mathematischen 
GrOBenarten waren femer noch die Winkel zu besprechen. Vorher aber 
wollen wir einen wichtigen Umstand hervorheben: 

Alle GrBBen einer bestimmten GrdBenart sind als 



_ Fig. 1. 

1 fiber eine scheinbare Ausnahme sprechen wir aai S. 12. 
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Strecken darstellbar, sobald man die Einheit der betreffen- 
den Art durch eine Strecke dargestellt hat. Wird z. B. erne 
Stunde durch ein Zentimeter dargestellt, so bedeuten 3,4 cm der Zeich- 
nung 3,4 Stunden. Das Thermometer zeigt die Temperaturgrade auf 
seiner Skala geradezu als Strecken. Der Vorteil der Darstellung von 
GroBen durch Strecken liegt darin, daB sich Strecken schon durch den 
bloBen Anblick leicht ziemlich genau vergleichen lassen. In Fig. 1 
haben wir die Flacheninhalte der Erdteile als Inhalte von Quadraten 
veranschaulicht. Das geschraffte kleine Quadrat bedeutet eine Million qkm. 
In Fig. 2 sind die Inhalte als Strecken veranschau¬ 
licht, wobei die besonders angegebene kleine Strecke 
zehn Millionen qkm vorstellen soil. Man sieht, daB 
sich die Flacheninhalte mittels der zweiten Figur vie! 
leichter als mittels der ersten vergleichen lassen. 

Treten mehrere Grofienarten auf, so kann man 
die Einheit einer jeden durch einebeliebig lange Strecke 
darstellen, also auch verschieden lang. Dies hat 
seinen Grund darin, dafi GroBen verschiedener Art 
uberhaupt nicht miteinander vergleichbar sind, jede 
Art vielmehr nur durch eine GroBe ihrer eigenen Fig. 2. 

Art meBbar ist. 

Nun wenden wir uns zur Besprechung der Winkel. Der Hand- 
werker benutzt als Einheit den rechten Winkel und spricht von einem 
halben, drittel usw. rechten Winkel, der Seemann gebraucht eine andere 
Einheit: Die Windrose hat 32 Striche, so daB ein Strich ein Achtel des 
rechten Winkels bedeutet. Hier heiBt also die Einheit ein Strich. Der 
Astronom benutzt zu gewissen Zwecken als Winkeleinheit die Stunde, 
indem er eine naheliegende Vergleichung mit der Zeit heranzieht: Da 
die Sonne in 24 Stunden scheinbar einen Kreis am Himmel durchlauft, 
teilt der Astronom den ganzen Umlauf um einen Punkt in 24 gleiche 
Teile und nennt einen Teil, d. h. also den sechsten Teil des rechten AVinkels, 
eine Stunde. Hier ist mithin die Stunde eine Winkeleinheit und nur 
scheinbar eine Zeitcinheit. In der niederen Mathematik und ihren Ah- 
wendungen benutzt man als Winkeleinheit den Grad(l°), der durch 
Zerlegung des rechten Winkels in 90 gleiche leile entsteht. Den Grad 
zcrlegt man in 60 Minuten (60), jede Minute in 60 Sekunden (60”). 
Minute und Sckunde sind hier wieder nur scheinbar ZeitgroBen, in 
Wirklichkeit WinkclgroBcn. 

Gegen die Einheit Grad laBt sich einwenden, daB sie nur durch 
die tlberlieferung begriindet ist. Sie ist in der roinen Mathematik haufig 
unbequem. Allerdings kbnncn wir erst spater deutlicli auseinandersetzen, 
weshalb. Als vorlanfiger Notbehelf moge die folgendc Erlautcrung dienen: 
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Kg. 3. 


Wir konnen die Lagenbeziehungen zwisehen verschiedenen Punkten 
dadurch feststellen, daB wir ihre Entfemungen voneinander, also Langen 
abmessen. Aber wir konnen dabei auch, wie es der Feldmesser tut, Winkel 
benutzen. So ist Gestalt und GroBe eines Dreiecks einerseits bestimmt, 
sobald man die drei Seitenl&ngen kennt, anderseits aber auch, sobald 
man eine Seitenlange und die GroBen der beiden anliegenden Winkel 
kennt. Zwischen Langen und Winkeln mtissen demnach Beziehungen 
bestehen. Auf diese Beziehungen, die der Gegenstand der Trigonometrie 
sind, gehen wir gegenwartig nicht ein. Es genfigt, die Folgerung zu ziehen, 
daB es wiinschenswert ist, das Messen der Winkel in engere Beziehung 
zum Messen der Langen zu bringen. Dies geschieht, indem wir einen 
Winkel AOB (siehe Fig. 3) dadurch bestimmen, daB 
wir einerseits die Lange des Radius OA eines um 
seinen Scheitel 0 geschlagenen Kreises und ander- 
~~Jb \ seits die Lange des Bogens AB abmessen, den 
f /\ \ der Winkel aus diesem Kreis ausschneidet. Wahlen 

( q Ja! wir den Radius groBer, etwa gleich OA', so wird auch 

der Bogen longer, gleich A'S'. Aber die Figuren AOB 

Kg. 3. und OA'B' sind einander ahnlich. Daher ist das 
Verhaltnis AB-.OA der Bogenlange zur Radiusiange, 
fiir einen bestimmt gewahlten Winkel burner dasselbe, wie groB auch 
der Kreisradius sein mag. 

Wir messen deshalb einen Winkel AOB dur-eh das Ver¬ 
haltnis der Bogenlange AB, die der Winkel aus einem be- 
liebigen Kreis um seinen Scheitel 0 ausschneidet, zur Lange 
des gewahlten Radius OA. 

Da es sich nur um das Verhaltnis zweier L8ngenmaBe handelt, 
ist die Wahl der Langeneinheit ohne EinfluB aul diese 
MaBzahl des Winkels. Ob wir mit Meter Oder Zoll Oder Meile usw. 
messen, dies Verhaltnis wird fiir einen bestimmten Winkel immer dieselbe 
MaBzahl ergeben. Diese MaBzahl heiBt das BogenmaB des Winkels. 

Unter dem Winkel Eins, d. h. unter der Winkeleinheit haben 
wir hiemach denjenigen Winkel AOB zu verstehen, dessen Bogen AB 
gerade so lang wie der Radius OA ist (siehe Fig. 4). 

A Urn ihn zu zeichnen, schlagt man um 0 irgend- 
einen Kreis und tragt auf seinem Umfange von 
einem Punkt A aus den Radius OA als Bogen 
AB ein. Dies geschieht angenahert dadurch, daB 
inan OA m eine groBere Anzahl von kleinen Teilen 
. zerlegt und diese kleinen Teile als Sehnen nach- 
emander von A aus in den Kreis eintragt. tfber 
Kg. 4. die genauere Bestimmung dieses Winkels sprechen 


Kg. 4. 
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wir nachher. Wean wir den Radius OA nicht als Bogen, sondern als 
Sehne AG von A aus in den Kreis eintragen, gelangen -wir zu einem 
Punkte C, der augenseheinlich weiter von A entfernt ist als der 
richtige Punkt B. Da das Dreieck AOC gleichseitig ist, hat der 
Winkel AOC gerade 60°. Mithin ist die Winkeleinheit im Bogen¬ 
maB etwas kleiner als der Winkel von 60°. 

Was iiberhaupt bei der Einfiihrung einer neuen Einheit gilt, trifft 
aueh hier zu: Das BogenmaB l eines Winkels ist zu seinem 
GradmaBe g proportional. Weil die neuc Einheit beinahe 60-mal so 
groB wie die alte, der Grad, ist, wird die MaBzahl b irgendeines Winkels in 
dem neuen BogenmaB etwas mehr als seine MaBzahl g in Graden, 
dividiert mit 60, ausmachen. Genau: Das GradmaB des geslreckten Win¬ 
kels ist 180, und sein BogenmaB ist gleieh dem Yerhaltnisse des halben 
Kreisumfangesjrr zum Radius r, also gleieh n. Wegen der Proportionalitat 
von GradmaB g und BogenmaB b muB dalier iiberhaupt fiir jeden Winkel 


sein, und hieraus gehen die beiden Formeln hervor: 



( 3 ) 

Die erste dient zur Berechnung des GradmaBes g aus dem gegebenen 
BogenmaBe b und die zweite zur Berechnung des BogenmaBes b aus 
dem gegebenen GradmaBe g. 

So einfach diese beiden Formeln sind, sollen sic uns doch noch einige 
Zeit beschaftigen, indem wir ttber die Art ihrer praktischcn Benutzung 
sprechen. Die in ihnen auftretende Zahl n — 3,14159265... n&mlich 
konnen wir nur abgerundet in Reehnung stellen, so daB bei der Amven- 
dung der an sich genauen Formeln ein Fcliler gemacht wird. Dieser Feh- 
ler, der sogenannte absolute Fehler, ist die Differenz zwischen dem 
durch die angenhherte Formcl gewonnenm Wert und dem wirklichen 
Werte der zu berechncnden Grofic. Man muB sich dariiber Klarlieit 
verschaffen, urn welchon Bruchteil das Ergebnis im unglinstigsten 
Falle unriohtig sein kann, d. h. vie groB das Verhlltnis des absoluten 
Fehlers zum wahren Werte werden kann. Dies Verhiiltnis hciBt der re¬ 
lative Fehler; das ist der absolute Fehler, jedoch verglichen mit dem 
wirklichen Werte der zu berechncnden Griifie, also dividiert mit dieser 
GrfiBe. In den beiden vorliegenden Fallen (2) und (3) gestaltet sieh nun 
die Betrachtung so: 
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Wird statt des wahren Wertes der Zahl n ein Naherungswert ri 
beautzt, z. B. 3,14 oder 3,142 Oder 3f usw., und ist das BogenmaB b 
eines Winkels gegeben, so liefert die Formel, die nun. an die Stelle von 
(2) tritt, nur einen angenahert richtigen Wert fur das GradmaB, nam- 
licli 

180 7 , 

g = — b. 

Die Differenz zwischen g' und dem in (2) angegebenen richtigen Wert g 
ist der absolute Fehler: 


Der relative Fehler geht hieraus durch Division mit dem richtigen 
Wert g hervor. Er ist also: 

= 180 • - , 

g W n g 


wofur man wegen (1) auch schreiben kann: 
(4) g' — 9 _ ” — 


Wenden wir uns jetzt zur Formel (3), indem wir annehmen, daB 
das GradmaB g eines Winkels gegeben sei. Wenn statt n ein Naherungs¬ 
wert 7 i angewandt wird, ergibt sich fur das BogenmaB des Winkels 
ein nur angenahert richtiger Wert, n&mlich: 


Die Differenz zwischen b' und dem in (3) angegebenen richtigen Wert 
b ist der absolute Fehler: 

® Iso 1 ^~ 180TitT^ 

Der relative Fehler geht hieraus durch Division mit dem wahren Wert 
b hervor und ist daher: 

V — b 1 ■g 
l 180 ' ’ b’ 

wofur man wegen (11 auch schreiben kann: 


Die Z&hler der beiden relativen Fehler (4) und (5) haben nur ver- 
schiedene Vorzeichen und sind sonst gleich. Die Nenner ri und 71 
weichen wenig voneinander ab. Deshalb stimmen auch die relativen 
Fehler, abgesehen vom Vorzeichen, nahezu iiberein. Wenn man z, B. 
statt 71 den sehr rohen Naherungswert ri — 3 benutzt, ist 
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n — n' 0,141 692 (>5 . .. „ , n f — it _ 0,141692 66 ... 

n' ~ 3 UnCl 7i “ 3,141692 66... ’ 

und diese beiden Werte weichen, abgesehen von ihren verschiedenen 
Vorzeichen, nur um weniger als 0,05 voneinander ab. Noch viel groBer 
wird die tJbereinstimmung, falls man einen besseren Naherungs- 
wert ri benutzt. Der bei den Anwendungen der Formel (2) ent- 
stehende relative Fehler 1st also, abgesehen vom Vorzeichen, fast genau 
derselbe wie der bei der Anwendnng der Formel (3) entstehende, n&mlich 
wie der Wert: 


Dieser Bruch aber enthalt im Z&hler den Fehler von n und im Nenner tc 
selbst, ist also nichts anderes als der relative Fehler der statt n be- 
nutzten Zahl n. 

Also wird bei den Anwendungen der beiden Formeln (2) 
und (3) ein relativer Fehler begangen, der, abgesehen vom 
Vorzeichen, gleich dem relativen Fehler des statt n be- 
nutzten Naherungswertes ist. Wcnn man z. B. die Zahl n bis auf 
hochstens 1% falsch wahlt, werden auch die Ergebnisse der Formeln 
(2) und (3) hochstens um 1% falsch ausfallen. 

tfbrigens sind die in (2) und (3) vorkommenden Briiche 180 : n und 
jt : 180 auf vier Dezimalstellen abgerundet diese: 

(1) ™ = 57,2958 , = 0,0175 . 

Wir erlauben uns hier die Anmerkung, dafi es Sache des Lesers ist, 
diese Behauptung auf ihre Richtigkeit hin zu untersuchen! 


1. Beispiel: Auf Grund der Formel (2) soil das Gradmafi g eines Winkels, der 
nicht grdfier als ein rechter ist, bis auf die Sekundenzahl genau berechnet 
werden. Welcher Niiherungswert darf dahei fiir n benutzt werden? Der gesuchte 
Winkel betr&gt hSchstens 90° oder 324000"; gestattet ist ein Fehler von hSchstens J", 
(1. h. der relative Fehler darf hochstens gleich 


324 066 


0,0000016 . 


sein. Dies sind rund Milliontel. Daher geniigt es, statt n einen Nkherungswer,t zu 
verwenden, der um nicht mehr als 1J Milliontel der Zahl n oder also um nicht mehr 
als 0,0000047... von n abweicht. Bin derartiger Wert ist 3,14169. Mithin gibt die 
Formel 


180 

9 ~ 3,14169 


b 


das Gradmafi g eines Winkels, der nicht gxQfier als ein rechter ist, genau bis auf die 
Sekundenzahl. 


2. Beispiel; Wieviel Grad, Minuten und Sekunden hat die Winkeleinheit, 
d. h. der Winkel vom Bogenmafi Bins? Wir sahen schon oben, dafi die Gradzahl ein 
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*enig kleiner als 60 ist (si'ehe Fig. 4, S. 6). Auf Grund des ersten Beispiels ergibt sich 
die Gradzahl 

180 _ 92 987 

3,14159 5 314159 ‘ 

Der TJberschufl iiber 67° betragt, in Minutcn ausgedriickt: 

92937-60 235517 

314169 314169’ 

der tlberschuB fiber 17', in Sekunden ausgedriickt: 

235517-60 * 

314159 5 

Hierbei deutet der Strich fiber der 5 an, dafi die Zahl nach oben abgerandet ist. Die 
Winkeleinheit hat also 57° 17' 46". Wie hangt dieser Wert mit der ersten Zahl in (7) 
zusammcn ? 

3. Beispiel: Das BogenmaB von 1° soil berechnet werden, indcm man n durch 
den Naherungswert ersetzt. Zugleich soli man den Fehler abschatzen. Die Formel (3) 
gibt, wenn man darin n und g = 1 setzt, dasBogenmafi 0,017 4603 ... Da 3i- 
von n um weniger als abweicht, ist auch dieser Wert bis auf genau, woraus 

man scMiefit, daB das BogenmaB von 1 0 auf vier Dczimalstellen abgerundet den 
Wert 0,0175 hat, der schon in (7) vorkam. 

Um das Umrechnen von GradmaB in BogenmaB und umgekehrt zu 
erleichtern, hat man eine Tafel hergestellt, die zu jeder ganzen Gradzahl, 
Minutenzahl und Sekundenzahl das BogenmaB angibt. Man findet sie 
in den Sammlungen von Logarithmentafeln unter der Uberschrift; 
,,L&nge der Kreisbogen fur den Halbmesser Eins' 4 . Zur 
Erklarung dieser tfbersehrift sei bemerkt: Da das BogenmaB gleich dem 
Verhaltnis aus dem Bogen zum Radius ist, folgt: 

Das BogenmaB eines Winkels ist gleich der Lange des 
Bogens, den der Winkel aus einem Kreise vom Radius Eins 
um seinen Scheitel ausschneidet., 

Diese Aussage client dazu, daB man sich mit Leichtigkeit die Be- 
ziehung zwischen BogenmaB und GradmaB merkt: Da der Kreis vom 
Radius Eins denXJmfang 2n hat, gehort zu 4 rechtenWinkeln das Bogen¬ 
maB 2 tz, also zu 180^ das BogenmaB n. Wenn wir ktinftig von den 
Wihkeln usw. sprechen, braucht der Leser mu* n 

durch 180 zu ersetzen, um die GradmaBe 180°, 90°, 60°, 45°, 30° usw. 
dieser Winkel vor Augen zu haben. Es ist niitzlich, sich daran 
zu gewohnen, statt von einem rechten Winkel von dem 
Winkel zu sprechen. Man wird nfimlich spater erkennen, daB 
die Benutzung des BogenmaJBes keine Spielerei ist, wie der Anffinger 
denken kbnnte; viehnehr wird man dazu geradezu gezwungen. Der 
Leser mbge das Vertrauen haben, daB wir keine fur ifan nutzlosen mathe- 
matischen Cfbungen anstellen. 
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Unsere Tafel I imAnhange gibt einen kurzen Auszug aus der 
vorhin erwSlmten Tafel. Darin ist fur 1 bis 9 Grad, fUr 1 bis 9 Mi- 
nuten und fiir 1 bis 9 Sekunden das BogenmaB auf fiini Dezimal- 
atellen abgerundet angegeben. Querstriche fiber den letzten Ziffern 
bedeuten, dafi die Zablen nach oben abgerundet sind. 

4. Beispiel: Wie grofi ist das BogenmaB von 27° 36' 46" ? Die Tafel I gibt das 
Schema: 


20 “ = 2 0 • 10 

0,3491 

70 

0,1222 

30' - 3'-10 

0,0087 

6 ' 

0,0017 

0 

II 

0 

0,0002 

6 " 

0,0000 


0,4819 


Dafi wir bis auf hochstens vier Dezimalstellen abrunden miissen, ist Mar. Wir 
mufiten die Zahl 0,00176 auf 0,0017 abrunden, nicht auf 0,0018, veil ja die 6 eigent- 
lich zu groB ist. Yon den letzten Dezimalen der Zahlenieihe sind drei zu groB, drei 
zu klein. Es ist also wahrscheinlich, daB sicb die Fehler ziemlich ausgleichen, d. lu 
dafi das Ergebnis 0,4819 auch in der vierten Dezimalstelle richtig ist. Sichex ist 
nur, dafi das Ergebnis zwischen 0,4819 — 3 • 0,00006 and 0,4819 -f- 3 *0,00006, also 
zwischen 0,48176 und 0,48206 liegt, so dafi wir nur s#uf drei Dezimalstellen 0,482 
abrimden diirften. Praktisch aber wird der Wahrscheinlichkeitsschlufi geniigen. In der 
Tat gibt genauere Berechnung und Abrundung auf fiini Dezimalstellen 0,48193. 

6 . Be is pi el: Aus emem Kreise von 3,400 m Radius 1 soli ein Zentriwinkel von 
27° 36' 46" ausgeschnitten werden. Wie lang ist der zugehorige Bogen? Er ist gleich 
dem soeben gefundenen BogenmaB 0,4819, multipliziert mit dem Radius 3,400. Wir 
benutzen abgekiirzte Multiplikation, da es nur auf vier Dezimalstellen ankommt: 

0,4819*3,400 

1,4467 

1928 

1,6386 m. 

6 . Be is pie 1: Eine Kreisscheibe von 0,280 m Radius soli 200 Zfilme bekommen, 
Wie lang ist der Bogen eines jeden Zahns? Die Summe der Z&hne und Zahnlficken 
ist 400. Der zu einem Zahn gehorige Zentriwinkel ist im GradraaB gleich 360 0 :400 
= 0,9 0 = 64', Nach Tafel I ist das zugehbrige BogenmaB 0,0167, Also ist zu rechfien: 

0,0157.0,230 

0,0031 

6 

0,0036 m, abgerundet 0,004 m. 

Zum Schlnsse machen wir darauf aufmerksam, daB es GrSfien 
gibt, die negative MaBzahlen haben. Allerdings, die L&nge 
eines Metallstabes z. B. kdnnen wir uns nicht negativ vorstellen. Han- 


1 Wird eine Zahl in der Form 3,400 statt 3,4 angegeben, so soli dies heiflen, dafi 
sie auf drei Dezimalstellen abgerundet genau ist. 
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delt es sich aber nicbt urn die GroBe eines greifbaren Gegenstandes, 
so kann die Maflzahl sehr wohl negativ sein, z. B. die H6he eines 
Punktes fiber der MeeresoberflSche. Minus 4 m Meereshohe bedeutet 
eben 4 m Tiefe unterhalb der Meeresoberflache. Hat einPunkt die Hohe 
a m und ein anderer die Hohe b m fiber dem Meer, so liegt der erste 
Punkt stetg (a — b) m hoher als der zweite, wobei es ganz gleichgiiltig ist, 
ob a oder b oder beide negativ sind. Wenn namlich das Ergebnis a — b 
negativ wird,. bedeutet dies, daB der erste Punkt tiefer als der zweite 
liegt. Wenn z. B. der erste Punkt 4 m unter der Meereshohe und der 
zweite 7 m fiber der Meereshohe liegt, ist a = — 4, b — + 7, also 
a ~b = — 4 — 7 = —11, d. h. der erste Punkt liegt 11 m tiefer als 
der zweite. Wenn man die Zeit vomBeginn eines physikalischen Vorganges 
to mifit und dann zu davor liegenden Zeiten zurfickgreifen muB, rech- 
net man sie bekanntlich negativ. In der Weltgeschichtebrauchtman statt 
des Pluszeichens und Minuszeichens bei Zeitangaben in Jahren die 
Bezeichnungen vor und nach Christi Geburt. Man spricht auch von 
n^ativen Temperaturen. Man bezeiehnet mit 0° Warme eine ziemlich 
wnlkurlich gewahlte Temperatur, so nach Celsius und Reaumur die des 
schmelzenden Schnees, nach Fahrenheit dagegen die einer gewissen 
Mischung aus Eis und Salmiak. Temperaturen unterhalb des Nullpunktes 
werden negativ m Rechnung gesetzt. Auch hier ist es stets richtig, daB 
der Unterschied zweier Temperaturen gleich der Different ihrer Grad- 

ZJ en T^ ’i^, Z ^«hgflltig, ob die Gradzahlen positiv oder negativ 
smd. Die Willkur bei der Wahl des Nullpunktes zeigt aber, daB es 
u^mmg ist, ™ sagen, daB 80° C. eine doppelt so hohe Temperatur 
kLw C ' Sei ’ denn 111 Falirei iteit smd dies 176° und 104°. Man darf 
hdchstens sagen: Der Temperaturunterschied von 80 ° C. und von 
dimelzendem Eis ist doppelt so groB wie der von 40° C. und von 

i » m “ m "“ *«* willkOrlich go- 

wahlten Nullpunkt Bezug nehmen. 8 

6im auf S> 4 8a ® ten ’ dafi tit MaBzahlen einer GrQBenart 

SJr “ d «" * ,ta pri»: 

wie 5 zu 4 - ^dagegen mcht zu den Fahrenheitangaben. 

§3. Konstanten, Veranderliche, Funktionen 
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zu vermuten. Diese Oberzeugung lindet ihren Ausdruck darin, ,dafi man 
sagt, jede bestimmte Ursache rufe bestimmte Wirkungen hervor. Wir 
haben die feste Vorstellung, daB die anorganisehe (leblose) Natur ansich 
keine Willkiir duldet, daB vielmehr mit Notftendigkeit aus jedem be- 
stimmten Gesehehnisse nach Gesetzen bestimmte neue Geschehnisse 
hervorgehen. Aueh auf einen .groBen Teil der Erscheinungen im Gebiete 
der organischen (lebenden) Natur erstreckt sieh diese Vorstellung, so weit 
nicht die willktirlichen LebensauBerungen mit ins Spiel kommen. 

Jene verborgenen Gesetze zu erkennen und auszunutzen, ist die Auf- 
gabe der Naturforschung und der Technik. 

Bei den Raturerscheinungen treten meistens vielerlei GroBen auf, 
so daB es schwer fallen wtirde, die unbekannten Zusammenhange zu e*- 
grunden, wenn man nicht imstande ware, die "Wirkungen einzelner 
Naturgesetze gewissermaBen auszusondern. Dies geschieht durch den 
Versueh Oder das Experiment, wobei man dafiir sorgt, die meisten 
GroBen durch geeignete Vorkehrungen bei bestimmten 
Werten zu erhalten, so daB sich dann nur noch wenige zu 
andern vermogen. Will man z. B, erkennen, wie Temperaturanderungen 
auf das Volumen eines Gases einwirken, so sorgt man dafiir, daB die Span- 
nung des Gases immer dieselbe bleibt, da ja auch die Spannung we- 
sentlich auf das Volumen des Gases einwirkt. Will man das Gesetz der 
Schwero untersuchen, indem man den fr.eien Fall beobachtet, so rriuB man 
daran darken, daB dies Gesetz an rerschiedenen Stellen der Erde verschie- 
den sein .wird. Man muB daher die Untersuchung zuniichst an einem 
bestimmten Ort, d. h. fiir eine bestimmte geographische Lange und Breite 
anstcllon. Man sorgt also dafiir, daB eine Reihe von vorkommenden 
GroBen wahrend des Versuches unverandert bleiben. Sie heifien Kon¬ 
stanten. Nattirlich kann man nachher, indem man weitere Versuchc 
anstellt, dioso Grdfien sich doch wieder andern lassen. Eine GroBe 
heiBt eben konstant nur insofern, als sie sich w&hrend 
der gerade im Gang befindliehen Untersuchung Oder Ubcr- 
legung nicht Sndert. 

Sorgen wir dafiir, daB sich nur einige GroBen andern kbnnen, so 
sind sie die einzigen Veranderlichen der Aufgabe. Bei einer Ver- 
suchsreihe, die dazu dienen soli, ein verhorgenes Naturgesetz herauszu- 
bringen, spielen nun diese Veranderlichen zwei wesentlieh verschicdene 
RoUen. Man kann nkmlich einigen GroBen wahrend der Versuche 
nach und nach verschicdene bestimmt gew&hlte Werte erteilen und 
dann durch die Versuche feststcllen, welche Werte der tibrigen ver¬ 
anderlichen GrSBen daraus folgcn. Wer.n man z. B. die Wechselwirkung 
zwischen Volumen, Tempcratur und Spannung einer Gasmenge fest- 
stellen will, kann man zunachst etwa die Temperatnr durch ein Wasser- 
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bad konstant erhalten, so dafi nur zwei Veranderliche, das Volumen und 
die Spannung, yerbleiben. Gibt man nun dem Volumen nach und nach 
verschied&ne bestimmte Werte, so ziehen sie yerschiedene bestimmte 
Werte der Spannung nach sich. Da man das Volumen ganz nach eigenem 
Ermessen verschiedenartig wahlen kann, heiBt es hier die unabhangige 
Veranderliche. Die zugehorige Spannung dagegen* die man beobachtet, 
heiBt die abhangige Veranderliche. Man kann aber auch den Ver- 
such insofern verwickelter gestalten, als man nicht nur dem Volumen, 
sondern aueh der Temperatur nach und nach verschiedene bestimmte 
Werte gibt. Dann zeigt sich, daB zu jedem bestimmten Volumen und 
zu jeder bestimmten Temperatur eine bestimmte Spannung des Gases 
gehort. Hier also sind das Volumen und die Temperatur zwei unab¬ 
hangige Veranderliche, wahrend die Spannung die einzige abh&ngige 
Veranderliche ist. 

Wie in diesen Beispielen zeriallen bei alien Versuchen die Ver- 
toderlichen in zwei verschiedene Klassen. Die GroBen der einen Klasse 
kann man durch geeignete Vorkehrungen nach und nach auf yerschiedene 
irgendwie gewahlte bestimmte Werte bringen, wahrend die GroBen der 
anderen Klasse durch die Wahl jener vollkommen bedingt werden, da 
sich ihre Werte durch den Versuch ergeben, ohne daB man selbst noch 
irgendwelchen bestimmenden EinfluB darauf hat. Die GroBen der ersten 
Klasse heiBen die unabhangigen Veranderlichen, die der zweiten 
die abhangigen Veranderlichen. 

Zunachst wollen wir — und zwar fur ziemlich lange Zeit — gesetz- 
m&Bige Beziehungen zwischen nur zwei veranderlichen GroBen betrach- 
ten. Erst viel spater nehmen wir ihrer mehrere an. 

Unsere Ausdrucksweise: gesetzmafiige Beziehung zwischen 
zwei veranderlichen GroBen ist allerdings vorerst noch nicht scharf 
mathematisch erklart. Ehe wir dazu iibergehen, empfiehlt sich die Be- 
trachtung einiger Beispiele. 

1. Beispiel: Wird lcdm Wasser von 4°C. erwarmt oder abgekiihlt, so wird 
sein Volumen groBer. Doch ist der Oberschufi iiber 1 cdm so gering, daB wir ihn in 
Kubikzentimetern ausdriicken. Er betriigt nanilich bei 



ccm 


ccm 


ccm 

0 ° 

0,13 

8 ° 

0,11 

16“ 

0,99 

2 ° 

0,03 

10 ° 

0,26 

18° 

1,36 

4° 

0,00 

12 ° 

0,46 

20 ° 

1,74 

6 ° 

0,03 

44° 

0,70 




Diese Tafel wird ubersichtlicher, wenn wir sie durch eine Figur veranschaulichen. 
Auf kariertem. Papier zieben wir (siehe Pig. 6) eine der wagerechten Linden starker 
aus und bringen auf ihr eine Skaia an, indem wir von einem Punkt, dem Nullpunkt 0, 
ansgehend in immer gleichen, ubrigens beliebig wahlbaren Abstanden die Bezeich- 
nungen 1°, 2°, 3°... eintragen oder wenigstens, wenn das vollstandige Einschreiben 
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die Skala undeutlich raacht, angemessen andeuten. Die Strecke von 0 bis zum Punkt 
einer dieser Zahlen soli die Temperatur darstellen, z. B. OA die Temperatur von 8°. 
Von den Marken 0°, 2°, 4°... 20° aus tragen wir auf den lotrechten Linien Strecken 
auf, die uns die oben angegebenen Kubikzentimeter versinnlichen. Dabei kann die 
Strecke, die 1 ccm bedeutet, beliebig lang gewahlt werden. Am bequemsten ist es, 
die lotrechte Gerade durch 0 von diesem Punkt aus in gleichen Abstanden mit den 
Bezeichnungen 0,1 ccm, 0,2 ccm usw. zu versehen, also die Skala der Kubikzentimeter 
anzugeben oder wenigstens anzudeuten. Nun geht das Eintragen rasch vonstatten. 
Die Strecke A B z. B. bedeutet 0,11 ccm. Unsere Tafel liefert uns so elf Punkte; man 
ist von vornherein nicht iiberrascht durch die RegelmaBigkeit, in der sie aufeinander 
folgen. Ja man erwartet, dafi, 


wenn noch mehr Angaben vor- 
liegen, also jener Volumenuber- 
schufi auch fur andere zwischen 
0° und 20° gelegene Temperaturen 
durch Versuche bestimxnt ist, sich 
die zugehorigen Bildpunkte so in die 
Reihe der elf Punktoeinordnen, dab 
die RegelmaBigkeit noch starker her- 
vortritt. Man vermutet also, daB 
alle zwischen 0° und 20° gelegenen 
Temperaturen solche Volumentiber- 
schilsse ergeben, ffir die die Bild¬ 
punkte iu derFigur eine gewisse 
stetig fortschreitende krumme 
Linie oder Kurve liefern. Diese 
Kurve ist das geometrische 
Abbild der gesetzmafiigen Be- 
ziehung zwischen der Temperatur 



Fig. 6. 


und der VolumenvergrbBerung, die ein edra Wasser von 4° C. erifthrt, sobald seine 
Temperatur geEndert wird. 


Entsprechendes wie in diesem Beispiele wird man immer erwarten, 
sobald man die 0berzeugung gewonnen hat, daB eine GrdBe gesetzm&Big 
ron einer anderen abhangt. 

Ganz andere Verh&ltnisse liegen im folgenden Beispiele vor: 

2, Beispiel: Auf Grund zahlreicher Messungen hat ein Forscher die. mittlere 
Ivdrperllinge von m&nnlichen Personen in Mitteldeutschland fiir die Lebensalter von 
0 bis zu 20 Jahren wie folgt festgestellt: 


Jahre 

cm 

Jahre 

cm 

Jahre 

cm 

0 

60 

7 

110 * 

14 

147 

1 

71 

8 

116 

16 

162 

2 


9 

122 

16 

166 

a 

87 

10 

128 

17 

162 

4 

98 

11 

133* 

18 

166 

6 

99 

12 

1374 

19 

167 

0 i 

106 

13 

142 

; 20 

168 
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Erstes Kapitel: Grofien und Funktionen. 


Em anderer Forscher hat dagegen in Belgien folgende mifctlere Zahlenwerte 
gefunden: 


cm Jahie 

cm Jahre 

cm 

50,0 7 

110,4 14 

146,9 

69,8 8 

116,2 15 

151,3 

79,1 9 

121,8 16 

155,4 

86,4 10 

127,3 17 

159,4 

92,7 11 

132,6 18 

163,0 

98,7 12 

137,5 19 

165,5 

104,6 | 13 

142,3 || 20 

167,0 


, Ma , tt , si . eh l tl daB der erste Forscher auf halbe, der zweito auf, zchntel Zentimeter 
abgerimdet hat. Beide Tafeln fuhren wir uns graphisch vor Augen, indem wir aul 




IE2J 


mnt 


recht hmtdem *Dar d - eine fUr dic Zentini eter sank- 
an spawn, die cm-Skala mit 50 zu zMen lflilZ ‘TTv’T*® ^ Um Platz 
“»il beliebig annehmcn. Unsere Fiv fi B ntb-u a- vt & ® lnBel * en der Skalen kann 
gestdlt dnrck Heine leere hzHei foet a ^ P T beider TaMn > 
angeben. Man sieht, daB beide Tafeln nur „ l!f ” Hohe ? 1 dle Zenti meter fiber 60 
dieae Abweichnngen wird man nicht ih g £ fugl ? vonemander abweichen. t)ber 
andere Ser auf Grid von Man wird vermuten! 

*erden. Aber man ist darauf eefafit dafTT* 1 W p dei i, andere Ergebnisse finden 
v® den mitgeteilten abweichen werden’ Will Ergebnisse doch nicht allzusohr 
KorpergroBe mannlicher Pel^lthtelelnaTdlr? Blld Von der ^tleren 
so wird man, da man Schwankungen bei Aer Art d£ J ^ en .T°" 0 bis 20 macl »e*b 

g ftel der A,t dleses Oeispiels voraussieht, nicht 
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§ 3 . Kondlanten , Veranderliche, Funktiowen* 


me im vorigen Beispiel eine feine Kurve ziehen, sondem vielmehr eine Linie von 
solcher Starke, da£ ihre Breite einen Spielraum lafit, der den Schwankungen ver- 
mutlich gerecht werden wkd. So gelangt man zu Fig. 7. Hier also wird die gesetz- 
mafiige Bezieh ung nicht duxch eine Kurve, sondem durch einen Kurvenstreifen 
bildlich zum Ausdrucke gebracht. 

Kurvenstreifen statt scharfer, feingezogener Kurven wird man iiberall da er- 
warten, wo die gesetzmaBige Beziehung zwischen den beiden betrachteten Grofien 
von organischen Ursachen abhangt, ferner da, wo man nur Mittelwerte aus Beo- 
bachtungen benutzt, was beides hier der Fall ist. 

Wieder etwas anderes bietet das folgende 

3. Beispiel: Fin Schnellzug von Luzern iiber die Gottbardbahn nacli Ohiasso 
halt unterwegs an fiinf Stationen. In der folgenden Tafel sind statt der Namen der 
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\ Fig. 8. 


Stationen ihre Entfernungen von Luzern in Kilometern angegeben sowie die Zeiten, 
zu denen der Zug an den betreffenden Steilen ist: 


km 

0 

26 

60 

89 

170 

199 

226 

Zeit 

9** 8 

9 h 87—42 

10>‘ 20 

lib 5—13 

12b 34-40 

l h 24 

lb 64 


Auch hier kOrmen wir die graphische Daretellung benutzcn, indem wir eine wage- 
rechte Zoitskala und eine lotrechte Kilometerskala zeichnen und nun diejenigen Punkte 
eintragen, die den ’Zeiten und Kilometern entsprechen. So geht Fig. 8 hervor. 
Wir habea die Kilometerskala lotrecht nach unten angebracht, weil der Zug 
von Nord nach Sdd — im groBen ganzen — f&hrt und wir gewohnt sind, diese Bichtung 
nach unten zu zeichnen. Die kleinen wagerechten Striche entsprechen den kurzen 
Anfenthalten aul den Stationen, denn z. B. zu alien Zeiten zwischen 11*6 und ll h 13 

Bohencrs, Lohrbuoh tl. M&thom&tik. % 
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Erstes Kapitel: Groflen und FmTctionm. 


hat der Zug, da er xastet, die Entfeinung 89 km you der AusgangsstatioEU Das Kurs- 
buch gibt uns keinen AufschhiB darilber, wie schnell der Zug zwischen den Stationen 
tort Wir kOnnen also z. B. mix sagen, dafi you 9^ 42 bis 10 h 20 die Kilometerzahl 
bestfcndig zu n i mm t und. zwar Yon 28 bis 60. Dies koxurten wir graphisch durch irgend- 
eiae von der Stelle A bis zur Stelle B bestandig nach rechts unten laufende Kurve 
wie z. B, dig punktierte zum Ausdmck bringen. In Ermangelung genaner Angaben 
ziehen wir die einfacbste Linie zwiscben je zwei bestimmtcn Punkten, nainlich die 
Gerade 1 . So kommen wir bier dazu, eine gesetzmaBige Beziehung durch 
eine gebrochene Linie darzustellen. Das Gesetz ist nicht in der Natur gegeben, 
sondera durch Vorschriften der EiseribahiiYerwaltiing. tlhrigens sei nehenbei bemerkt, 
daB rich aus der Art der gebrocbenen Linie deudich erkennen laBt. zwischen welcben 
Stationen der Zug besonders langsain f&hrt, namlich zwischen den zu B und C ge- 
horigen Stationen (w&hrend des Aufstieges zur Hohe des Gebirges). 

Diese drei Beispiele, zu denen der Leser selbst noch viele hinzufiigen 
banu, zeigen drei Arten der graphischen Darstellung des gesetzmSJJigen 
Zusammenhanges zwischen zwei veranderlichen Grofien, nfimlich durch 
eine Kurve, einen Kurvenstreifen und eine gebrochene Linie. 
Aber auch int zweiten.und dritten Fall, wo das Gesetz der Sachlage nach 
iucht scharf sein kann, lieBe sich der Yerlauf der Erscheinung mit 
groBer Annaherung durch eine, einzige Kurve wiedergeben, da wir so- 
wohl in Fig. 6 als auch in Fig. 8 leicht eine Kurve einzeichnen konnen, 
die durch die angegebenen Punkte geht oder ihnen sekr nahe konunt. 

Umgekehrt: Zeichnen ■wh¬ 
in kariertes Papier zwei 
WerteskalenOX und OK ein, 
die eine wagerecht, dieandere 
lotreckt, wobei wir fflr jede 
die Einheit irgendwie wahlen 
— sieke Fig. 9 —, und ziehen 
wir aufs Geratewohl irgend- 
einevon links nach rechts 
fortschreitende krumme 
Linie, so gibt nns diese 
Kurve eine gesetzmS- 
fiige Beziehung zwischen 
zwei veranderlichen 
Gr oB en. DieseGrbBen wollen 
wir x und y nennen. Zu jedem Punkt der Kiirve gehort nSmlich ein be- 
stunmter Zahlenwert der einen Skala und ein bestimmter Z ahl enwert der 
anderen, und diese Werte sind zueinander gehbrige Werte von x und y. In 
unserer Figur gehort z. B. zu x = 6 der Wert y = 1,8 (siehe Punkt A), zu 


1 Dies ist, vie wit im zwei ten Kapitel sehen warden, die richtdge Darstellung 
wena der Zug zwischen heiden Stationen aberall die gleiche Sesch windigheit hit. 
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a:=10 der Wert y = 10 (siehe Punkt B), zu x — 14 der Wert y — 10 (siehe 
Punkt C)usw. AJlerdings sind die Werte nur so genau abzulesen, als es 
die Zeichnung erlaubt. Auch zu negativen Werten von x kiinnen Werte 
von y gehoren. Die negativen Werte von x lesen wir auf der linken 
Seite der von dem Punkt 0 ausgehenden z-Skala ab. So gehdrt 
zu x = —14 der Wert y = 2,3 (siehe Punkt D). Ferner ist filr x - 2 
der zugehorige Kurvenpunkt unterhalb der z-Skala gelegen, d. h. zu diesem 
Wert von x gehort ein negativer Wert von y, niimlich y — - 2,4 (siehe 
Punkt E). Es kann auch vorkommen, dafi zu negativen Werten von 
x negative Werte von y gehoren; z. B. zum Punkt F gehdrt x ~~ — 6 
und y = —1,2. 

Zusammengefaflt: Auf beiden Skalen setzen wir eine positive 
und eine negative Richtung fest. Dann wild durch irgendeine von 
links nach rechts gezogene Kurve eine gesetzm&Cige Bezichung 
zwischen zwei veranderlichen GrfiBen * und y festgelegt. Zusammen- 
gehorige Wertepaare ergeben sich, wenn man durch einen beliebigen 
Punkt P der Kurve die Parallelen zu den Skalen zieht und die 
Zahlenwerte abliest, die sie auf den Skalen abschneiden. Dabei gilt 
das Vorzeichen -j- oder —, je naehdem der Schnittpunkt mit dor 
Skala auf der positiven Oder negativen Hftlfte der Skala liegt. Die 
Kurve bestimmt also ein Gesetz zwischen x und y und 
zwar mit der Genauigkeit, mit der wir die Zahlenwerte 
der Skalen ablesen kbnnen. 

So haben wir zun&chst auf graphischem Weg eine Mflglichkeit, 
gesetzm&fiige Beziehungen zwischen zwei veranderlichen GroBon festzu- 
stellen. Bur haftet der Mangel an, daB diese Fcststellung nur angenahert 
ist, da jede Figur nur angenfthert einer Figur entsprieht, in der die 
geraden Linien und Kurven wirklich ohne Dicke sind. Dagegen hat 
dies Verfahren den Vorzug, ein Gesetz ansehaulioh zu machen. 

Nun kdnnen wir schlieBlioh auch auf rechnerischem Wege ge- 
setzm&fiige Bozichungcn zwischen zwei vcrSndctllohcn GroBcn % und y 
herstellen, die den erwiimten Mangel nicht haben, aber auch niehfc die 
grofie Anschaulichkeit. Dies geschieht daciureh, daB wir eine Glei- 
ohung ansetzen, auf deren linker Seite nur y steht, auf deren reohter 
Serte dagegen eine Formal steht, in der y nicht vorkommt, wohl aber *. 


4* Beispiei: Wir nehnuen die Gloichung an: 

V it# — 4 x -f ‘2) • 

Q T t *- ^ n&m,ich m 0riiB " * mbgen, immer gibt 

ras diese Gieiohung dasu einen Wert von y. Setzen wir *. B. * ■* B, so liefert die 

2) “A 7, In f<ll «' ,ndl!r Chersicht haben wi» lUr % nach- 

SSL'S zkT W 5 ton beliebi E «nd mittels der angenommenen 

uleichung die zugehftrigen Werte von y bereebnet; 


8 * 
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3 ' 4 2 -3 1,4 0,7 0,2 


- 0,1 — 0,2 _ o,l 0,2 0,7 



Kg- 10. 


gehSenP^r- 1 ^ Zweier Skalcn & **- 

L xl 5 u? v = oTn? 1 ^ S0 1 £ ebSrt <lerPunkt A 
viele Wertenanro » ’ j ®® enbar hbnnen wir beliebig 
mitteln WiV hit “genommenen Gleichuag er- 

™ausS" en S n ben r S^hligo Werte%on 

n5ti «- ztt -=6,3 
B. Man kaiL w£ 9 ’ 4 ! cs Wertepaar gibt den Punkt 
mehr Weie *l el ll dle S^achtung ™chen: J e 
c * -« j 1 nian berechnet, uni so emrer kaftan 

d ‘ e zu € eh8 »g«” Bildpunkte regelmafiig aneinandt 

tft-n ^ 1_i? 


-U- , . ~ —puuitte regeimaisig anemandei 

hort zu jedem wlrt ^ HinWert von G1 ® iehung: an ^ enomm en, so ge- 
nur angenahert, berechnet verden kann V \ *T “f S enau ’ also nicht 
der Beobachtnng entnZmln wl* Z 1 * den - friiheren Be ^pielen, die 
Die Betrachtung der Kg. io isft+ ’ - ? s n ^ en .^ s der Fall gewesen. 

als das geometrische Bild des ange ™™'™^ 1 deutlicb einen Kurvenzug 
Der Leser sollte derartW pi;* Ges etzes erkennen. 

Wir geben noeh einige: g pie e selbst erfin den und betrachten. 

Beispiel. Wir wollen die Gleichung annehmen: 

x I — 4 —3 _ 9 _ w ° 


-*1 


-3i 


-21 


AVShit man a nahe bei Null, z. B. x = j i ± . * ^ 

• z recht gi<>B wird. Wir haben hier d it’ WertepTarT^ * ^ da dalm 


35 


i 


1 

7 


2i 


H 


44 - 


5 i —2* 


" i 


nw* D'^'^° 1 ' k0nlln * V °r^ 00 i°t Wird f aufierordentlich groB, 

nsw. Dies zeigt: rtcken wir mifc dem Wert v^T 001 iomint y = 1000000,000001 

bkjx-- ist /*«gativ, JSE&Sl heraa ■*> «5 

Zahleu'wert haben, der aber mit dem ^ S0 , wir< ^ tl auch einen sehr groiten 

kommt y = -1000,001. Z l r k versehen H z. B. fur 3 = Jq <Z 
Menu Je groBer a wild, am so weniVer £ wahlt, wird 1 : a r e!ht 
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x 10 100 

1000 

-10 

— 100 

— 1000 

y 10,1 100,01 

1000,001 

— 10,1 

—100,01 

—1000,001 



Fig. 11. Fig. 12. 


Stollen wir uns eine Zeiclmung her, indem vir in der Fig. 11 erne wagerechte 
tr-Skala OX und eino lotrechte y-Skala OY benutsen, so werden manche Wertepaare, 
"weil zu grofi, gar nicht in die Fignr hineinpassen. Immerhin aber erkennt man, dafi 
den Wortepaaren Punkte entsprechen, die eine regelmafiige Folge aufweisen, wobei 
zwei Erscheinungen besonders auffallen. Erstens: die Punkte, deren x sehr nahe bei 
Null liegt und positiv ist, liegen sehr hoch, dagegen die Punkte, deren x sehr nahe bei 
Null liegt und negativ ist, sehr tief. Zweitens: die Punkte, deren x sehr grofi ist, ob 
rait 4- Oder — versehen, liegen so, dab dcr Zahlenwerfc ihres y ungef&hr so grofi wie der 
ihres x ist. Wenn wir wie in Fig. 11 die Einheiten boider Skalen einander glcich w&hlen, 
■was wir ja tun dttrfen, so bedeutet diese zweite Beobachtimg augenscheinlich: die 
Punkte, die zu grofien Werten von x gehflren, liegen beinahe aui derjenigen Geraden, 
die den rechten Winkel der positiven a-Skala und der positiven y-Skala in gleiche 
Teile zerlegt und fortgesetzt ebenso den rechten Winkel der negativen z-Skala und der 
negativen y-Skala teilt. Man kann sich leicht einenKuivenzug vorstellen, derdurch 
die gezoiehneten Punkte geht, Er schmiegfc sich rechts und links mehr und mehr an 
diese Gerade an, In der Niihe der y-Skala jedoch entfernt or sich weiter von dioser 
Geraden und macht Biegungon, um sich mehr und mehr der y-Skala anzusclimiegon. 
Der ganze Kurvenzaig besteht aus zwei getrennten Toilen, von denen der eine die 
1/-Skala 'in unendlicher Feme imten und der andere die y-Skala in unendlicher Feme 
oben zu erreichen strebt. 

6. Beispiel: Man stelle znr Gleichung 

1 

a * X - r 

x % 

die Zeichnung her, Biehe Fig. 12, wo der Winkelteilenden eine hhnliche Eolle wie im 
vorigen Beispielo zukommt. Wir haben die Punkte durch einen Kurvenzug ver- 
bunden. 
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Erstes Ka/pitel: Gropen und Funktionen. 


In diesen Beispielen bezeichneten wir die unabhangige Vcrfindorlicho 
mit x und die abhangige mit y. In den Beispielen 1, 2, 3 waren dagegen 
andere Benennungen gebraucht worden, entsprechend ihrer wirkliclien 
Bedeutung. Die unabhangige Veranderliche bezeiehnete damals Tempe 
raturen Oder Jahre oder Stunden, die abhangige Kubikzentimeter odor 
Zentimeter Oder Kilometer. Sehen wir von der wirklichen Bedeutung 
der Grofien ab, d. h. betrachten wir die Veranderlichen rein rnathe- 
matisch, so werden wir sie kunftig mit x und y bezeichnen. 

Natflrlich kbnnten wir viel verwickeltere Beispiele bilden. Wir 
geben hier eines an, ohne aber damit zu meinen daB der Leser es durch- 
rechne: 

y — log — . -f- /14- log(l + x). 

1 — \ X 

Hier konnnen dieZeichen tg und log vor, an die sich der Leser noch vom 
Sehulunterricht erinnert, auf die wir aber sp&ter so ausfiihrlieh zurUck- 
kommen werden, daB wir eigentlieh ihr Bekanntsein gar nicht voraus- 
zusetzen brauchten. Wir erwahnen dies Beispiel nur, um einen Begriff 
davon zu geben, wie verwickelt ein vorgelegtes mathematiaehes ( Jesetz 
zwischen zwei Veranderlichen x und y sein kann. 

VeraUgemeinem wir die Betraehtung, so konnen wir sagen: 

Auf rechnerischem Weg laBt sich ein Gesetz, naoh dem 
zu veranderlichen Werten von x veranderliche Werte von 
y gehoren, dadurch herstellen, daB man eine Gleichung an- 
setzt, in der links nur y, dagegen rechts eine mathematisehe 
Formel steht, die y nicht enthalt, wohl aber x. 

Dies meinen wir. wenn wir in der Folge schreiben: 

V = /(*), 

gelesen: „y gleich / von x“. 

Man mag die abkiirzende Bezeichnung /(x), wenn man will, mit 
den Worten lesen: „Formel, die x enthalt" oder „Ausdruck, derxonth&lt". 
So sind in den Beispielen 4, 5, 6 unter /(a) nacheinander die AusdrQcbo 

10 (x 2 — 4x + 2), as + j, x — ~ 

verstanden. Wir verwenden die Bezeichnung /(x) dann, wenn wir nicht 
ein ganz bestixnmtes Beispiel betrachten wollen, sondem es noch dahin 
gestellt sein lassen, welche besondere Bedeutung der Ausdruck f(x) haben 
soil. Die Bezeichnung /(x) verhalt sich also gegenuber alien einzclnen 
denkbaren mathematischen Ausdriioken in x wie ein Gattungsnamc. 
So wie wir unter „Maschine“ eine Dampfmaschine, eine elektrische Ma~ 
sehine, eine Turbine usw. verstehen konnen, aber doch nur von 
„Maschine reden, sobald wir etwas iiber Maschinen tiberhaupt aus- 
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sagen, soli aueh unter f(x) irgendeine x enthaltende mathematische 
Formel verstanden werden. 

Wenn wir nun mitteilen, wie der Mathematiker das Zeichen f(x) 
zu lesen pilegt, moge man doch ja bedenken, daB bloB durch eine 
neue Bezeichnung keine wesentlichen neuen Schwierig- 
keiten eintreten; man m5ge sich also nicht absehrecken lassen. Das 
Zeichen f(x ) liest der Mathematiker so: „Funktion von x“. Die Glei- 
ehung 

y — /(*) 

liest er demnach so: Die Veranderliche y soil eine Funktion 
der Veranderlichen x sein. Das bedeutet: Zwisehen * und y soil 
ein gesetzmaBer Zusammenhang bestehen derart, daB es zu beliebig ge- 
wahlten Werten von x zugehSrige Werte von y gibt. 

Diese Ausdrucksweise abertragt man auch auf die Wirklichkeit. 
So sagt man: Das Volumen des Wassers ist eine Funktion seiner Tem- 
peratur. In unserem Beispiel 2 ist die GroBe des Menschen eine Funktion 
seiner Lebensjahre und in unserem Beispiel 3 die vom Eisenbahnzuge 
zuriickgelegte •Kilometerzahl eine Funktion der Zeit. 

Ob w also sagen: „y hangt gesetzmaBig von x ab“ oder: 
„y ist eine von x abhangige Veranderliche“ oder: „y ist eine 
Funktion von x u , ist alles dasselbe. 

Noch ein Umstand muB erwahnt werden: Durch den Schulunterricht 
wird der Leser gewohnt sein, sich unter x nicht eine veranderliche 
GroBe vorzustellen, sondem eine be3timmte, aber noch unbe- 
kannte GrtiBe. Man hat da z. B. die Aufgabe, die Losungen x der qua- 
dratischen Gleichung 

x 2 —^ 3 * +2 = 0 

zu bestimmen. Hier -weiB man, daB es nur gewisse Werte von x gibt, filr 
die diese Gleichung richtig ist. Die Aufgabe ist dann, diese Unbekannte 
x zu berechnen (hier x = 1 und x — 2). Etwas ganz anderes ist die 
GroBe, die wir betrachten: re soil eine beliebig veranderliche GroBe 
sein. Es steht also in unserer Willkttr, x irgendwelche Werte beizulegen. 
Wir erinnem an die Redeweise von einer „a;-beliebigen Gr8Be“. Tins 
kommt es nicht auf die Einzelwerte von x an, es handelt sich vielmehr 
um die Frage, wie die Werte der Veranderlichen y von diesen beliebigen 
Werten von x abhangen. 

Nun k5nnen wir unsere nachste Aufgabe schon bestimmter fassen: 
Um die gesetzmaBigen Beziehungen zwisehen zwei veranderlichen GrBBen 
mathemati'sch zu ergrtoden, werden wir uns zunachst damit beschaftigen, 
eine mdglichst groBe Anzahl von Funktionen y = f(x ) zu 
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untersuchen. Dabei gehen wir von einfacheren Annahmen zu ver- 
wickelteren liber, indem wir tunlichst die Beispiele den Anwendungen 
entnehmen. 


§ 4. Koordinaten. 

Ehe wir das soeben Angedeutete beginnen, sind wir 1 eider gentttigt, 
noch einige viel gebrauchte Bezeichnungen einzuftibren. Wir sagen 
leider, weil einerseits darin, da£ man fiir Dinge Oder Begriffe, die man 
schon versteht, neue Namen einfuhrt, keinerlei geistiger Gewinn liegt, 
und weil andererseits die Erfahrung lehrt, dafi neue Bezeichnungen leieht 
abschreckend wirken. Aber besondere Bezeichnungen sind angebracht: 
Erstens dienen sie dazu, die Aussagen erheblich abzuktirzen, zweitens 
sind sie notig, wenn wir uns mit anderen verstandigen wollen. 

Wenn wir eine gesetzmaBige Beziehung 


m- 


'x 


- 1 ? 






y = f(x) 

zwischen einer unabh&ngigen und einer abhangigen Ver&nderlichen 
betrachten wollen, benutzen wir, wie erlautert wurde, zur Veranschau- 
lichung eine Figur, deren Herstellung auf zwei zueinander senkrechten 
Skalen beruht. Wir ziehen also von einem Punkt O aus, vom Null- 
punkt Oder Anfangspunkt, zwei zueinander senkxechte Strahlen, 
die wir von jetzt an die positive z-Achse und positive y-Aehse 
nennen * werden (siehe Fig. 13) und die wir 
Y beide mit Pfeilen versehen. Auf jedcr Aehse 

wahlen wir in der durch den Pfeil angege- 
benen Strahlrichtung einen Einheits punkt 
1 beliebig, d. h. auf jeder Aehse tragen wir 
von 0 aus eine Strecke von irgendweleher 
Lange als Einhcitsstrecke auf. Sie kann auf 
beiden Achsen verschieden lung ge- 
wahlt werden. Haben wir sie einmal ge- 
wahlt, so messen wir ktinftig die Verlin- 
derliche x mit der Einheit der »-Achse 
und die Veranderliche y mit der Einheit der y-Achse. Positive 
Werte x tragen wir auf dem Strahl der positiven x -Aehse von O ana 
ab, z.B. den Wert x = 3, indem wir urn drei Einheiten der z-Achse von 
0 aus in der Pfeilrichtung auf der x-Achse hingehen. Negative Werte <c 
tragen wir von 0 aus auf der riickwartigen Verlangerung der positiven 
a>Achse tiber 0 hinaus ab, d. h. auf der sogenannten negativen n-Achs e. 
Entspreehendes gilt von den Werten y. Negative Werte y werden also 
von 0 aus auf der- riickwartigen Verlangerung der-. positiven y- Aehse 
uber 0 hinaus abgetragen, d. h. auf der negativen y-Achse, und 


-■Sift 


Pig. 13. 
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zwar gemessen mit der gewahlten y-Einheit. Die Ebene wild durch 
die Achsen in vier Felder, Quadranten, eingeteilt. Das zwischen den 
beiden positiven Achsen gelegene Feld heiBt der erste Quadrant. Die 
anderen Quadranten werden in demselben Sinn gezahlt, in dem man 
nm 0 drehen muB, wenn man die positive x-Achse in die positive y-Achse 
uberfiihren will, also in Fig. 13 entgegen dem Sinn des Uhrzeigers. Je 
nachdem nun ein Punkt in einem der vier Quadranten liegt, gehoren 
zu ihm Werte x und y von gewissen bestimmten Vorzeichen. Sie ergeben 
sich namlieh als Strecken auf den Achsen, wenn man von dem Punkte 
die Lote auf die Achsen fallt. Oft'enbarsind die Vorzeichen von a; und y 
fur die Punkte P v P 2 , P s , P 4 in Fig. 13 folgende: 


Quadrant 

Punkt 

Vorzeichen von 

x y 

1 . 

pi 

+ + 

2. 

p* 

— + 

3. 

p 3 

— — 

4. 

p 4 

4- — 


Da jedem bestimmten Punkte bestimmte Werte von x und y zu- 
gehoren oder koordihiert sind, heifien diese Werte die Koordinaten 
des Punktes. Umgekehrt: Wahlt man fflr x und y zwei bestimmte 
positive oder negative Zahlen, so gehort dazu ein bestimmter Punkt 
der Ebene. Man braucht nur das x mit gehoriger Beachtung des Vor- 
zeiehens dieser Zahl auf der a-Skala und entsprechend das y auf der 
2 /-Skala festzustellen und alsdann durch beide Stellen die Lote zu den 
Achsen zu ziehen. Der Schnittpunkt der Lote ist derjenige Punkt, dessen 
Koordinaten die angenommeneir Zahlen x und y sind. So finden wir z. B. 
fiir x — — 2, y = 3 den Punkt P 2 der Fig. 13. 

Man braucht nicht 
beide Lote zu ziehen, 
denn man kann ja auch 
in dem Punkte der x- 
Skala das Lot errichten 
und auf ihm die Strecke, 
die durch den gegebenen 
Wert y— mit Rucksicht 
auf die 3/-Einheit — be- 
stimmt wird, auftragen, Fig. 14. Fig-16. 

wodurch man ebenfalls 

zu dem gesuchten Punkte komint. Siehe Fig. 14 fur den. Punkt P, dessen 
& = 2 und y = 3 ist- Dabei hat man das Vorzeichen von y zu beatfhten. 


y 


ft 




y 

& 
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1st es positiv, so ist die Strecke auf dem Lot im Sinn der positiven 
y-Achse aufzutragen, siehe Fig. 14, ist es aber negativ, wie in Fig. 15 

fflr den Punkt P, dessen x = 2 and y — — 3 ist, so hat man die 

Strecke auf dem Lot im Sinn der negativen y-Achse aufzutragen. 

Die Figuren 14 und 15 geben zugleich den Grand fur zwei andere 
Bezeichnungen: Die a^Koordinate beifit die Abszisse (Absehnitt auf 
der Achse), die y-Koordinate die Ordinate {Lot zur a:-Aehse). 

Je nachdem wir also rechnen oder zeiehnen, brauchen wir die in 
folgender Tafel angegebenen Benennungen: 

_ Rechming: _ Zeichnung: _ 

x,y bedeuten: Veranderliche oder Koordinaten. 

x bedeutet: unahhangige Veranderliche „ Abszisse. 

y „ abhangige Veranderliche „ Ordinate. 

Zur Abkiirzung bezeichnen wir den Punkt, dessen x = 2, y — 3 
ist (siehe Fig. 14), kurz als Punkt (2; 8), ebenso den Punkt P in 
Fig. 15 kurz als Punkt (2; —3): 


Beispiele: a) Wo liegt in Fig. 14 der Punkt (—3; —4)? b) Was kann mam 
fiber die Lage eines Punktes aussagen, wenn sein x positiv, sein y negativ ist? c) Wo 
liegen alle Punkte (0; a), d. h. die Punkte, deren x - 0 ist, wahrend ihr y keinen be- 
stimmten Wert hat ? d) Wo liegen die Punkte (a ; 0) ? e) Wo liegen alle Punkte, deren 
x — 4 ist? f) Wo liegen alle Punkte, deren y — —2 ist? g) Welche Koordinaten 
hat der Punkt 0, welche der Einheitspunkt der i-Achse, welche der Einheitspunkt 
der y-Achse? h) Was kann man fiber die Koordinaten derjenigen Punkte aussagen, 
die auf der a:-Achse liegen? 

In den Figuren 13, 14, 15 haben wir die positive .Achse wagerecht 
nach rechts und die positive y- Achse senkrecht nach oben gezeichnet. 
Das ist nicht notig. hn allgemeinen werden wir jedoch diese Anordnung 
beibehalten. Wenn wir aber z. B. die Fallgesetze betrachten, bei denen 
die Richtung nach unten so wichtig ist, werden wir die t/-Achse nach unten 



$ 

Fig. 16. 


hin positiv wahlen. Wir konnten die Achsen 
auch schrag zeiehnen, wenn sie nur aufeinander 
senkrecht stehen. Handelt es sich z. B. in 
einem Punkte Mitteldeutschlands (61° nord- 
licher Breite) um die Betrachtung des Gesetzes 
eines Pendels, das von Norden nach Sftden 
schwingt, so werden wir den Langenkreis dieses 
Ortes als Kreis mit dem Nordpol N und Sttdpol 
S zeiehnen und das Achsenkreuz wie in Fig. 16 
wahlen. Solange jedoch kein triftiger Grand 


fur eine schiefe Lage des Achsenkreuzes vorhanden ist, bleiben wir 


bei der gewohnten Lage. 




Zweites Kapitel. 

Begriff des Differentialquotienten. 


§ 1. Linear© Funkfsonen. 

Wir stellen uns eine bestimmte Aufgabe: 

Fine veranderliehe GroBe y hange von einer veranderlichen GroBe 
x ab; das Gesetz dieser Abhangigkeit soli nun aus den folgenden An- 
nahmen ermittelt werden: Zu Beginn der Betraehtung habe x einen 
gegebenen Wert a und y einen gegebenen Wert b, so dafi a und b als die 
Anfangswerte von x und y bezcichnet werden konnen. Wenn sich 
x von a an um irgendeinen Betrag Undert, soil sich y von b an um 
ein gegebenes Yielfaches dieses Betrages, etwa um das c-fache, Endern. 
Nimmt also x von a an um 1, 2, 3 usw. zu, so soil y von b an um c, 2 c, 3 c 
usw. zunehmen, d. h.: Die Anderung der GroBe y von b an soil zur 
zugehorigen Anderung der GroBe x von a an proportional 
sein, indem c der Proportionalitats-Faktor ist. Unter a , 6, c 
sind gegebene Konst an ten zu verstehen. Die Frage ist nun, wie 
sich y auf Grand der soeben ausgesproehenen Vorschrift als Funktion 
von x darstellt. 

Zun&chst ein einfaches Beispiel zur Erl&utcrung: 

1, Beispiel: Zu jedcr Temperatur, gemessen mit dem Celsiusthermometer, 
gehort eine gewisse Gradzahl des Fahrenheitthcrmometers. 0°G. entsprechen be- 
kanntlich 32° F. AuBerdem ist bekannt, daB, wenn die Celsiusgrade um je 5 zunehmen, 
die Falirenheitgrade um je 9 wachsen. Hier ist die Fahrenheitgradzahl y eine Funktion 
der Celsiusgradzabl x. Die Anfangswerte fiir x und y sind die ZaWen 0 und 32. Auflei- 
dem ist die Anderung von y das f fache der von x. Im vorliegenden Fall ist also a « 0, 
l « 32, c « f . Wir schlieBen nun so : Wftchst die Temperatur nach Celsius von O 
bis a? 0 , so kndert sich ihre MaBzahl um x. Zugleich wachst die Temperatur nach Fahren¬ 
heit von 32° bis y° . Ihre Zahl Endert sich daher um y — 32. Diese Anderung ist das 
|fache der vorigen, also: 

y — 32 = | x 

oder 

y = | x -F 32. 

Diese Formel liefert das Gesetz, nach dem y von x abhEngt. Beispielsweise fiir* 
x = 10 gibt sie y » 50, d. h. 10° C. sind dasselbe wie 60° F. 
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Der SchluB, den wir in diesem Beispiele gemacht haben, fiihrt auch 
allgemein zum Ziel: Wenn die unabhangige Veranderliche von a bis x 
wachst, nimmt sie um x — a zu. Zugleieh wachst die abhangige Ver¬ 
anderliche von b bis y , d. h. sie nimmt um y — b zu. Also soil y — b 
das c-fache von x — a sein, d. h.: 

y — b = o (x — a) 

Oder: 

y = c (x — a) + b 

Oder auch: 

(1) y = cx + b — ca. 

..Da a , 6, c Konstanten sind, ist auch b — ca eine Konstante. Wir 
wollen sie fc nennen. Dann sieht das Gesetz so aus: 

(2) y — cc c+'fc. 

Wir haben hiermit den wichtigen Satz gefunden: 

Satzl: Wenn eine GroBe y von einer GroBe x derart ab- 
hangt, daB die Anderung der GroBe y von ihrem Anfangs- 
wert an bestandig gleich dem c-fachen der Anderung der 
GroBe x von ihrem Anfangswert an ist, besteht ein Gesetz: 

y = c x + 1c, 

worm k ebenso wie c eine Konstante bedeutet. 

Da in dieser Formel x nur in der ersten Potenz oder, wie man 
auch sagt, nur linear vorkommt, nennt man eine derartige Funktion 

y = konst, x + konst. 

eine Funktion ersten Grades oder kurzer eine lineare Funktion 1 
von x. Demnach laBt sich der Satz 1 auch so aussprechen: 

Satz 2: Wenn eine GroBe y von einer GroBe x derart ab- 
hangt, daB die Anderung der GroBe y von ihrem Anfangs¬ 
wert an bestandig das e-fache der Anderung der GrbBe x 
von ihrem Anfangswert an betragt, ist y eine lineare Funk¬ 
tion von x, in der x den konstanten Koeffizienten c hat, 
namlich: 

y = ex + konst. 

Anstatt zu sagen, daB die Anderung der abhangigen GroBe das 
c-fache der Anderung der unabhangigen GroBe sein soli, konnen wir 
auch sagen: Jeder Zunahme der unabhangigen GroBe um eine 

1 Genauer eine „ganze“ Funktion ersten Grades oder eine „ganze“ lineare Funk¬ 
tion, was aber erst spater begriindet werden kann. 
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Einheit entspric’ht eine Zunahme der abhangigen GrofSe 
um c Einheiten. 

2. Beispiel: Ein Eisenstab, der bei 15° C. 1 m lang ist, wird bei a; 0 C. eine andere 
Lange, etwa y m haben. Der Anfangswert von sc ist 15, der von y ist 1, Die Physik 
lehrt, dafi die Ausdehnung des Stabes durch die Warme proportional zur Temperatur- 
zunahme ist. Dabei entspricht jedem Grad eine Ausdehnung um 0,000012 m. Also 
ist hier c - 0,000012. Folglich wird 

y — 1 = 0,000012 (x —15) 

oder: 

y = 0,000 012 a — 0,00018+1 

Oder: 

y f* 0,999 82 + 0,000 012 x . 

Wir haben hier rechts den konstanten Summanden vorangesetzt, weil er der grobere 
ist, falls fiir die Temperatur x verniinftige Werte gewahlt werden. Die Formel gibt die 
Lange des Stabes bei beliebigen Temperaturen an, auch bei Temperaturen iinter- 
halb des Anfangswertes 16°. Denn wenn die Temperatur unter 15° abnimmt, sagen 
wir: ihre Zunahme ist negativ. Sinkt die Temperatur bis auf ac° (< 15°), so ist x —15 
nach wie vor ihre Zunahme, namlich eine negative Zahl. Zugleich zieht sich der Stab 
zusammen, d. h. seine Ausdehnung y — 1 ist ebenfalls negativ, aber immer noch das 
0,000 012 faclie der Zunahme der Temperatur. Fur x = 0 z. B. gibt die Gleichung 
y = 0,99982, d. h. bei 0°C. hat der Stab 0,99982 m Lange. 

Was soeben iiber negative Zunahmen gesagt wurde, gilt allgemein: 
Wenn die unabhangige Veranderliche vom Anfangswert a bis x ab¬ 
nimmt, also x < a ist, sagen wir doch, dafi x um x—~a zunimmt. 
Diese Grofie ist dann eben negativ. Anch die Zahl e kann sehr 
wohl negativ sein. Das bedeutet dann, dafi y mit wachsendem x 
abnehmen soil. Schreiben wir z. B. vor, daB, wenn die nnabhangige Ver¬ 
anderliche vom Wert a an bis x wachst, die abhangige Ver&nder- 
liche etwa um das Doppelte der Anderung von x nicht zu~, sondern ab¬ 
nehmen soil, so ist c = — 2. Wir sagen dann: Die abhangige Veranderliche 
soli um das — 2 fache der Zunahme von x zunehmeri. Eine Abnahme 
ist also immer als eine negative Zunahme zu betrachten. 
Tut man dies, so bleiben die Sehliisse die alten. Dies erl&utert zum tTber- 
flusse das folgende 

3. Beispiel: Welche Zeit hat einOrt, der x° westlich von Ferro liegt, wenn 
die Uhr in Greenwich Mittag zeigt ? Die Zeit sei y Stunden nach Mitternacht. Da 
Greenwich 17J° bstlich von Ferro ist, liegt der Ort (x + 17f)° westlich von Greenwich. 
Weil sich die Erde in 24 Stunden einmal von West nach Ost um ihre Achse dreht, hat 
ein Ort, der 1° weiter westlich als ein anderer liegt, seine Mittagszeit oder tV Stunde 
sp&ter als der andere, d. h. seine Zeit ist T V Stunde vor dem Mittag. Dies bedeutet: 
y ist eine lineare Funktion von x, Der Zunahme von x um 1° entspricht eine Abnahme 
von y um -fa Stunde; demnach ist hier c - — T V Die Anfangswertc von x und y sind 
— 17f und 12 (warum —17$ ?). Also kommt: 

y —12 ~ — tV “b 1^1) 
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Oder: 


y = 10 


37 

45 


x 

16’ 


New York z. B. liegt 57-$° westiich von Ferro. Fiir x = 57$ aber koramt y = 7, d. It 
iat in Greenwich Mittag, so ist es in New York 7 TJhr morgens. Natiirlich rechnet 
man teqnemer, wenn man aile Orte von vornherein in ihrer geograpMschen" Lange 
auf Greenwich bezieht; das haben wir hier absichtlich nicht getan. 

Die Aufgabe, deren Lbsung die S&tze 1 und 
2 darstellen, laflt sich anschaulich erlautern, 
siehe Pig. 17. Zu jedem Wert von x soli ein 
Wert von y gehoren. Zu beiden zusammen 
gehort jedesmal ein Punkt der Ebene, namlich 
der Punkt (x ; y) mit den Koordinaten x und y. 
X Die Frage ist nun, wie aile diese Punkte in un- 
serein besonderen Falle liegen. Wir hatten an- 
genommen, die Anfangswerte von x und y seien 
a und 6. Zu ihnen gehort ein Punkt (a : h) Oder 
P 0 . Nun soil die x-Koordinate um ein be- 
liebiges Stiick wachsen, und dabei soil die y-Koordinate um das c-fache 
dieses Stuckes zunehmen. Wenn also die x-Koordinate um die Einheit 
whchst, soli die i/-Koordinate um c Einheiten zunehmen. Die erste 
Strecke ist mit der x-Einheit, die zweite mit der y-Einheit zu 
messen. Wir kommen so zum Punkt (a +• 1; b + e), der mit P x be- 
zeiehnet ist, wenn P t die Konstante c, gemessen mit der y-Ein- 
heit, vorstellt. Waehst die Abszisse des Punktes P 0 um 2, 3, 4 ... 
Einheiten, so soil die Ordinate um 2 c, 3 c, 4c... Einheiten zu¬ 
nehmen. Dies liefert die Punkte P 2 , P 3 , P 4 . . . Man sieht ein, dafl 
aile Punkte auf einer Geraden liegen. Dies gilt auch, wenn die Ab¬ 
szisse nicht um eine ganze Zahl von Einheiten zunimmt, sondem 
z. B. um 2 3 / 4 Einheiten, wobei die Ordinate um 2 ®/ 4 c Einheiten waehst, 
usw. Stets namlich sind die rechtwinkligen Dreiecke P 0 P x Q v P 0 P 2 Q 2 
usw. einander ahnlich und ahnlieh gelegen. Auch wenn die Ab¬ 
szisse abnimmt, kommen wir zu Punkten derselben Geraden. Nimmt 
sie z. B. um 2 Einheiten ab, so heiflt dies, dafi sie um — 2 Einheiten 
zunimmt. Die Ordinate soil dann nach Vorschrift um — 2 c Einheiten 
zunehmen, also um 2 c Einheiten abnehmen. So gelangen wir zu dem 
Punkt (a — 2; b — 2 c) Oder P_ 2 . Also folgt: 



Satz S: Hfingt eine GroBe y von einer Grbfie x derart ab, 
dafl die Anderung der GrSfle y von ihrem Anfangswerte b 
an best&ndigdas c-fache der Anderung derGrofie x von ihrem 
Anfangswert a an betr&gt, so ist der Ort aller zugehdrigen 
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Bildpunkte (a: ;y) die gerade Linie dureh die beiden Punkte 
(a; b) und (a + 1 ; b -f e). 

Kttrzer ausgesprochen nach Satz 2: 

Satz 4: Das Bild einer linearen Funktion 
y — ex-]- k 

ist eine gerade Linie. Umgekehrt: Jede gerade Linie mit 
Ausnahme der Parallelen zur y -Achse ist das Bild einer li¬ 
nearen Funktion. 

Der Leser muB sick selbst daruber klar -werden, warum das Bild 
einer linearen Funktion niemals eine Parallele zur y -Achse sein kann. 

In Fig. 17 batten wir c positiv angenommen. Ist e negativ, 
so liegt der Fall der Figur 18 vor. Je nachdem also der Pro- 
portionalitiitsfaktor c positiv Oder negativ ist, geht die Bildgerade 




von links unten nach rechts oben Oder von links oben nach rechts unten. 
Der Faktor c ist in den Figuren 17 nnd 18 als eine Strecke dargestellt, 
die mit der y-Einheit zu messen ist und dann als eine Zahl c erscheint. 
Er bestimmt die Richtung der Geraden. Ware Mmlieh das Anfangs- 
wertepaar a, b ein anderes als in Fig. 17 gewesen, etwa wie in Fig. 19, 
so ware der Punkt P 0 an anderer Stelle gelegen, so daB sich eine andere 
Gerade ergeben hatte. Hat aber hier c denselben Wert wie in Fig. 17, so 
ist die neue Gerade offenbar zur alten parallel. Selbstredend ist dabei 
dieselbe a-Einheit und y-Einheit wie in Fig. 17 zu wahlen. 

Da somit die Zahl c die Richtung der Bildgeraden bestimmt und die 
Gerade — von links nach rechts durchlaufen gedacht — steigt 
(Fig. 17) oder fallt (Fig. 18), je nachdem c positiv oder negativ ist, nennen 
wir c die Steigung der Geraden. Wir sagen von der Geraden in 
Fig. 18, dafi sie eine negative Steigung habe, d. h. falle. Wenn man 
diese Gerade im entgegengesetzten Sinn durchliefe, wiirde sie steigen 
und nicht fallen. Der BegrifE der Steigung bezieht sich also wohlbemerkt 
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auf einen ganz bestimmten Sinn des Durchlaufens der Geraden, nilmlich 
auf den Sinn des Fortschreitens von links na ch rechts. Besser 
gesagt, da ja die Lage des Achsenkreuzes nach S. 26 auch schief sein 
kann: Wir durehlaufen die Gerade so, daB die Abszissen 
ihrer Punkte bestandig zunehnien. Oder: So, daB der FuBpunkt 
der Ordinate des laufenden Punktes die x-Achse hnpositiven Sinn durch- 
eilt. Dieselbe Festsetzung werden wir auch spater machen, wenn wir 
stattgerader krumme Linien betraehten. Der Leser tut daher gut, 
sich diese Verabredung zu merken. 

Da die linearen Funktionen 


y = cx-\- k 

durch gerade Linien veranschaulicht werden und gerade Linien leicht 
zu zeichnen sind, kann man Aufgaben, bei denen lineare Funk¬ 
tionen vorkommen, bequem durch die Zeiehnung Ibsen. 

Zu diesem Zweek, ist noch zu erortem, wie man die Gerade, 
die erne vorgelegte lineare Funktion veranschaulicht, am 
bequemsten ermittelt. Liegt z. B. die lineare Funktion 


y — 2x — 5 

vor, so brauchenwir von der Geraden nur zwei Punkte zu kennen, um 
sie mittels des Lineals ziehen zu kdnnen. Solehe Punkte finden wir, 
wenn wir irgend zwei Paare zusammengehoriger Werte von x und y 
berechnen und die zugehorigen Punkte aufsuchen. Fiir x = 0 gibt 
die Formel y = 5, also ist (0; — 5) ein Punkt A der Geraden. 

Er liegt auf der y-Achse, siehe Fig. 20. Setzen 
wir ferner x = 4, so kommt y = 3. Also liegt 
auch der Punkt (4; 3) oder B auf der Geraden. 
BeidePunkte A und B werden nun mittels des 
Lineals durch die gerade Linie verbunden. Will 
man aber eine genaue Zeiehnung haben, so tut 
mkngut, die Hilfspunkte mbglichst weit 
voneinander enfernt zu wahlen, also fiir 
x zwei recht verschiedene Werte zu nohmen. 
Setzt main x— — 5, so ist y = — 15, setzt 
man x = 5, so ist y = 5. D'e Punkte 
( 5 ; 15) und (5 ; 5) oder C und D der 



Fig. 20. 


■tx* t . ' 7 s i u j dubi una u ex or 

P^ur hegen welter voneinander entfemt als die vorhin benutzten, 
geben also auch erne genauere Zeiehnung. 

ganger sandigen oft gegen die Regel, eine Gerade durcli zwei 
moghchst weit voneinander entfernte Punkte zu bestimmen. Wer bei 
dieser schlechten Gewohnheit bleibt, ist ein unpraktischer Menseh 
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Wenn die Anfangswerte a und b von x und y some der Proportio- 
nalitatsfaktor c gegeben sind, zeichnet man die Gerade, die das Bild 
der linearen Funktion y von x ist, am bequemsten, indem man zunachst 
den Punkt {a ; b) aufsuclit, dann die Abszisse a um irgendeine gauze 
Zahl yon a>Einheiten vergroBert und entsprechend die Ordinate b um das 
ci-fache dieser Zahl — aber in ?/-Einheiten — vergrofiert. 1st c negatlv, 
so vvird die Ordinate verringert. Auf diese Art kommt man zu einem 
zweiten Punkte der zu zeichnenden Geraden. Wie viele Einheiten man 
nimmt, um die a vermehrt wird, ist gleichgultig; z-weckmaBig wird man 
eine moglichst groJBe und runde Zahl wie 10, 20, 100 waMen. 

Insbesondere bemerken wir hierbei noch: Wenn die Konstante k in 
y = ex + k gleich Null ist, geht die Bildgerade oflenbar durch den 
Anfangspunkt 0 . 

4. Beispiel: Bei a 0 C. zeige das Falirenlieitthermometer y° an. Dann ist nach 
dem ersten Beispiel: 

y == + 32. 


Diese lineare Funktion ist in Fig. 21, wo wir die x- und ?/-Ein3ieit gleiehgroB gewahlt 
hahen, durch die Gerade F dargestellt. Sie wurde durch. Verbindung des Punktes 


(0; 82) der y-Achse mit deni Punkt 
A gefunden, der sich ergibt, wenn 
man x =—40, setzt, Da dann 
y as _ 40 folgt, ist A der Punkt 
(■— 40: — 40). Die Gerade F ge- 
stattet zu jcder Celsius-Temperatur- 
angabe die Fahrenhcitangabe abzu- 
lesen, z, B. zu 13° C. suchen wir den 
Punkt auf F mit x = .13, indem wir 
von tier zugehorigen Stelle ZJ der 
a-Achse senkrecht zur sc-Achse bis 
zur Geraden F geheri, wodurch wir 
zum Punkt IV kommen, dessen Ab¬ 
szisse 13 und dessen Ordinate y - 56 
ist Also entsprechen 13° C. unge- 
fg.hr 56° F. Unsore '' Figur ist' 
namlich so klein, da8 man bier die 
Genauigkeit nicht iiber 1° bringen 
kann. Genau kommt, 65,4° F. Die 
in Fig. 21 gezeiclmete Gerade R dient 
zum Ableson der Rdaumurgrade. 
Sind ntolieh a: 0 C. dasselbe wie if R., 



so ist bekanntlich 


y = i*- 

Diese lineare Funktion von x wird durch eine Gerade R dargestellt, die durch den 
goht. Der auf der Geraden R gelegeue 

Lotes von E hat die Ordinate 11, d. h. 13» C. entsprechen ungefahr 11° R (genau iu,4 > 
Se Fte 21 gestattet iiberhanpt, zu einer beHebigen Temperatazabl emes der ^, 
Thermometer 8 die entsprechende Angabe fiir die beiden anderen Thermometer abm- 

S chef f era, Lchrbuch d. Mathematik. 
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lesen. Bei 50° F. z. B. suchen wir die Stelle der Geraden F , deren Ordinate 50 ist, und 
loten von flir herunter. Das Lot trifft die Gerade R im Punkte mit der Ordinate 8 
gibt also 8° R., nnd es trifft die a-Achse im Punkte mit der Abszisse 10, gibt also 10° C. 
Um die Frage zu beantworten, bei wieviel Grad Celsius das Fahrenheit- und das 
Reaumur thermometer iibereinstimmen, haben wir den Schnittpunkt B von R und F 
zu benutzen. Er hat die Abszisse —■ 32. Also lautet die Antwort: Bei —32° C. Wie 
groB ist dann die Fahrenheit- oder R^aumurtemperatur ? Die in Fig. 21 strich-pimktierte 
Gerade enthallt alle Punkte, deren Abszissen gleich den Ordinaten sind. Sie trifft F 
in A. Dies zeigt: — 40° C. sind dasselbe wie 40°F. 

5. Beispiel: Kleiden wir einmal einen Sclierz in mathematisches Gewand! 
Man h5rt zuweilen die folgende Regel dafiir, wie alt das junge Madchen sein soil, das 
ein Mann heiraten will: Mari soli znm Alter des Mannes 10 Jahre addieren und die 
Halfte der Summe bilden. Die hervorgebende Zahl gibt das Alter der Erkorenen an, 
wie es sein sollte. • Ist z. B. der Mann 30 Jahre alt, so soli er eine 20 jahrige zur Frau 
nehmen. Sei x das Alter des Mannes (in Jahren), y das der Zukiinftigen. Dann soli 
sein y = % (x + 10) = \x -f 5. Man stelle diese lineare Funktion durch eine Gerade dar. 


Wenn sich ein Punkt auf einer Geraden oder krummen Bahn so be- 


wegt, dafi er in gleichen Zeiten immer gleich lange Wege, 
also in doppelter Zeit den doppelten Weg usw. zurucMegt, ist die 
Zimahme des Weges bestandig zur Zunahme der Zeit proportional, 
d. fa. der zuriickgelegte Weg ist eine lineare Funktion der Zeit. Wenn 
wir also die Zeiten als Abszissen, die Wege als Ordinaten benutzen, 
wird diese Funktion durch eine gerade Linie veranschaulicht, 
obgleich die Bahn des Punktes krumm sein kann. Man muB 
sich eben davor huten, die Bildgerade mit dem Weg zu verwechseln. 
Die Bildgerade gibt nur die Beziehung zwischen Zeit und 
Wegl&nge ansehaulich wieder. Bewegungsaufgaben, bei denen 
es von vornherein Mar ist oder stillschweigend vorausgesetzt wird, 
daB der Weg zur Zeit proportional ist, lassen sich daher graphisch 
losen. Hierzu einige Beispiele; 

6 . Beispiel: Ein Bote ging um 6 Uhr morgens v om Orte A nach dem 8 km ent- 
fernten Orte B (siehe Fig. 22), den er in zwei Stunden erreichte. Als cr 6 km zuriick- 

gelegt hatte, war er einem von B nach A gehen- 
den Boten begegnet. Als der erste Bote von B 
mittels der Bahn nach A zuriickgelangte, wo er 
um 8f Uhr eintraf, sah er gerade den zweiten in 
A ankommen. Warm ist der zweite Bote von B 
aufgcbrochen? Auf der cc-Achse tragen wir (siehe 



Fig. 22. 



Fig. 23) die vou 6 Uhr an gemcssenen Stunden, 
auf der y-Achse die von A an gemessenen Kilo¬ 
meter des Weges als Strecken ab. Die Beziehung 
zwischen der Entfernung von A und der Zeit wird 
fur jeden der beiden Boten durch eine Gerade 
dargestellt. Da der erste Bote zur Zeit z = 0, 
d» h. um 6 Uhr, noch in A war, also den Weg O 
zuriickgelegt hatte, und da er zur Zeit x =2, 
d. h. um 8 Uhr in B war, also seinen Weg von 


8 km erledigt hatte, ziehen wir die Gerade vom 


Fig. 23. 
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Anfangspunkte (0; 0) nach dem Punkte (2; 8). Vom Wege des zweiten Boten 
wissen wir zweierlei: Zuerst, dafi er dem ersten Boten 6 km von A entfernt begegnet 
ist. Wir suchen also auf der schon gezeichneten Geraden den Punkt, dessen Ordinate 
gleich .6 ist. Dies ist der Punkt U. (Seine Abszisse gibt an, wann si eh die Boten be- 
gegneten.) Zweitens tr'af der zweite Bote um 8f Ubr in A ein, d. h. hier ist y = 0 fiir 
x = 2f. Dadurch erhalten wir den Punkt (2f; 0) oder V. Die Gerade UV gibt die 
Beziehung zwischen Zeit und Weg beim zweiten Boten an. Die gestelite Frage ist nun 
mathematisch aufgefafit diese: Wann war fiir den zweiten Boten die Entfernung von 
A gleich 8 km? Wir suchen also auf der Geraden UV den Punkt W, dessen Ordinate 
gleich 8 ist. Seine Abszisse ist, wie die Figux lehrt, gleich etwa 1 T ^. Da w r ir die Abszissen 
von 6 Uhr an messen, heifit dies: Der zweite Bote ist um IJhr oder 7 h 5 m von B 
aufgebrochen 

7. Beispiel: Ein Bote geht von einem Orte A iiber einen Ort B nach einem dritten 

Orte C, ein zweiter bricht zur selben Zeit von B nach C auf. Der erste Bote kommt 
nach 1-V Stunden durch B, 
wahrend in derselben Zeit 
der zweite Bote nur einen -J 
so langen Weg zuriickgelegt 
hat. Wann holt der erste 
Bote den zweiten ein? Bei 
beiden Boten ist wieder die 
jeweilige Entfernung von A 
eine lineare Funktion der 
seit dem Aufbruche ver- 
flossenen Zeit. Der Propor- 
tionalitatsfaktor ist jedocli 
verschieden. In Fig. 24 be- 
deute die beliebig angenom- 
mene Strecke von (A) bis (B) 
auf der f/-Achse die Entfer¬ 
nung von A bis B. Die bei- Fig. 24. 

den Geraden geben fiir beide 

Boten die Beziehung zwischen Zeit und Entfernung von A an Dabei ist VW = \UV« 
Holt der zweite Bote den ersten ein, so heifit dies: Beide Boten haben zu einer ge- 
wissen Zeit dieselbe Entfernung von A. In der Figur bedeutet r Wir miisscn den 
gemeinsamen Punkt S beider Geraden bestimmen. Seine Atowfose gibt an, daB 
der erste Bote den zweiten 5 Stunden nach dem Aufbruch einholt. 

Wie in diesem Beispiele geben uberhaupt bei einer Aufgabe, in der 
cs sich um zwei verscliiedene Bewegungen handelt und bei der beide 
Bewegungen durch Geraden abgebildet werden, die Abszisse und die 
Ordinate des Schnittpunktes beider Geraden an, wann und 
wo der Treffpunkt vorkommt. 

8 . Beispiel: Wann decken sich die beiden Uhrzeiger? Fiir jeden Zeiger ist der 
von dor 12 h -Stellung an zuriickgelegte Winkel — etwa' gemessen in Graden — pro¬ 
portional zur Zeit von 12 h an, etwa gemessen in Stunden. Stellen also die Abszissen x 
die Stunden, die Ordinaten y die Winkelgrade dar (siehe Fig. 26), so werden die Be¬ 
wegungen durch gerade Linien vcranschaulicht. Beim kleinen Zeiger gehort zur Zeit 
x - 0 die Stelle y = 0, zur Zeit x - 12 die Stelle y = 360; wir ziehen also die Gerade. 
vom Nullpunkt nach dem P,unkt (12; 360). Da der grofle Zeiger wilhrend der 12 Stunden 

3 * 
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zwolfmal eine ganze Umdrchung 
macht, haben wii fur ihn 12 
Geraden zu ziehen, die vom 
Nullpunkte nach der S telle 
(1; 360), dann die vom Punkte 
(1; 0) nach der Stelle (2; 360) 
usw. Die Schnittpunkte der 
zuerst gezeichneten schragen 
Geraden mit diesen 12 steilen 
* Geraden ‘geben durch die Ab- 
szissenan, wannsich diebeiden 
Zeiger decken, durch ihre Ordi- 
naten, wo sie sich decken. 
Z. B. ungefahr um 2 h 10 m (genau 
^xV 1 ) decken sie sichund bilden mit der 12 h -Stellung einen Winkel von ungef&hr 65° 
(genau 65 T \°). 

9. Beispiel: Zwischen zwei Orten A und B verkehren StraJBenbahnwagen hin 
und zuriick im Pimf-Minuten-Betriebe. Sie brauchen fur den ganzen Weg von A nach 

B je -J- Stunde und kehren immer ohnenennens- 
werten Aufenthalt um. Einem FuBganger, 
der ein Stiick des Weges von A nach B geht, 
begegnen 15 Wagen, wahrend ihn 7 iiberholen. 
Wie lange und ein wie groBes Stuck des Weges 
geht er ungefahr ? In der Fig. 26 steilen die 
Geraden des Netzes die Beziehung zwischen 
Zeit und Weg fur die Wagen dar. Fur den 
FuBganger haben wir eine Strecke so zu zeich- 
nen, dafi sie von links unten nach rechts oben 
geht und 16 Geraden der einen Art sowie 
7 Geraden der anderen Art trifft. Dabei bleibt 
natiirlich ein gewisser Spielraum. Der FuB¬ 
ganger geht ungefahr eine Stunde, wobei er 
etwa | des ganzen Weges zuriicklegt. 

Das folgende fast zu harmlose Beispiel bringeu wir nur deshalb, 
weil es auf einen nenen Gedanken ftihrt: 

10. Beispiel: Der Geselle fangt erst 10^ morgens zu arbeiten an, der Lehrling 
ist dagegen schon von 7& an tatig gewesen. Der Geselle schafft in der Stunde 3 kg 
Ware, der Lehrling nur 2. Wieviel WaTe haben beide zusammen zu irgendeiner Tages- 
zeit hergestellt ? Wird die Zeit von Mitternacht an in Stunden wie auf der TJhr ge- 
rechnet,’ so hat zut Zeit x der Geselle 3 (z—10) kg, der Lehrling 2 (x — 7) kg 
Ware fertig. Beide Mengen sind'lineare Funktionen von x. Zur Unterscheidung be* 
zeichnen wir sie mit y x und y 2 : 

y x = Zx— 30, y 2 = 2 x —14 - 

Da nach der Gesamtmenge zur Zeit x gefragt wird, ist nun die Summe y = y x ■+- y % 
zu bilden, und diese Summe ist ebenfalls eine lineare Funktion, namlich 
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Allgemein: Wenn zwei lineare Funktionen von x vorliegen, 
die zum Unterschiede mit y x und y 2 bezeichnet seien und deren Kon- 
stanten wir ebenfalls zum Unterschiede c x , t x und c 2 , fc 2 nennen: 

2/i = Cl x +- k x , y z =e 2 x + k 2 , 
ist ihre Summe y — y x -f y 2 ebenfalls eine lineare Funktion: 

V — ( c i + h) x + (K + K)- 

Dies erscheint zu einfaeh und langweilig, aber die Sache wird sofort 
anziehender bei ihrer geornetrischen Deutung: Die beiden beliebig 
angenommenen linearen Funktionen y x und y 2 werden durch zwei beliebig 
gezogene Geraden g x und g 2 dargestellt, siehe Fig. 27. Irgendeine Abszisse 
x ist z. B. OQ. Die zugehorigen Ordi- 
naten y x und y 2 sind QP X und QP 2 ‘, 
ihre Summe y ist die Streeke QP 
— QP X + QP Z . Wirgelangen also von 
den beiden zu Q gehdrigen Punkten P x 
und P 2 von g x und g 2 zu einem neuen 
Punkt P mit derselben Abszisse. Nun 
wissen wir, dab die Summe y = y x + y 2 
auch eine lineare Funktion ist, und 
dies besagt daher: Wenn man die zu 
jeder Abszisse OQ gehdrigen beiden 
Ordinaten QP X und QP 2 von g x und g 2 addiert und als neue Ordinate 
QP benutzt, ist der Ort aller so hervorgehenden Punkte P ebenfalls 
eine Gerade g. Diese Gerade kann man die Summengerade nennen. 
Sie Punkt ftir Punkt zu bestimmen, ist ganz unterhaltend, nur muB 
man aufpassen, welche Vorzeichen y x und y 2 haben. Nimmt man z. B. 
OQ' als Abszisse an, so sind die zugehorigen Ordinaten Q'P' X und Q'P 2 , 
und dabei ist Q'P' 2 negativ, also die Summe Q'P[ -f- Q'P' Z in Wahr- 
heit eine Dilfcrenz, na mlich gleich der positiven neuen Ordinate Q'P'. 
•Man sieht auch leicht, daB die Summengerade durch die besonderen 
Punkte U und V gehen muB. 

Offenbar ist auch die Summe von drei oder noch mehr line¬ 
aren Funktionen stets wicder eine lineare Funktion. Man kann also auch 
die Summengerade von beliebig vielen Geraden ermitteln. Ja, noch 
mehr: Sind z. B. drei lineare Funktionen vorgelegt: 

y x = c x x + Tc x , y 2 = c 2 x + k 2 , y 3 = c 3 a: + 

so wollen wir sie, bevor wir sie addiercn, zun&ehst noch mit irgend drei 
Konstanten a x , a 2 , a 3 multiplizieren. Bilden wir erst dann die Summe, 
also y — a x y x + a 2 y 2 + a 3 ?/„, so kommt: 
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V “ (% c \ 4" a 2 £%) % (% k'l H~ ^2 "i" a z ^’ 3 ), 

und da die Hammers Konstanten enthalten, ist dies wiederum eine 
lineare Funktion. Entsprechendes gilt, wenn man beliebig viele lineare 
Funktionen vorlegt. Also haben wir den 

Sate 5: Ist im Aehsenkreuz eine Anzahl von Geraden 
9v 9z • • - gezeiclmet und konstruiert man fur jede Abszisse 
x die Summe der zugehorigen mit Konstanten a 2 , % ... 
multiplizierten Ordinaten der einzelnen Geraden als neue 
Ordinate, so ist der Ort der neuen Bildpunkte wieder 
eine Gerade. 

Ein einziges Beispiel hierzu mag geniigen: 

11. Beispiel: Ein Behalter hat zwei ZufluB- und eine AhfluJBoffnung; sie seien 
mit A, B , C bezeiehnet. Durch A flieflen in der Minute 20 Liter, durch B 25 Liter und 
durcli C 80 Liter. Zunachst ist nnr A geoffnet, nach 5 Minuten wird auch B geoffnet 

nach weiteren 10 Minuten aucli C. Man stelle den 
Inhalt des zuerst leeren Behaiters graphisch als 
Funktion der Zeit dax. Warn ist der Behalter 
wieder leer?. Die Wirkung von-A allein wird in 
Fig. 28 durch die Gerade (A) dargestellt, von B 
allein durch die Gerade (B). Wahrend der ersten 
5 Minuten konimt nur die Gerade (A) in Betracht, 
wahrend der nachsten 10 Minuten wirken beide 
ZufluBoffnungen; die durch sie einstromenden 
Wassermengen summieren sich. Mithin ist von 
x - 5 "bis a: = 15 nach dem Yorhergehenden die 
Summengexade der heiden Geraden (A) und (B) 
herzustellen. . Dies gibt die Geiade [A + B ). 
Die 'Wirkung des AMuBrohies C allein, das erst 
zur Zeit x = 15 geoffnet wird, veranschaulicht die 
nichfc steigende, sondern fallende Gerade (C). Von der Zeit x = 15 art wirken alle 
drei Offnungen, die dritte negativ, d. h. von x - 15 an ist die Gerade (1 + jB — C) 
einzuzeichnen, deren Ordinaten die Summen der Ordinaten der Geraden (A) un4 
(B), vermindert um die Ordinaten der Geraden (C), sind. Die stark gezeichnete ge- 
brochene Linie gibt zu jeder Zeit x (in Minuten) durch ihre Ordinate die im Behalter 
befindliche Wassernienge (in Litem) an. Man sieht, dafi der Behalter in ungefahr 
31 Minuten wieder geleert ist. 

In diesem Beispiele haben wir den Behalterinhalt (= y Liter) als 
Funktion der Zeit (= x Minuten) mittels einer gebrochenen Linie 
dargestellt Im ersten Kapitel hatten wir im 3. Beispiele auf S. 17 einen 
ahnlichen Fall. Dort durften wir in der Tat geradlinige Strecken ziehen, 
da anzunehmen war, daS der Eisenbahnzug zwischen zwei Stationen 
in gleichen Zeiten gleiche "Wege zurucklegt, so daB der Weg eine lineare 
Funktion der Zeit ist 
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Die Worte „Zuwaelis von x“ bezeiehnen wir von 
jetzt an kurz mit Ax. Das Delta A oder griechische D soil 
dabei an das Wort Differenz erinnern; der Zuwachs von x ist ntalich 
die Differenz des neuen und des alten Wertes von x. Bedeutet z. B. 
t die Zeit in Sekunden, so soli also A t einen Zuwaehs dieser Zeit, 
gemessen in Sekunden, vorstellen. Bedeutet p ein Gewicht in Kilo- 
grammen, so soli A p eine Zunahme dieses Gewichts, gemessen in Kilo- 
grammen, sein. Stellt v ein Volumen in Litern dar, so bedeutet A v einen 
Zuwachs dieses Volumens, gemessen in Litern. Es ist also t -f A t die 
neue Zeit, p + A p das neue Gewieht und v A v das neue Volumen. 
Die Zusammensetzung des Zeichens A mit einer Ver&n- 
derlichen, soil also einen beliebigen Zuwachs der Ver&nder- 
lichen ausdrucken. Dieser Zuwachs kann auch negativ sein, so 
dafi er dann eine Abnahme bedeutet. Man hat sich davor zu htiten, 
daszl in Ax als einen Faktor von x aufzufassen. A x ist durchaus kein 
Produkt von zwei Grofien, sondern eine GroBe, der Zuwachs von x. 
DasZeichen^l allein geschrieben hat gar keine Bedeutung. 
Eine einfache Bemerkung nebenbei: Ist c eine Konstante, so ist A c = 0. 
Wir betrachten nun wieder eine lineare Funktion 

(2) y = c x + k 

Wir denken ijns, dafi der Veranderlichen x irgendein Zuwachs A x erteilt 
werde, so dafi x + A x an die Stelle von x tritt. Dann wild sich auch y 
infolge der Vorschrift (2) urn einen gewissen Zuwachs A y andem, so dafi 
y + A y der zugehorige Wert der abhangigen Veranderlichen ist. Hack 

(2) ist auch der neue Wert von y gleich dem c-fachen des neuen Wertes 
von x vermehrt urn fc, also 

U Zuwachs von y = $ (x +• Zuwachs von x) + k 

oder: 

(3) y + A y — e (a: + A x) + k- 

Um nun links nur die Zunahme A y von y zu haben, ziehen wir die 
Formel (2) von der Formel (3) ab. Dann bleibt iibrig: 

Ay — c Ax, 

in Worten: der Zuwachs von y ist ate ts gleich dem c-fachen des Zuwachsea 
von x. Man wird einwenden, dafi das ja schon nach S. 28 bekannt sei. 
Aber das ist irrig, dort namlich wurden nur solche Zunahmen von x und y 
ins Auge gefafit, bei denen die ursprunglichen Werte die Anfangswerte 
a und b waren. Jetzt dagegen ist bewiesen worden, dafi die Proportionali- 
tat zwischen den Zunahmen auch dann hesteht, wenn man von irgend- 
einem Werte x und dem zugehdrigen Werte y ausgeht. 
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Dividieren wir die letzte Formel mit Ax, so ko mm t: 

Satz 6: Bei einer linearen Funktion 
y — ex + k 

ist das Yerhaltnis aus einem Zuwachs von y und dem zuge- 
hongen Zuwachs von * stets gleich der Konstante « 

Ay 

Ax~~ c ' 

Wir konnen auch sagen: 

Satz 7: Eine lineare Funktion 

y = cx + 

\™ d n Ure + ^ ei f e ( ! erade dargestellt, deren Steigung c gleich 

A r\i?rt°J entei1 belie 5^er zusammengehSriger Zunahmen 
A y und A x von y und x ist: 

A if 

Ax c * 

Dies leuchtet auch geometrisch ein: 

™ au j der Geraden (siehe Fig. 29) irgend zwei Punkte 
n und dann den ersten in den zweiten ubergehen lassen, wachst sein 
x urn eine GroBe A x, sein y um eine GroBe 
Ay. Das Verhaltnis Ay : Ax bleibt nun 
immer dasselbe, wo wir auch die beiden 
Punkte auf der Geraden withlen mogen. 
Diese Eigenschaft kommt nur den Geraden 
zu. Sie ist der Ausdruck der „Geradlinig- 
keit". Rechneriseh ist sie kennzeichnend 
dafiir, daB y eine „lineare" Funktion von x 
ar „ u„ n n,- . lst Beim Wort ..linear" im Ausdruek „line- 

mal dara ViT- x kwm mail also immer an zweierlei denken: Ein- 

Potenz auftrt ln Funktion* nur linear, d. h. in der ersten 

rotenz apftott, und dann daran, daB diese Funktion mit Hilfe des 
Lineals bildlich dargestellt werden kann. 

Wir konnen uns wohl denken, daB man findet, die Satze 6 und 7 

rnraulzu^lT^^V 68 l0hnesich niolltredlt > sie besonders abzuleiten 

i=sB“^= =a=-“s,t 

=£SSsrcSSiwSSS 



Fig. 29. 
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Kugel herumpaBt, werde noch eine einzigp 

Daduich wird der Ring ein wenig locker U m w i evi vi V0 .V m . Un § e eingeschaltet. 
Kugel abstehen? Stellt man sich die Kiesenlanffe diT d ^ J6tZt aUseiti S von der 
zuschaltenden Sehiene von 1 m Lange vor so Aq " a ! ors gegenuber der ein- 

Lockerung hochstens ein Paar Millimeter betraet ZU ver 1 muten ’ daB 1116 

Frage erst dann genau beantwortet werdenk»L lit T ™ gauben ’ daB die 
angegeben sei. Beides ist irrig. Befcragt naml cb dTr^r L ? nge des Ku S elradi,ls 
Aquator den Umfang y = 2 it* m, d h der UmW^ 31 Kugelrad,us x m, so hat der 

Radius a:. Daraus folgt: Wachst der Radius * ln ® are Funktion des 

Umfang um das 2 it-fache dieses Betrays Nun soil t etras ’ so waclis ^ der 

also wird der Radius um 1 m, dividiert mit sT wa w n n 5 “ wachsen ’ 

Denmach wird der neue, nur’ um 1 m *££'^ m V 1 d'er T 7* 16 °t 
wemger aRlCcm abstehen. Dies gilt, wie groB auch in*ner der Radiufge^hlt’sei! 

^ 6Ser W f d v° h walirsctie inlich daruber wundern, daB wir so 
ausfuhrhch von den lmearen Funktionen und ibrer Darstellung durch 
gerade Limen gesprochen haben. Aber wir glauben dadurch etwas 
erracht zu haben, was ihm nur angenehm sein kann. Wir hoffen 
namhch, daB dem Leser das, was wir in unseren Satzen 1 bis 7 aus- 
gesprochen haben, nunmehr im Gedachtnis haftet, ohne daB er die 
Mfthe hat, es auswendig zu lernen. Das Auswendiglemen ist in der 
Mathematik vonUbel. Man soli sich die Satze dadurch merken, 
daB plan sie nach alien Richtungen durchdenkt und wieder- 
holt anwendet. 


§ 2. Quadratische Funktionen. 

Jetzt gehen wir zu Funktionen uber, die x auch in der zweiten Po- 
tenz enthalten, zuFunktionen zweiten Grades oder quadratischen 
Funktionen: 

(1) y = ax z 4- lx -f- e, 

wo a, b , c Konstanten bedeuten. Schon in § 3 des ersten Kapitels, im 
4. Beispiele kam eine derartige Funktion vor, namlich: 

y — 0,1 a: 2 — 0,4 x + 0,2, 

sidie Fig. 10 auf S. 20. Wahrend bei den linearen Funktionen y — cx-j-lc 
nur zwei Konstanten, c und fc, auftraten, kommen bei den quadratischen 
Funktionen (1) drei Konstanten a, l, c vor. Je nachdem man sie wahlt, 
erhftlt man verschiedenartige quadratische Funktionen. 

Zunftchst betrachten wir die einfachste quadratische Funk¬ 
tion, namlich: 

(2) y = x z . 

Ihre graphische Darstcllung verlangt die Auffindung aller Punkte, deren 
Ordinaten gleieh den Quadraten der Abszissen sind. Setzen wir x — 1, 
2, 3, 4 , so kommt y = 1, 4, 9, 16 . . ., wodurch sich Punkte 
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der Jig. 30 ergeben, in der wir die z-Eiuheit gleich 
der ^-Einheit gewahlt haben. Fur x = —l, —2, 
3 > 4 ... gehen dieselben Werte von y wie 

soeben hervor: 1, 4,9,16 ... Fiir a: = 0 ist y = 0. 
Man sieht, dafi sich die Punkte mit einer gewissen 
Regelmafiigkeit aneinanderreiben. Dazwischen 
kann man andere Werte einschalten, z. B. fiir a: 
= 2 / 3 k °mmt y = 5,29. Derselbe Wert von y er- 
gibt sich fur x = - 2.3. tberhaupt: Werden fiir 
x zwei Werte a und — a gewahlt, die sich nur 
durch das Vorzeichen unterscheiden, so ergibt sich 
beide Male fiir y derselbe Wert y = a*. Dies hat 
Fig. 30. eine einfache geometrische Bedeutung: Punkte 

a j , eni: -S e S eil g ese tzt gleichen Abszissen 
“ ! n , d_ a . u , ud ? leich er Ordinate liegen so, daB iljre Verbindende 

S6 ?? Cht St6ht Und von . ihr in der Mitte geteilt wird 
g. ). ndem man sich an eine bekannte Eigenschaft des 
r opiegels erinnert, driickt man dies so aus: Einer der 

__p b . eiden Pun j kte ? eht durch Spiegelung an der y- 

Aense in den anderen fiber. Dies bedeutet: Failt 

—V- Tom , einen Punkte das Lot auf die y-Achse und 
verdoppelt man es iiber den FuBpunkt hinaus, so 
J o. kommt man zum andern Punkt. Fiir das Bild der 

* qnadratrschen Funktion y = x* ergibt sich mithin die 

. Eigenschaft: Jeder Bildpunkt freht durch 

™ T ^ Symmetnegerade des BOdes dor Frmktion 

wA»en!“™. 'jt. Sf ™ * dle ! “S«l>*dgen Werte von y be- 

* = 0 0,5 1 15 o oc p 

die Werte: ’ 3 3 ’ 5 usw - 

9 = 0 0,25 1 2,25 4 6,25 9 .12.25 usw 

-d dm di, rogeMrigea Bildpnnkte dai^ bw , b ach tell ^ tomer 
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wederT d^fi sich diese Punkte in einer regelmaBigen Folge aneinander- 
reihen. Je mehx Stellen man einreiht, um so mehr tntt die Regelmafiig 
keit hervor. Wir wollen dies fiir das Stuck von x = 0 bis x — 2 genauei 
erlautern. Es koxnmt: 


X 

V 

X 

y 

* _ 

y 

X 

y 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,01 
0,04 
0,09 
0,16 1 
0,25 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

0,36 

0,49 

0,64 

0,81 

1,00 

1,1 

1,2 

1.3 

1.4 
| 1,5 

1,21 

1,44 

1,69 

1,96 

2,25 

1,6 

1.7 

1.8 

1,9 

2,0 

2,56 

2,89 

3,24 

3,61 

4,00 


Die zugehorigen Bildpunkte konnen wir in Fig. 30 unmoglich deutlich 
einzeicknen. Wir tun daher das, was dem Mikrcskopieren bei Naturbe^ 
obacktuneen entspricht: Wir vergroBern die Figur. Das m Fig. 30 
gLkraftte Rechteek ist in Fig. 32 in zehnfacher VergroBerung dargesteUt. 
Hier konnen wix alle durch die Tafel gegebenen Punkte deutlich einzeieh- 
nen. Wollen wir in der Nahe des Punktes I\ Oder (1; 1) noch mehr 
Punkte einschalten, etwa von x = 0,9 an bis x = 1,1, so werden wir as 
in Fig. 32 geschrafite Rechteek abermals in zehnfacher GroBe Kidmen 
und dann die durch die folgende Taiel gegebenen Punkte ermitteln. 
In der jetzt entstehenden Fig. 33 liegen die Mdpunkitelbemaheimjge^ 


3 / 

y 

T“J 

y 

X 

y 

X 

y 

0,90 

0,91 

0,92 

0,93 

0,94 

0,95 

0,8100 
0,8281 
0,8464 
0,8649 
: 0,8836 
| 0,9026 

0,96 ! 

0,97 

0,98 

0,99 

1,00 

0,9216 

0,9409 

0,9604 

0,9801 

1,0000 

1,01 

1,02 

1 1,03 

1 1,04 

1,05 

1,0201 

1,0404 

1,0609 

1,0816 

1,1025 

1,06 

1,07 

1,08 

1,09 

1,10 

1,1236 

'1,1449 

1,1664 

1,1881 

1,2100 

1 


eingezeichnet. Will man die Umgehung von noch genauer ms Au t 
fassen, so berechnet man die Ordinaten y Mr W erte von rr zwischen 
0 99 und 1,01 und zeichnet wieder em klemes Stuck der Fig. 33 m 
zehnfacher VergroBerung. Man wird dann finden, daB die Bildpruikte 
kaum erkennbar von einer geraden Lime ahweichen. Dies Verfahren kann 

beliebk weit fortgesetzt werden. * A u 

Wir gelangen dadurch zu dem Erfahrungssatze, daB m der al - 
nachsten Mhe des Punktes J\ Oder (1 ; 1) die Bildpunkte der quad a- 
tischen Funktion y — x 2 auBerordentlich wenig von emer geraden L n 
ahweichen. 
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Fig . 32 . Fig . 33 . 


Dass ell)e Yerfahren konnten wir an einer anderen Stelle anwenden. 
Wir wiirden aueh dort eine auBerordentlich starke Annaherung der Bild- 
punkte an eine gerade Linie feststellen kdnnen. Aber solche einzelne 
Untersuchungen genugen doch nicht. Denn G-ewiBheit liber die aufge- 
stellte Behauptung lieBe sick auf diesem Wege nnr dadurch schaffen, 
daB wir die Untersuckung fiir jeden Wert yon x wirklich ausfiihrten, 
was unmoglich ist, weil es unendlich. viele Werte won a? gibt. Die Macht 
des matkematiseken Beweises, zu dem wir jetzt ubergehen, liegt darin, 
daB er die Aufgabe, unendlich viele Einzelergebnisse festzustellen, losbar 
macht, indem er eine Unzahl von einzelnen SchluBfolgerun- 
gen in nnr eine zusammenfaBt. 

Wir schliefien namlich so: Angenommen, irgendein bestimmter Wert 
der unabh&ngigen Yeranderlichen sei ins Ange gefaBt. Zu ihm gehbrt nach 
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(2Veinbestimmter Wert der abhangigen Veranderlichen y, namlich ?/ - * 2 . 
Jetzt lassen wir den Wert * urn irgendeinen Betrag zunehmen Da 

stete glekh dem Quadrat der unabhangrgen sem 

soil,” fird sich y mit x iindern. Ebenso wie 

( 2 / y= x * 

ist, haben wir auch: 

y _|_ Zunahme von y — (x + Zunahme von x) 2 . 

Wenn wir nun die Zunahme, die dem x erteilt wird, wie auf ^9 mit A x 
und die zugehorige Zunahme von y mit A y bezeic n , 

(3) y + Ay = (x+Ax) 2 . 

Dm die Zunahme A y selbst auseudriicken, subtrahieren ™ taervon 
den Wert (2) und erhalten: 

A y = (x + A xf— x 2 

Oder, wenn das Quadrat von x + Ax ausgerechnet wird: 

A y = sc 2 + 2m . A x + A ^ — x 2 - 

Hier soli A x\ das Quadrat der Zunahme A xvonx bedeutend Die 
beiden Glieder x 2 heben einander fort, und es bleibt. 

^ A y — 2x. A x + Ax 2 . 

Di.ee Fennel fttr die Zunahme Ay der 
{■ n w»rt r nnd fur ieden beliebig gewahlten Zuwaehs A x von 

sr=t uS 

y = x aus, dessen Abszisse ^ la6t man se ine Abszisse 

ee^eineOrdmie J Ay- 6 ™=heen, » ^ 

wieder m einem 811 30 °»n 6 egeben ist). Man 
Koordinaten 3 und 9 (der ebenfalls m ™ * ver - 

kann die Formel (4) auch fur ne S atlve ““^i 2 A x = -3 
wenden. So prfife man z. B., was die Annahmen . 

""‘o^Weh fflfz°?w»Sl“rmO (4)«rrileWerteTend .git,mien 

dem Quadrat die Zunahme von x ist. 




46 


ZweiUs Kapitel: Begriff dm Differentialquotienten. 


II “ der Folge nur fiir geringe Zunahmen Ax benutzen. Schreiben 
WIT die Formel m der Gestalt: 

^ A y = (2 x + A x). A x, 

von W> ^+^ e ger ‘ nger d * e Zunahme Ax ist, d. h. je vreniger Ax 

“2? ! bwe f h ’ Um a S0 weniger weicht 2a: +Ax von Saab, um so 
Ay l 01l2x - Ax - Da aber 2 x. A x den Faktor A x hat, 

w 6S ,f Wm 1 . Urn 80 weni ?ervon Null abweichen, je weniger A x 
selbst von Null verschieden ist. 

i enH i ach in der Hand > durch hinreichende Be- 
daR HiV Un ^ \ e * ^ er Zunahmezlo; von re zu erreichen, 

orige Zunahmezli/, die y erfahrt, von Null urn 

S2 w keiC \ a - irgend eine noeh so klein gewahlte 
v p + ' - le rn aa dies in jedem Falle zahlenmafiig erreicht, vrird am 

? e iTl erlautert - Daher sei et ™ * = 15 gewahlt, und 

zwisclien Ino^’^Vm ' weniger als °’ 01 Ton M aLeiche, also 
+0,01 : und — °-01 liege. Nach (4) ist hierJ y = 30 A x + A x\ 

“ Ua aach und ttach A x die Verte0,1, 0,01, 0,001,0,0001 
usw. setzt, findetman fur Ay die Werte 

3,01, 0,3001, 0,030001, 0,00300001 usw. 

Hieraus erkennt man: Wird A x zwischen 

— 0,0001 und + 0,0001 t 

angenommen, so liegt Ay gewifi zwischen 

— 0,01 und +0,01, 

'wie verlangt wurde. 

Dies hat folgende geometrische Bedeutung: Wenn wir die Bild- 

SSL* £+ ch «” “*-*& £*%£EL 

SuSS ii l"' Mben iedem BiLdpuTikt Ctaw zweiten 

,W pSlS, T“ Ab - S2 ‘ SS . e Md 0ldinate “ ™* von denen 

“S, SS, "r T n " r d " <*• “ »<*• bei 

wS ^ ,I.; P +*• ™ ™ »«r tamer wtaschen. 
ItT al8 ° , UMller meir mehr neue Bildtmnkte ein- 

m dirB^ili mm aufeinaQderi0 ^ d e AVerto geben, 

= t r VV, ft**?**"- , tameI MTdend. Kette 

Mete; ,ie ™d daher st.tig " *“ dM1Mcl1 I * 8,, “ to e “ e 

Aber noch mehr: Aus (5) geht drnel Division mil & x horror- 

( 6 ) 4 » _, 

ZZ~~ 2x+ Ax ■ 
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Von jedem Wertepaare (a; y) an ist also das Verhaltnis aus dem 
Zuwachs von y und dem Zuwachs von x gleich dem doppelten des ge- 
wahlten Wertes x, vermehrt um den angenommenen Zuwachs von x. 
Dieser Bruch (6) ist andererseits nach S. 31 nicht anderes als die 
Steigung derjenigen Geraden, die den Bildpunkt (x\,y) mit 
dem Bildpunkte (x + A x, y + Ay) verbindet (siehe Fig. 34). 
Lassen wir den zweiten Punkt immer naher an den ersten rucken, 
d. h. w&hlen wir den Zuwachs A x von x immer geringer, so daB der 
zugehorige Zuwachs Ay von y, wie beschrieben, 
ebenfalls immer geringer wird, so weicht der 
zweite Summand auf der rechten Seite der 
Formel (6) immer weniger von Null ab. Die 
rechte Seite nahert sich also mehr und 
mehr dem Werte 2 x, so daB der Bruch 
Ay : Ax so wenig von 2x abweicht, wie wir nur 
immer wollen. Soli er z. B. weniger als ein 
Milliontel von 2x abweichen, so brauehen wir 
nur Ax Weiner als ein Milliontel anzunehmen. 

Also folgt: Diejenigen Bildpunkte der 
quadratischen Funktion, die einem bestimmt 
gew&hlten Bildpunkte F benachbart sind, liegen 
zugleich nahe bei derjenigen Geraden durch P, 
deren Steigung gleich 2 x ist, wobei x die 
Abszisse von F bedeutet, und zwar liegen sie um so naher bei 
dieser Geraden, je naher jene Bildpunkte beim gewahlten Bild¬ 
punkte P gelegen sind. 

Die liickenlose oder stetige Kette aller Bildpunkte der quadratischen 
Funktion nahert sich also in jedem Weinen Stiickchen, sobald man es nur 
hinreichend vergrbBert zeichnet, um so mehr einer Geraden, je 
kiirzer das betrachtete Stiickchen ist. Denken wir uns, die 
Kette aller Bildpunkte liege gezeichnet vor, und nehmen wir an, wir 
betrachten eine Stelle der Kette mit einem auBerordentlich scharfen 
Mikroskop, so wird das Stttek, das man im Mikroskop sieht, nahezu 
geradlinig erscheinen und zwar um so mehr, je starker das Mikroskop ist. 

Mathematisch driickt man dies.so aus: 

Die Gesamtheit aller Bildpunkte (x-,y) der quadratischen 
Funktion y = x t erfiillt eine stetige krumme Linie oderKurve 
(vom lateinischen curvus, krumm). An einer Stelle, deren 
Abszisse gleich x ist, sehmiegt sich die Linie an diejenigc 
Gcrade durch diese Stelle an, der die Steigung 2a; zukommt. 
Man sagt: Die Kurve" beriihrt dort die bezeiehnete Gerade, 
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oder auch: Die Kurve hat dort die bezeichnete Gerade 
als Tangente (vom lateinischen tangere, beruhren). 

Fiir i = l !. B. 1st die Steigung dieser Tangente gleich 2. Er- 
innern wir uns daran, daB Fig. 33-ein hundertmal vergrofiertes Sttick 
der Fig. 30 in der TJmgebung der Stelle P x mit der Abszisse x — 1 ist, 
so sehen wir, daB die in Fig. 33 gezeichnete schrage Gerade die Tan¬ 
gente tier Kurve an der Stelle P 1 ist. In Fig. 35 ist Fig. 30 noch einmal 
wiederholt, aber mit der eingezeichneten Tangente der Stelle P v Die 

Punktreihe ist hier 
durch die stetige Kurve 
ersetzt worden. Das 
Einzeichnen der Tan¬ 
gente geschieht ja sehr 
einfach: Ihre Steigung 
soil 2 sein; da wir die 
Einheiten beider Achsen 
hier gleich groB gewahlt 
haben, tragen wir also 
von P 1 aus irgendeine 
Streclce (in Fig. 35 ist 
ij die Strecke 3 gewahlt 
worden) wagerecht an 
Kg- 35. Fig. 36. und errichten im End- 



Fig. 36. 


punkt eine doppelt so 
•lange Strecke. Ihr Endpunkt T x ist ein Punkt der Tangente. — 
Wir- konrien auch an jeder anderen Stelle der Kurve die Tangente 
ermitteln; wir werden sogar, ehe wir die Kurve zeichnen, zu- 
nachst nur fiir einzelne Punkte von ihr die Tangenten ziehen. So 
haben wir in Fig. 36 die Punkte gewahlt: 


3 = —4 —3 —2 I —1 0 1 2 3 4 - 

V — 16 | 9 4 I 10 l 4 9 16 , 

bei denen die Steigung 2x der Tangente die Werte hat: 

— 8 | _6 j —4 | —2 | 0 | 2 | 4 | 6 | 8 . 

Im Punkte (2; 4) z. B. ist die Steigung der Tangente gleich 4. Wir gehen 
daher vom Punkte (2; 4) urn etwa zwei Einheiten naeh rechts und vom. 
Ende urn das Yierfaehe, d. h. urn acht Einheiten, nach oben, um einen 
Punkt der Tangente dieser Stelle zu erhalten. Indem wir ihn geradlinig 
mit dem Punkte (2; 4) verbinden, bekommenwir die Tangente des Punktes 
(2; 4). An der Stelle (0; 0), dem Anfangspunkt 0, ist die Steigung 
gleich Null, d. h. die z-Achse selhst die Tangente. Man sieht, daB 
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die neun in Fig. 36 gezeich- 
neten Tangenten scion recht 
dentlich denVerlauf der Kurve 
angeben. 

Sie steigt sehr steil an; 
wir konnen aber dieselbe qua- 
dratisehe Funktion y — x 2 
durch eine weniger steile Kurve 
veranschaulichen, indem wir 
die y-Einheit kleiner als die 
s-Einheit annehmen. In Fig. 37 
ist sie nur ein Zehntel so grofi. 

Hier konnen wir deshalb aucb die Punkte: 



kO 

-H 

ii 

± 6 

± 1 

± 8 

± 9 

± 10 

y = 25 j 

36 

49 

64 

81 

100 


zeichnen. Die zugehorigen Steigungen sind: 

±10 | ±12 | ±14 | ±16 | ±18 | ± 20 . 


Die Pluszeichen beziehen sieh auf die Stelien rechts, die Minuszeichen auf 
die Stelien links. Fur den Punkt (—5; 25) z. B. ist die Steigung gleich 
— 10. Gehen wir also voxn Punkte (—5; 25) etwa urn 6 a;-Einheiten 
nach rechts und darauf um —10.6 Oder —60 y-Einheiten nach oben, 
anderes gesagt: um 60 y-Einheiten nach unten, sogelangenwir zu einem 
Punkte der Tangente der Steile (—5; 25). 

Wir legen grofies Gewicht darauf, dafi der Leser das Beispiel y = x 2 
in alien Einzelheiten vollkommen verstehe.. Wer so weit ist, wird mit 
Leichtigkeit ahnliche SchluSfolgerungen bei anderen quadratischen 
Funktionen ziehen. Wir diirfen uns daher bei ibnen kiirzer fassen. 

Vorgelegt sei z. B. die quadratische Funktion: 


(?) 


y — ^x 2 — x + 5. 


Wfichst x xim A x, so mdge y um Ay zunehmen, d. h. zu dem Wert 
x A- A x der unabhangigen Veranderlichen soil der Wert y + Ay der ab- 
hangigen Veranderlichen gehoren. Zwischen y ± A y und x + A x soil 
also dieselbe Beziehung bestehen, die vermoge (7) zwischen y und x be- 
steht. Daher soil sein: 

y ± A y — ^(a; ± A x ) 2 — (x + A x) + 5 
Oder ausgerechnet: 

y + Ay = iV* 2 ± j x A at t?o-A x z — x — Ax-j- 5. 


Ziehen wir hiervon die Gleiehung (7) ab, so bleibt als Wert von Ay: 

Scheffer*, Lelirbuoh < 1 . Mathcmntlk. 4 
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Die Bildpunkte einer jeden quadratischen. Funktion (10) erfflllen 
eine stetige krumme Liaie, die im Punkt mit der Abszisse x von der- . 
jenigen Geraden durch diesen Punkt, deren Steigung gleieh 2 a x-j- b ist, 
beriihrt wird. 

Dies Ergebnis, bei dem wir vorlaufig stehen bleiben, konnten wir 
als einenLehrsatz aussprechen, damit sichs der Leser merke. Aber gluck- 
licherweise ist es nur vorlaufig notig, da8 man dies Ergebnis im Kopfe 
habe. Im vierten Paragraphen werden vir namlicb erkennen,^ daB 
es nur ein besonderer Fall einiger leicht zu merkender allgemeinerer 
Satze ist; wir diirfen schon jetzt versprechen, daB der Leser spater 
dies Ergebnis als etwas ganz Selbstverstandliches aufzufassen lernen wird. 
Daher ist es nicbt erforderlieh, das Gedaehtnis unnotig zu belasten. 

1. Beispiel: Die quadratische Funktion. 

y = —2x s -f 5 x — 8 

soil graphisch dargestellt werden. Das Rechenschema ist hier dies: 

y+ Ay = — 2 (x +■ Ax) 2 ■+ 5 (x + Ax) — 8 

= —2 x 1 — ix Ax — 2A x 2 + bx + b Ax —8, 

Ay = — 4xAx— 2A x 2 + 5 A x 
= (—4x+ 6 — 2 Ax) A x , 

42 = _ 4a . + 5_2 Ax. 

a x 

Die Tangente der Bildkurve an dex Steli© mit der 
Abszisse a; hat die Steigung— 4 so 4- 5. Siebe Fig. 40, 
woxin wir die tfEinheit Weiner als die sc-Einheit 
gewahlt haben, damit die krumme Linie nicht gar 
zn steil ausfallt. 

2. Beispiel: Der Querschnitt eines 1 m langen 
und zuerst bis an den Rand mit Wasser gefiillten 
Troges hat die Form eines gleichschenWigen Trapezes 
ABCD (siehe Fig. 41) von 40 cm Hohe, 20 cm nnterer 
und 60 cm oberer Breite. Durch eine Offmmg unten 
flieJSe das Wasser aus und zwar in jeder Sekunde gerade 
ein Liter. Ist der Wasserspiegel nur noch x cm hoch, 
so ist eine gewisse Zeit verflossen. Sie soli als Funk- 
tion y von x bestimmt werden. y sei also die Zahl der 
Sekunden, in denen der* Wasserspiegel von 40 cm bis 
auf x em gefalien ist. Da in jeder Sekunde ein Liter 
abflie&t, ist y zugleicb die Zahl der bisher ausgeflosse- 
nen Liter, d. h. gleicb dem in Litern gemessenen Vo- 
lumen des Prismas, dessen Lange 1 m und dessen 
Querschnitt das Trapez ABVV in Fig. 41 ist. Der 
Prismeninhait ist gleieh dem Produkt aus Lange und 
Querschnittflache. Das Trapez AB JJ V ist (40 — x) cm 
hoch, seine obere Kante ist 60 cm lang. Die Lange l 
. seiner unteren Kante in Zentimetern ist leicht aus der 
Fig. 41. Proportion 
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zir finden, da sie gibt: 


4 £ — 10 20 

x ~ “ 40 ’ 


•| £ — 10 = J cc oder £ = 20 -f x . 

Die Mittellinie m des Trapezes ABUV ist das Mittel von 60 und £, also 
w = 30 + ^ l — SO + 10 4 * • jj > x = 40 + x . 

Die Flache des Trapezes ABUV ist gleich dem Produkt aus Hohe und Mittellinie, 
a 1 so gleich 

(40 — x) (40 4- ^ x) qcm , 
daher der Raum des leeren Prismas gleich 

100 (40 — x) (40 + \ x) ccm. 


Ein Liter aber enthalt 1000 ccm. Somit sind 

■~o (40 — a;) (40 + \ x) Liter 

abgeflossen, so daB die dazu notige Sekundenzahl obenfalls 

V = To (40 — x) (40 + i x) 

ist. Dies gibt ausmultipliziert und nach Potenzen von x geordnet: 

V- - A x 2 — 2 x A 160 . 


Die Zeit y ist also cine quadratische 
Punktion der Hdhe re des Wasser- 
spiegels. Da die grdBte Hohe des 
Wasserspiegols 40 cm betriigt, kom- 
men fhr x nur die Werte zwischen 
0 und 40 in Betracht. Fiir x = 40 
ist y *a 0, wie es sein muB. Fiir 
x *'{) ist y * 160, d. h. der Trog ist 
in 160 Sekundcn geleert. Da x von 
0 bis 40 und y von 160 bis 0 geht, 
wird man in der Fig. 42 die £/-Ein- 
hett, etwa £ so groB wie die x-Ein- 
hoit. wiihlcn. Die Tangeute der 
Kurve an der Stellc mit der Ab- 
szisse x hat die Stoigung — jjx — 2 
(warmn?), also fiir x « 0 die Stei- 
gung 2 und fiir x ■« 40 die Stri¬ 
ding .6. 



8 . Boispiol: An einer StraBo liegt ein drciockiges Grunclstiick 
Soito 4 B siche Fig. 43. Der Punkt C liegt 2o m lunter der beite AB. Dio Dreiecte 
hi’ihe vonC aus treffc A B in D so, daB AD 20m und DB 30 m J an « 
stiicke soli langs der StraBe AB ein Gebaode von rcchteck.gem 
warden. Will man das Grundstiick moglichst ausnutzen, so wi.d man die 
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Zweites Kapiiel: Begrifj des Diffenniialquotienten, 


des Rechtecks so wahlen, dafi zwei seiner Ecken (U und F) anf AC und BO liegen, 
also etwa wie in Fig.. 48, 44 oder 45. Je nach der gewahlten .Tiefc wird 
das Rechteck verschieden groJ3 ausfallen. Um uns einen Oberblick fiber alle MogJich- 
keiten zu verschaffen,'berechnen wir die FI ache des Rechtecks fur eine belie big# Ticfe 
UP. Die unabhangige Veranderliche ist die Lange x von UP in Metern, die. abbangige 
der Inhalt y derFlache PQU V in Qu'adratmetern. Dieser Inhalt ist gleich deni Produkt 



Fig. 43. 


Fig. 44. 


Fig. 45. 


von Frontlange PQ und Tiefe x des Gmndrisses. PQ ist leicht zu berechnon, 
AP und QB sofort finden konnen; es ist ja: 


Oder: 

also: 

demnach: 


AP 

AD 

und 

QB 

DB 

PU = 

= DC 

QV~ 

DC 

AP _ 

. 20 

und 

QB = 

30 

X 

25 

X 

25’ 


: 4 X 

und 

II 

f{ /y* 
$ 


Also kommt: 


PQ = AB — AP ~QB - 60 — 2 x. 


Oder: 


V — PQ.x = (50 — 2x)x 


da wir 


V = — 2^+ 50 x. 


DieGrundfliche y des Gebaudes ist also 
unabhangige Veranderliche x kummert 


eine quadratische Funktion der Tiefe 
uns nur zwischen den Grenzen # * 



x* Die 
0 und 
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x — 25. Fin* x ■- 0 and fiir x = 25 ergibt sich y - 0, was auch geometrisch erhellt, 
da das Rechteck in diesen Fallen eine Scite von der Lange Null hat Die quadratische 
Funktion wird duxch eine Kurve dargestellt. An der Stelle mit der Abszisse x hat die 
Tangente der Kurve die Steigung —4 a: + 50, was man nach den frfiheren Auseinander- 
setzungen berechnen moge. Fiir x = 0 ist die Steigung gleich 50, fur x = 25 ist sie 
gbidb-— 50, Siehe Fig. 46. In Fig. 43, 44 and 45 ist x = 10, 6 und 

gewShlt, also y - 300, 228 und 252. Dies gibt die Stellen I, II, III der 
Fig., 46. Die beste Ausnutzung des vorhandenen Grundstiicks findet statt, wenn die 
Flache y am grofiten ist. Offenbar ist y da am grofiten, wo die Tangente 
der Kurve zur a>Achse parallel ist, (L h. die Steigung Null hat Da all- 
gemein — 43 + 50 die Steigung ist, wird sie gleich Null, ^enn 


d. In: 


— 4a; + 50 s= 0 
43 = 50 Oder x = 12| 


ist. Alsdann wird y = 312J. Also ist die grofitmogliche Grundflache des geplanten 
Gebaudes 312J qm. Sie wird erhalten, wenn die Tiefe des Grundrisses gleich 1% m, 
also halb so grofi wie CD , gewahlt wird. Bairn ist AP = £ x = 10 und QB = £ x = 15. 

Siehe Fig. 47. 



Fig. 47. 



4. Beispiel: Das Ufer eines Sees sei die gerade Linie g in Fig. 48. Auf dem See 
liege eine kreisfdrrmge Insel h mit der Mitte M. Angenommen, jemand erleidet auf 
dem See Schiffbruch und mil moglichst schnell festen Boden erreichen. Er wird ans 
Ufer oder zur Insel schwimmen, je nachdem ihm das Ufer oder die Insel naher ist In 
Zweifel kann er nur da sein, wo beide Entfemungen gleich sind. Wir wollen daher 
den Ort derjenigen Funkte P bestimmen, die vom Ufer g und von der Insel k dieselbe 
Entfcrmmg haben. Fiir diese Punkte P ist PQ, das Lot auf g, gleich Pi?, der Strecke 
auf PM bis zum Kreis k. Wenn wir zur Linie g die Parallele m landeinwarts im Ab- 
stande gleich dem Kreisradius ziehen und PQ bis zu ihr, bis L, verlangem, mufi also 
PM « PL sein. Wir suchen mithin den Ort aller Punkte P, die von .dem 
Punkte M dieselbe Entfernung wie von der Geraden m haben. Zu diesem 
Zwecke zeichnen wir in die Figur ein Achsenkreuz ein und zwar moglichst 
bequem: Als 3 -Achse wahlen wir die Gerade m, als ?/-Achse das Lot hierzu durch M, 
so daB der Anfangspunkt 0 der FuBpunkt des Lotes auf m ist. Auf beiden Acbsen 
wahlen wir als Langencinlieit das Meter. Die Entfernung OM betrage a m. Hat nun 
der Punkt P die Koordinaten x und y, ist also OL - xm und LP - y m, so ist PM 
die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen eine Kathete gleich xm und 
dessen andere Kathete gleich (a — y)m ist. Also kommt nach dem Satze des Pythagoras 
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Zweites Kapi tel: Begriff des Differmlialquotienten. 
-y) 2 = PIP. 


allerdings nicht^o — — afmla Stel l e T, 23 ’ f° ’ St die zweite Kathete 

ffir PM 1 nichts aus, weU Vo — t/P = \a • ? g ‘ das ma °bt in der Formel 
gleich yK Da PM = PL Lin soli, Jdem ifatithS™ 61 “* ^ Q “ adrat VOn PL 


Oder: 
d. h.: 


oder: 


a 2 -f- (a -y ) 2 as y* 

x * 4- a 2 — 2 a y = 0, 
2 ay = x 2 -f a 2 


x a 

y= Ta* + r 


. Z 

geometrische Qrt lLre Bfldk^^^e Abszisse x und der gesuchte 

von M und * gS lSde h.f L V *“ * von 0M ’ da &** Pun* 

Die Steigung d« Fur . dlesen Pmkt i>t «-0 und y = A a . 

namlich gleich x: a. Wenn wir 2 p na< ? ^ ein ^uheren zu berechnen. 

und im Endpunkte nach oben die AbszisseL i M -h + X ? cbts . die Strecke « antragen 
von P. Man eriennf- rh ft , 1 , A “ 1 SZ1SS ® x > ergibt sich ein Punkt T der Tangente 

Hypotenuse FT dem rechtmnkligeTDreieckTot/^t rechtwin . Wi S e Dreieck mit der 
dieses gedreht. Daher ist FT I g JWT w ^ L r M a Congruent ist, aber um 90° gegen 
gleichschenldiges Dreleck m* ™ = PL ist > steU ‘ ein 

Also folgfc: Die Tangent"vonPtefltdefVT} H f e die Tangente ™ F ist ' 
gleichen Strecken PM. und PT mitein^,^ dle . belden einander 
unu pl nnteinander bilden, in gleiche Teile. 


U 


2 


U V 


J Q 


Fig. .49. 


Fig . 50 . 


0 


Fig. 51. 


rechteckiger Hate TJVPQ umVanLTwLdTn 11 * MaU6r (siebe Fig - 49 ) soU « in 
ffigung, Man tann rlom t? -ux i stehen. 20 m Zaunlange zur Ver- 

SL2 der Langen t £*£ T^ITS*** geben ’ doch A I 
Wand gleich »?£ W f de d « » Mauer paraMen 

«r HQ noch 20-6 = 14 m blSb^ w = i m ’ so * st aucb = 3m, so daB 
= 20-2.4=--12, in Fig. 51 £ PlT- 7 .?* tn *1?* 60 ist W = 4 - ■>» ?Q 
Inhalt der abgegrenzten Hache fallt in Omx ~ 2C L~~ 2 * 7 = 6 gewahlt. Der 

Dm einen ttberblick ttber alle MSgUchkeitenTu^rifaH 611 ^f 1 verschieden aus - 
hang zwischen dem ilScheninhalt^ndl der eewaW^y’ i SteUen T ^ Zn8ammel1 : 
dar. Zwei Fragen hat man dabei m W g ® Wab J tea Z ® rle S un g der 20 m graphisch 
hier die unabhawLTertSerUrKf wt”' Zu6rSt: Welche Gr8fie ist 
hersteUen, so gehen ^r von irgendeinel 7. f W °“f Z eWe der Fi ? uren 49 bis 61 
und QV und einen dritten Teil PD In, 2 20 m in zwei 8 Ie;che Tefl e p U 

etwa die Lange von PU (= QV) Dannhat ls *.. dle “abhangige Veranderliche x 
- 1 P> ' L)ani1 n at PQ die Lange 20 — 2x. Zwei tens: Welche 

' «-> Whte, d. B dk M-lta »l «„ Aciisen ^ ^ 
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GroBe ist die abhangige Ver- 
anderliche? In den verschiedenen 
Figuren fallt die Flache verschieden 
grofi aus; sie ist also die abhangige 
Veranderliche y. Wird sie in Qua- 
dratmetern gemessen, so kommt 
y = x (20— 2 a:) = —2 a: 2 + 20 a:, 

also eine quadratische Funktion 
von x. Fig. 52 gibt ihre Darstellung. 
Wie groB ist die Steigung der 
Tangente des Punktes init der Ab- 
szisso x? Innerhalb welcher Grenzen 



darf sich x bewegen? Fiir welche Abszisse x ist die Ordinate am groBten? Wie zerlegt 
man also die 20 m Zaunlange am giinstigsten? Welche Form hat dann der Platz? 


6. Beispiel: Ein unterirdischer Kanal soli gebaut werden, dessen Querschnitt 
die Form eines Rechtecks mit aufgesetztem Halbkreise hat, siehe Fig. 63. Die Kosten 



Fig. 53. Fig. 64. 


dtsr Ummauerung richten sich nach dem Umfange des Qiierschnittes. Ist ein besthnmtei 
Kostenbetrag ausgeworfen, so heifit dies daher, daB der Umfang des Querschmttes 
vorgesehrieben ist. Er betrage 11 m. Will man einen Querschnitt von diesem Umfange 
zeichnen, so kann man zunachst don Radius des Halbkreises irmerhalb gejisser Grenzen 
lieliebig wiihlen. Er betrage a m. Wie lang ist der Halbkreis uber 177, wie lang die 
Sohlenbreite PQ? Wie vide Meter bleiben also flbr PU und QV zusMMien tbng 
Wie lang ist dcmnach PU? Wie grofi ist also die Flache des Rechtecks PQUV? Wie 
groO ist dio Fliche des ganzen Kanaldurchschmttcs ? Sie wird f 
Funktion von* ergeben. Wir bezeichnen sie nut y (inQuadratmetem). Man entw^e 
selbstdas°in Fig 64 gegebene Bild der Funktion. * ist mindestens gleich Ndl. Wie 
grofi darf * hiichstens fein? Wie groB ist die Steigung der Bildkurve an der St^e mit 
der Abszisse z? An welcher Stelle ist die Tangente der Kurve zur *-Achse parallel. 
Welche Bedeutung hat diese Stelle fiir unsere Aufgabe? 

Hat der Leser alle Fragen der boiden letzten Beispiele beantwortet, 
so hat er eine gute Selbstprufung abgelegt. Wir fugen hier 
einfache Beispiele zu eigener Bearbeitung hinzu, bei denen wir wemg 

Hilfe leisten: 

7. Beispiel: Ein Itehteek 
Strecke x kann beliehig gewahlt werden? Wei 
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des Bechtecks ? Wie muB das Bechteck gezeichnet werden, damit es den groBten 
Inhalt habe? 

8. Beispiel: Der mittlere Ausdehnungskoeifizient « des QuecksHbers, d. h. die- 
jenige ZaM mit der man das Yolumen des Quecksilbers bei £° C. nmltiplizieren muB, 
um den Volumenzuwachs bei der Erwarmung auf (Hf 1)° C. zu erhalten, hat den Wert: 

« = 0,000181163 + 0,000 000 011 54 i + 0,000000000 021187^, 

ist also eine quadiatische Fnnktion von t Man versuche, sie graphisch darzustellen, 
indem man t als Abszisse, « als Ordinate benutze. Woran scheitert dieser Versuch? 

9. Beispiel: x Peisonen fcreffen einander. Sie reichen sich gegenseitig die Hand 
zum GruB. Wie viele Handedriicke ereignen sich? Man stelle ihre Zahl y graphisch 
dar. Hier tritt ein besonderer Fall ein, indem der Natur der Sache nach die unab- 
hangige Yeranderliche x nnr eine ganz positive Zahl sein darf. Aber auch fiir alie 
anderen Werfce von. x gibt die Formcl fur die Zahl y einen Wert, so daB man 
trotzdem eine Kurve findet, wenn auch fur das vorliegende Beispiel nur gewisse 
Stellen der Kurve in Betracht kommen. 

Elnige Beispiele lassen einen erwaknenswerten Umstand erkennen: 
Die u'nabhangige Ver&nderliche x wird dureh die Art der 
Aufgabe haufig insofern besckrankt, als sie nnr innerhalb 
gewisser Grenzen verknderlick ist. So ist sie im 2. Beispiel auf 
die Werte zwiscken O und 40 und im 9. auf ganzzahlige positive AVerte 
besckrankt. Dennoch ergeben sicb fiir all e Werte von x zugehorige AVerte 
von y. Die Bildkurven erstrecken sich ins Unendliche, aber in den Bei- 
spielen kommt es nur auf Stficke von ihnen an. 

§ 3. Grenzwerte, Unendlichkleines, Differentiate und 
Differentielquotienten. - 

tJberlegungen, wie wir sie namentlicb auf S. 51,52 machten, kehren 
an sehr vielen Stellen unsere's Buehes wieder; zur Vermeidung er- 
mudender Wiederbolungen ist es deshalb niitzlieb, nur noch einmal das, 
worauf es wesentliek ankommt, anseinanderznsetzen und diejenigen 
Redeweisen zu erldSren, die man dabei gebraueht. Dberall wo spater 
die nacbher zu erklarenden Schlagworte Grenzwert Oder Grenze, 
Unendlicbkleinwerden, Differentiale und Differentialquo- 
tienten gebraueht werden, muB man sich an das erinnern, was wir 
uns jetzt zu erSrtern ansehicken. Hiernach sind die Auseinander- 
setzungen. des gegenwartigen Paragrapben von grund- 
legender Bedeutung und von der grbBten Wichtigkeit fiir 
das ganze Buck 

Zur Vorbereitung einige Worte iiber GrdBen oder Zahlen uberhaupt. 
Eine Zabl kann positiv, gleich Null Oder negativ sein 1 . Ist sie negativ, 

1 Von imaginaren Zahlen soil hier uberhaupt noch gar nicht geredet werden. 
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so versteht man unter ihrem absoluten Betrag eben dieselbe Zahl, 
aber mit dem Pluszeichen 1 . So hat — 3 den absoluten Betrag 3. 
Weil man von vornherein yon einer GroBe oft nicht weiB, ob sie negativ 
ist, braucht man die Bezeichnung: absoluter Betrag auch bei positiven 
Zahlen und bei der Null, indem man darunter eben diese Zahlen selbst 
versteht. Danaeh hat 3 den absoluten Betrag 3 und die Null den 
absoluten Betrag 0. Der absolute Betrag einer Zahl ist also 
stets positiv Oder — und zwar nur der von Null — gleich Null. Man 
kennzeichnet ihn durch EinschluB der Zahl zwischen zwei senkrechten 
Striehen. Danaeh ist | a | der absolute Betrag von a , also z. B. | — 0,5 | 
- 0,5, aber auch | 0,5 | = 0,5. Den absoluten Betrag einer Zahl nennt 
man auch die absolut genommene Zahl 

Der absolute Betrag einer Summe wird gewiB nicht kleiner, wenn 
man jeden negativen Summanden durch seinen absoluten Betrag er- 
setzt. So hat die Summe — 5 + 2 den Wert — 3, also den absoluten 
Betrag 3, und dieser wird vergroBert, falls man — 5 in der Summe 
durch 5 ersetzt, denn dann kommt 7 heraus. Offenbar gilt also der 

Satz 8: Der absolute Betrag einer Summe ist kleiner 
als die Summe der absoluten Betrage der Summanden oder 
hochstens gerade so groB, in Formal: 

( a + b + c +... | |a| + |6| + |c| + ..* 

Wenn man bedenkt, wie sich das Vorzeichen eines. Produktes oder 
Quotienten aus den Vorzeichen der einzelnen Glieder ergibt, leuchtet 
ferner sofort ein der 

Satz 9: Der absolute Betrag eines Produktes oder Quo¬ 
tienten ist gleich dem Produkt oder Quotienten der abso¬ 
luten Betrage aller Glieder, in Pormel: 

I « I a J J±L!iI—. 

i «- P*Y- * * I «| • My I.. •* 

So ist | — 3.41 — | —12 | ~ 12 und auch | — 3 |, | 4 | « 3.4 ==* 12, 

Die Zahlen stehen in einer Rangordnung, indem jede Zahl grbfler 
oder kleiner als eine von ihr verschiedene Zahl ist. So ist 3 kleiner als 4, 
aber grbfier als — 4. Zwischen einer sehr kleinen positiven Zahl und einer 
sehr kleinen Zahl iiberhaupt besteht aber ein TJnterschied: Zwar ist z. B. 
0,000001 eine sehr kleine positive Zahl, aber die negativen Zahlen 

1 Sehr gebr&uchlich, aber dennoch falsch ist es, vom positiven und negativen 
Vorzeichen statt vom Plus- und Minuszeichen zu reden. Nicht das Vorzeichen ist positiv 
oder negativ, sondern die Zahl. Dieser sprachliche Felder steht in einer Reihe mit 
der beliebten Redeweise: billige Preise statt, wie es richtig heiBt, billige Waren. 
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-10,-20 usw. sind doch noch kleiner. Soli eine Zahl nahe bei Full 
liegen, so ist das nicht dasselbe, als wenn wir sagen: sie soil seh-r 
klein sein. Dies ware nur dann der Fall, wenn wir uns auf positive Zahlen 
besehrankten. Wohl aber liegt eine positive oder negative Zahl a nahe 
bei Full, sobald ihr absoluter Betrag | a | sehr Hein ist. Der Heinste 
Wert, den ein absoluter Betrag ttberhaupt haben kann, ist ja die 
Null. Femer liegt a urn so naher bei b, je kleiner der absolute Betrag 
(a — * f der Differenz ist, und dabei kann a groBer oder kleiner als b sein. 

Nach diesen Vorbemerkunngen sprechen wir daruber, daB eine 
Veranderliche u nacb einem bestimmten Wert strebt, und be- 
ginnen mit einigen einfaehen Beispielen: 

Lassen wir die Veranderliche u nacb einander die Werte 

W 1,9, 1,99, 1,999, 1,9999 USW. 

annehmen oder wie man auch sagt, diese endlose Reihe von 
vverten durchlanfen, so nahert sie sicb immer mehr der Zahl 2, ohne sie 
je zu erreichen. Die Annaherung kaxm man beliebig weit treiben Um 
ST-- e “ weicht« von 2 ab, falls « den seehsten Wert 

send™ SSl m d ” c , hJaufe , n hat ; u » d zwar gilt es von da an fur alle fol- 
g _ rte (1). Dabex nahert.sichu bestandig wachsend dem Wert 2. 

Wert^S ST V ®f nderliclie * Wan dig abn ehmen d dem 

V6rt 6^ falls sie die endlose W ertereihe 

^ ^)01 5 2,001, 2,0001 usw. 

durchRuft hn ubrigen gilt hier dasselbe wie vofher 
Wram u dnttens die endlose Zahlenfolge 

(3) 2 + ;, 2 a 2+i, 2-i, 2 + | usw. 

^nLk C< 5S£ s S ™ia n Und Di f erenzen durchla uft, nahert sich u 
(auerdings viel langsamer) immer mebr der Zahl 2, ohne 




Fig. 65. 


2, die Werte pende'ln also u!Tden ^ gr6Ber oder kIeiner aIs 

<»ten Zahlen der Folge (B) dureh rT f, her . um ' Fl "- 56 > w °rin die elf 
veranschauhchtwerdersohdtl^ 16 Stodtoa 01, 02, 03, 04 usw. 
den ersten der unzahlig vielen SchriH 6 ”T f r f utera ’ nattirlic h nur in 
^enmg so stark Mer ka ™ — d ie An- 


4 . 


Fig. 56. 
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fj 3. Grenzwerte, TJfieriAlichkleines, Differentiate new. 

Noeh anders verhalt es sich, wenn u die endlose Wertereihe 

(4) 2 + 1, 2 +», 2— §, 2 + a, 2%+f, 2-^ usw. 

durchlauft, worm nach je zwei Summen eine Differenz komint. Denn 
auch hier nahert sich u zwar immer mehr dem Wert 2, aber so, dafi ab- 
wechselnd je zwei Werte groBer als 2 sind und dann ein Wert Meiner als 
2 ist. Siehe Fig. 56. 

Man kann beliebig viele andere endlose Zablenfolgen ersinnen, von 
denen dasselbe gilt. Nur um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, 
fiihrten wir solche Folgen vor, die gerade nach der Zahl 2 streben. Selbst- 
verstandlich lassen sich beliebig viele endlose Folgen aufstellen, die nach 
einer andern bestimmten Zahl streben. Man betrachte z. B. diese Folge: 

(5) 0,36, 0,3636, 0,363636 usw. 

Beim Durchlaufen dieser Wertereihe strebt die Yeranderliche u nach dem 
Wert des periodischen Dezimalbrnches 

a = 0,363636..., 

den man leicht als gemeinen Bruch ermif teln kann. Denn Multiplikation 
mit 100 gibt 

100 a = 36,363636 .. . = 36 + a, 

so daB 99 a — 36, also a => ist. 

Irgendeine endlose Zahlenfolge wollen wir so bezeichnen: 

(6) u u u 2 , w 3 , usw. 

Die zur Unterscheidung angehangten Ziffern 1, 2 ? 3, 4 usw. geben an, 
die wievielte Zahl der Folge gemeint ist: u n soil die n- te Zahl seim Man 
nennt n den Index (Anzeiger). Soil die Folge (6) etwa die Folge (5) 
sein, so ist z. B. u 3 = Q;363 636. 

Wir haben nun genau festzustellen, was es heiBt, dafi die Ver~ 
anderliche u beim Durchlaufen einer endlosen Zahlen¬ 
folge (5) nach einem bestimmten Wert a strebt. Wir ver- 
langen, daB die Zahlen der Folge (6) von einem gewissen Index n an 
s&mtlich von a um weniger abweichen, als jemand nur immer vor- 
schreiben mag. Wahlen wir also nach "Gutdiinken eine beliebig 
wenig von Null abweichende positive Zahl ft, so soil es 
stets einen Index n derart geben, daB alle Werte der Zahlenfolge 
von u n an, daB also u n , u n + 17 u n+2 usw. s&mtlich um weniger 
als ft von a abweichen, d. h. daB die Differenzen u n .— a, u n + x — a, 
^n+2 — a usw. samtlich abgesehen vom Yorzeichen kleiner als ft aus- 
fallen, anders ausgedriickt, daB alle absoluten Betrage 

l«» —«l, — «I, |w„+2 — a\ USW. 
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Heiner als h werden. Dies soli wohlbemerkt gelten, wie klein wir auch 
die positive Zahl h angenommen habea. Wesentlich ist, daB zuerst 
diese beliebig kleine positive Zahl h gewahlt wird und dafi 
es dann eine Stellenzahl n derart geben soil, daB die absoluten Betrage 
von u n — a, u n+l — a, u n+2 — a usw. samtlich kleiner als h werden. 
Es soli also in nnserer Macht liegen, immer von einer Stellenzahl an 
die Abweichungen von a so klein zu machen, wie wir wollen. 

Statt dann zn sagen, die Veranderliche u strebe beim Durchlanfen 
der Zahlenfolge (6) nach a , sagt man auch, u habe den Grenzwert 
a, in Formel: 

lim u~ a 

gelesen „limes u gleich indem man das lateinische Wort limes fiir 
Grenze braucht. 

Kaum brauchte gesagt zu werden, daB es selbstverst&ndlich endlose 
Zahlenfolgen gibt, bei deren Durchlaufen die Veranderliche u nicht nach 
einem bestimmten Grenzwert a strebt. 

lm folgenden handelt es sich nun um Betrachtungen, bei detien 
zwar eine Veranderliche nach einem Grenzwerte streben soil. Aber diese 
Betrachtungen sollen so beschaffen sein, daB sie gelten, auf welche Art 
auch immer das Streben nach dem Grenzwerte stattfindet, 
Deshalb lassen wir uns nicht auf eine bestimmte endlose Zahlenfolge 
unter den unzahlig vielen vorhandenen ein, sondern denken uns eine ganz 
beliebige. Das einzig als wesentlich tJbrigbleibende ist also dies: Strebt 
die Veranderliche u nach einem Grenzwert a, so soil dies heiBen: Nach 
genttgend vielen Schritten soil u von a um weniger als eine 
beliebig klein angenommene positive Zahl A abweichen, d. h. 

| u — a | <h 

sein. Dies also ist die Bedeutung der Formel lim u = a. Fiir den Gebrauch 
bedient man sich auch einer anderen Redeweise. Man sagt: die Dif fe- 
renz u — a soli unendlichklein werden. Das Unendlichkleine 
ist hiernach in der Mathematik nur eine zur Vereinfachung eines sonst 
umstandlichen Ausdruckes eingefuhrte Abkiirzung und bedeutet keine 
philosophxsche Spitzfindigkeit. 

Wir wollen jetzt annehmen, daB zwei veranderliche GroBen u und 
v nach bestimmten Grenzen a und b streben: 

lim u = a, lim v =,&. 

DaB dann ihre Summe nach der Summe a -j- b streben wird und 
ihre Differenz u —v nach der Differenz a — 6, diirfte dem Leser 
augenscheinlich sein. Denn es leuchtet ein, daB man u und v so nahe 
bei a und b annehmen kann, daB u + v oder u — v so wenig, wie man 
nur immer will, von a + b oder a — b abweicht. 
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Entsprechendes 'gilt fur das Produkt uv und fur den Quotienten 
v,: v. Sie streben, falls u nach a und v nach l strebt, augenscheinlich 
naeh ab und a : b. Dies wollen wir aber noch geometriseh veran- 
schaulichen: 

hn Fall eines Produktes verfahren wir so: Die ver&nderlichen 
GrbBen u and v veransehaulichen wir uns durch die Breite und Hohe 
eines Reehtecks, siehe Fig. 57, das dann den 
Flacheninhalt u v hat. Wenn nun u naeh a und 
v nach b strebt, also sowohl u—a als auch v — b 
absolut genommen kleiner wird als eine beliebig 
klein angenommene positive Zahl h, erhellt, daS 
der Unterschied der Flacheninhalte uv und ab 
der beiden Rechtecke in Fig. 57 so klein ge- 
macht werden kann, wie man nur will, wenn 
man eben nur h hinreichend Mein wahlt. Dies 
aber bedeutet: ’Wenn lim u — a und lim v = b 
ist, wird auch lim (uv) = a b. 

Wollen wir uns auch den Fall des Quo¬ 
tienten u: v geometriseh veransehaulichen, so werden wir uns u als 
den Flkcheninhalt eines veranderlichen Quadrates ABGD und v als eine 
Strecke von veranderlicher Lange EA vorstellen, die wir auf der Geraden 
AD iiber A hinaus antragen, siehe Fig. 58. Wenn wir dann E mit B 
verbinden und auf EB in B das Lot 
errichten, wird dies Lot dieGerade AD 
in einem Punkte F treffen. Nun ist 
im rechtwinkligen Dreieck EBF das 
Quadrat der H5he AB, also der 
Flacheninhalt u, gleich dem Rechteck 
aus den Abschnitten EA und AF der V-v—► 

Hypotehuse, also aus v und AF, mithin Fig. 68. 

u — v. AF oder AF — u:v. Somit 

wird der Quotient u : v durch die Strecke AF dargestellt. Jetzt soil 
u nach a und v nach b streben. Wir geben uns a als den Inhalt eines 
Quadrates, des in Fig. 58 gestrichelten mit der Seite AB', wahrend 
wir uns b durch die Strecke E'A versinnlichen. Das in B 1 auf E'B' 
errichtete Lot trifft die Gerade AD in einem Punkt F' so, da8 
AF' — a : b ist. Nun erhellt: Wenn man B hinreichend nahe bei 
B' und E hinreichend nahe bei E' annimmt, ruckt F so nahe an F', wie 
man nur burner will. Dies besagt: Wenn u nach a und n nach b strebt, 
wird auch u : v nach a : b streben. Anders ausgedriickt: Aus lim u = a 
und lim v = b folgt lim(w :v) = a :b. 

Beide SchluBfolgerungen, sowohl die fiir das Produkt uv als auch die 
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fta den Quotienten w : v, kann man auch rein rechnerisch durchftihren, 
jedoch ist das lange nicht so anschaulich wie die geometrische Behand- 
lnng, nnd deshalb wollen wir gar nicht darauf eingehen. Dagegen ist zu 
bemerken, daB unsere Schlufifolgerung fiir den Quotienten u : v in einem 
Fall versagt. Denn es handelt sich hier darum, daB FF' beliebig klein 
gemacht werden kann, wenn B hinreichend nahe an B' sowie E hin- 
reiehend nahe an W heranrttckt, und dies trifft nicht zu, -wenn das in B' 
auf E'B’ errichtete Lot die Gerade AD gar nicht in einem Punkte F' 
schneidet, sondem zu ihr parallel ist, d. h. -wenn E’B' zu AD senkrecht 
ist, mithin wennF' in A liegt, also A'Aoder 6 = 0 ist. Der SchluB, daB 
lim(w :v)~ a : 6 ist, falls lim w = a und limr = b ist, gilt also 
nicht, wenn 6 = 0 ist. Die Annahme 6 = 0 ist jedoch iiberhaupt 
auszuschlieBen, weil die Division a:b nicht erlaubt ist, wenn 
6 = 0 ist. Dies wird ja sehon auf der Schule gelehrt und beruht einfach 
darauf, daB die Division ds die Uinkehrung dpr Multiplikation erklart 
wird. Denn unter a : 6 wird diejenige Zahl c verstanden, die mit 6 multi- 
pliziert agibt. Wenn aber 6=0 ist, gibt jede Zahl c multipliziert mit 6 
Null. Ist also dann a nicht gleich Null, so ist die Division unmoglich. 
Auf der unerlaubten Division mit Null beruht ja auch der bekannte 
Tri^schluB: Da 3.0 = 4.0 ist, ergibt sich durch die nicht gestattete 
Division mit Null 3 = 4. 

Nur ganz nebenbei sei erwahnt: Ist nicht nur a = 0, sondern 
auch 6 = 0 so ist die Division a: b nicht deshalb unerlaubt, weil sie 
etwa unmoglich ware, sondem deshalb, weil sich jede beliebige 

r i VF be ? kann > deim c - h ist stets gleich a, wenn a und 6 
gleich Null sind. 


Wahrscheinlich hat der Leser gar nicht gemerkt, daB wir bei den 
gwmsen in der Ankniipfung an Fig. 57 und 58 auBer acht gelassen 

SA / 0nndl i llm ^ und lim (t*: n) = a : 6 alch hin- 
a^ich der Vorzeichen stimmen. In den Figuren haben wir ja nur 
Streeken und Flachen an. sich, also absolut genoxnmen, ins Auge gefaBt. 

wXuntch? f- 6 n aus2llMleil: Nehmen wir zunhchst an, daB 

Si™ h L g eiCh , NuU u Se \ S ° ist doch klar > daS “ b « hinreichender 

SS22L? 1 I Vor2eichen ™ « bekommt, ebenso « 

STlSJT AD “ aker r g I an * dasselbe wie Also stimmen die Ver- 

1 0der i==0 ist > kommt es auf das Vorzeichen von 

-aSt n M an ; daM a i = ° ist > ebenso wenn a = 0 ist, 
aur aas von u: v, da dann a : 6 = 0 ist. 

undfauch^it V T b aagenommen w rde, konnen wir a 

Ergebnisse in Foraeln so aus* beZeiChnen - Darum drttcken sich unsere 
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r lim (w + v) = lim u + lira v , 

/hn J lim (u — v) = lim w — lim v, 

^ . j lim (*./, . v) — lim u . lim v , 

* lim (u : v) — lim w : lim v fur lim s; 4= 0 . 

Zum letzten Fall sei noch bemerkt: Wenn u nach einer von Null 
verschiedenen Zahl a u dagegen v nach dem bisher ausgeschlossenen 
Wert Null strebt, wird der absolute Betrag von u : v immer groBer, je 
weiter die Annaherung von u an a und von v an Null fortschreitet, d. h. 

| u : v | strebt fiber jede noch so groBe positive Zahl hinaus. Man sagt 
dann, daB | u : v | nach + c 0 , dem Positiv-UnendlichgroBen strebt. 
Doch dies nur nebenbei. 

Wenn Summen, Differenzen, Produkte oder Quotienten von mehr als 
zwei Gliedern vorkommen, gelten ganz entsprechende Grenzwertformeln. 
Dies kann man auf Grund von (7) leicht beweisen. Wir begnfigen uns 
mit dem Beispiel eines Produktes u v w von drei Faktoren. Wegen 
uvw = (uv ). w gibt die dritte Formel (7), indem man sie auf das 
Produkt von zwei Faktoren uv und w anwendet: 

lim (uvw) = lim [(w v ). w] — lim (u v ). lim w . 

Nun aber gibt dieselbe Formel auch: 

lim (u v ) = lim u . lim v . 

Wird dies in die vorhergehende Gleichung eingeflihrt, so kommt: 
lim (uvw)=z Um u . lim v . lim w . 

Ebenso einfach sind die ubrigen;Beweise. Somit ergibt sich iiberhaupt der 

Satz 10: Der Grenzwert eines aus mehreren Verander- 
lichen durch Addition, Subtraktion, Multiplikation oder 
Division gebildeten Ausdruckes ist gkieh demselben Aus- 
druck, gebildet fur die Grenzwerte der einzelnen Glieder. 
Abzusehen ist dabei von solchen Fallen, wo ein Nenner, 
nach Null strebt 

Insbesondere ist, falls fceine Konstante bedeutet und eine Ver- 
anderliche u nach einem Grenzwerte strebt: 

lim (w + k) = lim u+ k, 

lim (u — fc) = lim u - k , 

lim (k u) — k lim u , 

lim (7c: u) = k : lim u fur lim u +• 0 . 

Wir betraehten jetzt wieder die allgemeine quadratische 
Funktion: 


Scheffers. Lehrbuch der Mathematik. 
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(8) y — ax 2 -f bx + c 

wie auf S. 51. Hier sollen a , b, c gegebene Konstanten bedeuten. 

Der Ver&nderliehen x denken wir uns irgendeinen Wert er- 
teilt; zu ihm gehort nach der Yorschrift (8) ein gewisser Wert y. Nun 
m6ge jener Wert x urn A x wachsen, d. h. x -f- A x sei ein zweiter Wert 
der unabhangigen Veranderlichen. Zu ihm gehort ein neuer Wert 
der abhhngigen Veranderlichen, namlich der Wert y -f- A y , wenn A y 
den erfolgten Zuwachs darstellt. Gerade so wie (8) haben wir anzusetzen: 

y + A y — a (x + A x'f -f- b (x + A x) 4- c. 

Hieraus und aus (8) folgt durch Subtraktion wie schon auf S. 51: 


(9) 


Ay — (2ax b a Axj Ax. 



Die Fig. 59 diene zur Veranschaulichung. 
Darin soli P den Bildpunkt mit den Koor- 
dinaten x und y und Q den Bildpunkt mit den 
Koordinaten x + A x und y + A y vorstellen. 

Wir lassen jetzt Ax unendlich klein 
werden, d. h. A x soil nach dem Grenzwerte 
Null streben, in Formel: lim Ax — 0. Nach 
welchem Grenzwerte strebt dann Ay? Aus 
(9) ergibt sich nach Satz 10: 


lim Ay = (2 ax +&-j-a lim A x) lim A x. 

Wegen lim A x = 0 ist der Inhalt der Klammer gleich 2 ax -}■• b und 
der zweite Faktor rechts gleich Null, also: 


lim Ay — 0. 

Jede quadratische Funktion y von x ist mithin so be- 
schaffen, dab, falls der Zuwachs Ax der unabhhngigen Ver- 
anderlichen x nach Null strebt, dasselbe von dem zuge- 
hhrigen Zuwachs Ay der Funktion gilt. Deshalb folgen die Bild- 
punkte der quadratischen Funktion so aufeinander, da6 sie iiberall eine 
vollkommen dichte Kette bilden. Aus diesem Grunde nennt man die 
quadratischen Funktionen stetige Funktionen. 

Aus (9) folgt weiter durch Division mit Ax: 

(19) 2 ^= 2aa;-f b + a A x. 

Geometrisch stellt der Quotient die Steigung der Geraden vom Bild- 
punkte P nach dem Bildpunkte Q in Fig. 59 dar. Wir fragen nach dem 
Grenzwerte dieses Quotienten fur lim Ax — 0. Nach Satz 10 ergibt 
sich aus (10): 
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lim4-^ = + 6 + a ]imA x, 

/it 

also, da lim A x — 0 ist: 

(11) 2aa: + l. 

Wenn A x und also auCh, wie wir sahen, A y unendlich klein wird, sagt 
man, daB der Bildpunkt Q unendlich nahe an den Bildpunkt 
P rucke oder nach P strebe. Dabei bleibt <3 bestandig ein Bild- 
punkt, d. h. Q bewegt sich langs der Bildkurve der quadrati- 
schen Funktion auf P zu. Die Formel (11) besagt daher: Wenn 
Ax unendlich klein wird, strebt die Sekante 1 PQ durch den festen 
Bildpunkt P mit der Abszisse x und durch einen veranderlichen Bild¬ 
punkt <3 nach einer Grenzlage, deren Steigung den Wert 2 ax+b 
hat. Diese Grenzlage ist als die Gerade von P nach einem unendlich 
benachbarten Punkte der Bildkurve der quadratischen Funktion zu 
bezeichnen und heiBt die Tangente der Bildkurve in P. 

Ax und Ay sind Differcnzen, namlich die der Abszissen von Q, 
und P und der Ordinaten von Q und P. Will man ausdriicken, daB 
Ax nach Null strebt, wobei, wie wir sahen, dasselbe von Ay gilt, so 
pflegt man A x und A y mit dx und dy zu bezeichnen und nicht mehi 
Differenzen, sondem Differentiale zu nennen. Das Differential 
einer Veranderlichen bedeutet also einen nach Null stre- 
qenden Zuwachs der Veranderlichen. Da nun schon in diesen 
neuen Bezeichnungen dx und dy liegt, daB Ax und Ay nach dem 
Grenzwerte Null streben, kann man statt (11) schreiben: 

(12) j| = 2 ax+b. 

Unter deni Quotienten dy ; dx wird also der Grenzwert ver- 
standea, nach dem der Quotient Ay : Ax zusammengehoriger 
Zunahmen von y und x strebt, falls Ax unendlich klein wird. 
Er ist als der Quotient der Differentiale oder kiirzer als der Differential- 
quotient der quadratischen Funktion (8) zu bezeichnen. Geo- 
metrisch bedeutet er die Steigung der Tangente ihrer Bildkurve in 
demjenigen Punkte P, der zu der gewahlten Abszisse x gehort. 

Wir haben hier zwar nur Betrachtungen aus dem vorigen Para- 
graphen wiederholt. Aber wir haben dabei eine Anzahl von Fach- 
ausdriicken eingefiihrt, die uns kiinftig erlauben werden, statt langer 
Auseinandersetzungen kurze Schlusse zu machen, wobei man sich dann 
limner an die in dem gegenwartigen Paragraphen gegebenen Erkl&rungen 

1 Die Sekante PQ ist die Gerade, die P mit Q verbindet, in ikrer ganzen Aus- 
dehnung fiber P und Q hinaus. Die Streeke PQ dagegen heiBt eine Sehne. 
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erinnern und den wichtigen Satz 10 im Auge behalten muB. Wir 
haben nun noch einiges zu sagen, was sich nicht bloB auf quadratische, 
sondem auch auf andere Funktionen bezieht. Da aber dieser Para¬ 
graph sehon lang genug geworden ist, tun wir es im n&chsten. 

§4. Differentialquotienten von Summen, Produkten und Briichen. 

Irgendeine Funktion 

(1) y=f(*) 

li^ge vor. Dann kann man versuchen, auch hier diejcnigen Betrach- 
tungen durchzufiihren, die wir bei einer quadratischen Funktion 
anstellten. GewiB diirfen wir uns kiirzer fassen; wer doch noch 
Schwierigkeiten hat, blicke auf die entsprechenden Auseinander- 
setzungen Uber die quadratischen Funktionen im vorbergehendcn 
Paragraphen zuriick. 

Ein Wert x werde irgendwie bestimmt gewahlt; zu ihm gehort 
ein Wert y der Funktion (1). Statt x benutzen wir nun einen be- 
liebigen anderen Wert x + A x, indem wir den Zuwachs oder die 
Differenz A x beliebig lassen. Zu x + A x gehort der Funktionswert 
f (xAx), den wir yAy nennen konnen: 

y+Ay = f(x+Ax). 

Wird hiervon der Wert (1) abgezogen, so kommt: 

(2) Ay = f(x-{- Ax) — f(x). 

Nun erhebt sich die Frage, wohin Ay strebt, falls Ax naeh Null 
strebt oder also, wie man ja dafiir auch sagt, falls Ax uncndlich 
klein wird. Diese Frage konnten wir bei einer quadratischen Funktion 
beantworten. Allgeniein ist das nicht moglich, weil wir keine be¬ 
stimmt gegebene Funktion betrachten. Vielmehr konnen wir nur 
sagen, was ktinftig unsere erste Aufgabe bei jeder neu vorkommen- 
den Funktion f(x) sein wird: Wir haben zu untersuchen, ob Ay nach 
Null strebt, wenn Ja: es tut. Ist dies der Fall — und das wird 
meistens eintreten —, so sagt man, da£ sich die betrachtete Funktion 
/(as) stetig verhalto. Geometrisch bedeutet es, daB die Bildpunkte 
eine vollkommen dichte Kettc ausmachen, oder auch: Wenn Ax 
nach Null strebt, strebt der Bildpunkt mit den Koordinaten x A- Ax, 
y+ Ay nach dem Bildpunkte (x ; y), 

Der aus (2) durch Division mit Ax hervorgehende Quotient 

Ay _ l(x + A x) — /(.r)' 

Ax Ax 


( 3 ) 
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von zusammengehorigen Zunahmen von y und x bedeutet geometrisch 
die Steigung der von dem Bildpunkte (x\y) nach dem Bildpunkte 
(x + Ax; y + Ay) gehenden Geraden. Unsere zweite Aufgabe ist cs 
nuii, bei jeder neu vorkommenden Funktion /( x) festzustellen, ob auch 
dieser Quotient fur lim Ax — 0 einen Grenzwert hat. Ist es der Fall, 
so heifit der Grenzwert der Differential quotient der Funktion f(x), 
in dem man A x und A y beim Grenzubergange lim Ax =0 und lim Ay =0 
als Differentiale dx und dy zu bezeichnen pflegt, so dafi allgemein 
dy : dx einen Differentialquotienten bedeutet. 

Der Differentialquotient einer stetigen Funktion y — fix’) 
ist hiernach der Grenzwert des Quotienten aus zusammen¬ 
gehorigen Zunahmen Ay und Ax von y und x fiir den 
Fall, wo Ax nach Null strebt. Geometrisch stellt er die 
Steigung der Tangente der Bildkurve der Funktion in dem- 
jenigen Bildpunkte dar, der zu dem angenommenen Werte x 
gehort. Die Tangente darf man als die Gerade durch den 
Bildpunkt ( x\y ) und durch einen unendlich benachbarten 
Bildpunkt der Funktion bezeichnen. Sie ist die Grenzlage 
der Sekante vom Bildpunkte (x;y) nach einem anderen Bild¬ 
punkte fiir den Fall, wo dieser zweite Bildpunkt lhngs der 
Kurve nach dem ersten strebt. Vgl. Fig. 59 auf S. 66. 

Wir haben im vorhergehenden die beiden Aufgaben angegeben, die 
unserer bei jeder neu vorkommenden Funktion harren. Das sind die 
ersten Aufgaben der sogenannten Differentialrechnung. Die Bei- 
spiele in § 2 werden es schon klar gemacht haben, wie wichtig der Begriff 
des Differentialquotienten ist. Man kannsagen, dafi der Differential- 
quotient uberhaupt der wichtigste Begriff in der hoheren 
Mathematik ist. Den Differentialquotienten einer Funktion ermitteln 
heifit: die Funktion differentiieren. Man wird sehen, dafi sich im 
Lauf unserer Betrachtungen ein sehr einfaches, geradezu handwerks- 
mafiiges Yerfahren der Differentiation ergeben wird. Man lemt es bald 
mechanisch so gut, dafi man oft dariiber ganz vergifit, was der eigent- 
liche Begriff des Differentialquotienten ist. Wem das geschieht, der gleicht 
jcmandem, der eine schone Eeise nach einem bestimmten Ziel antritt, 
aber iiber den Annehmlichkeiten der Reise vergifit, wohin er eigentlich 
wollte. 

Dafi man fiir das Differentiieren gewisse wie gesagt geradezu hand- 
vcerksm&fiige Regeln aufstellen kann, verdankt man in nicht geringem 
Mafie dem Umstande, dafi Leibniz (1646—1716), der gleichzeitig mit 
Newton (1643—1727) in den letzten Jahrzehnten des 17. Jahrhunderts 
die Differentialrechnung erfand, sofort mit kundigem Blick. die Be- 
zeiehnungcn pragfe, deren Anwendung das Yerfahren so bequem 
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macht. Selbst die Englander brauchen statt der von Newton 
benutzten Zeichen heutzntage meistens die unseres Landsmanns 
Leibniz. In der Philosophie spielt Leibniz bekanntlich auch eine 
Rolle, aber das Beste hat er mit der Differentialreehnung fur den 
Aufschwung der Mathematik, der Naturwissenschaften und der 
Technik geleistet. 

Damit der Leser fur den Differentialquotienten eine Hochachtung 
empfinde, wie sie ihm vielleicht die vorhergehende rein mathematisehe 
Erklarung nieht einzufloBen vermocht hat, sei nur einer der vielen Falle 
kurz erwahnt, in denen der Differentialquotient von groBter Bedeutung 
ist: Angenommen, x sei das MaB der Zeit in Sekunden, y dagegen in 
Metem der Weg, den ein beweglieher Punkt, ein Mobil, nach irgend 
einem Gesetz in der Zeit x zuriicklegt. Der Weg y ist dann eine Funktion 
der Zeit x. Zur Zeit x hat das Mobil y Meter durchlaufen. Nimmt die 
Zeit um A x Sekunden zu, so legt das Mobil, weiterhin A y Meter zuriick. 
Der Quotient Ay : Ax ist die Gesehwindigkeit des Mobils in diesem 
Zeitraume Ax; aber ini allgemeinen wird sie fur verschieden groBe Zeit¬ 
raume A x verschieden groB ausfallen. Man tut daher besser, den Quotien- 
ten die durehschnittliche Gesehwindigkeit in dem Zeitraume 
von x bis * + Ax Sekunden zunennen. Ferner geht ft'ir lim Ax = 0 
aus dem Quotienten Ay: Ax der Differentialquotient dy: dx hervor, der 
also diejenige Gesehwindigkeit ist, die zu einem unendlich kleinen Zeit- 
raum dx gehort, die sogenannte momentane Gesehwindigkeit, 
namlich die im Augenbliok x. Sie ist nicht nur fiir den Mathe- 
matiker, sondem fur jedermann ein auBerst wichtiger Begriff, Dies 
ist aber nur eine der vielen Erscheinungsformen, in denen der 
Differentialquotient in den Naturwissenschaften vorkommt. — 

Wir treffen jetzt die Yorbereitungen fiir die Art der Berechnung von 
Differentialquotienten. 

Oft wird es sich zeigen, dafi eine Funktion f(x), die differentiiert 
werden soil, die Summe oderDifferenz von zweieinfacheren'Funktionen ist, 
wie z. B. a 2 + 5 x — 3 die Summe von x 2 und bx — 3. Ebenso kommt 
es vor, daff eine Funktion als Produkt zweier Funktionen gegeben 
ist, wie z. B. (a: — 5) (a: 2 + 3) als Produkt von x — 5 und a; 2 + 3. 
Ji'unktionen konnen auch als Briiche aus zwei Funktionen gegeben 
sein. Deshalb erhebt sich die Frage, ob man den Differentialquo¬ 
tienten der Summe, der Differenz, des Produkts oder des 
Bruches berechnen kann, sobald man die Diferentialquo- 
tienten der einzelnen Bestandteile kennt. Wiiio diese Frage 
zu bejahen, so hatten wir ein Mattel, die Aufgabe, verwickelte Funk- 
tionen zu differentiieren, auf die Differentiation einfacherer Funktionen 
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zuriickzufuhren. Dies ist glucklicherweise der Fall. Die aufzustellenden 
Regeln sind noch dazu ziemlich einfach. 

Zwei Funktionen von x, also zwei von x abhangige Yeranderliche, 
mogen u und v heiBen, und wir wollen annehmen, daB wir ihre Differen- 
tialquotienten 

d u ■» d v 
- 5 — und j — 
d x dx 

schon kennen., ‘Die erste Frage ist dann, wie man den Differentialquotien- 
ten ihrer Summe 

y = u + V 

berechnen kann. Diese Summe y ist, da u und v von x abhangen, eben- 
falls eine Funktion von z. 

Urn ein Beispiel ins Auge zu fassen: u sei die Lange eines Metall- 
stabes, v die eines zweiten aus anderem Metall, beide niit dem Meter ge- 
messen und zwar bei einer Temperatur von x Grad. Dann sind u und v 
Funktionen der Temperatur x, da sich die Stabe bei wachsender Tempera¬ 
tur ausdehnen. Sind beide Stabe aneinandergelotet, so daB ein Stab 
von der Lange y = u + v Metern vorliegt, so wird sich auch seine Lange 
mit der Temperatur x andern. Nun leuchtet ein, daB hier ein sehx ein- 
faches Gesetz bestekt. Trotzdem wollen wir es mathematisch ableiten: 
Die Temperatur x nehme urn Ax zu, infolgedessen die Lange uum A u 
und die Lange v um A v. Dann nimmt die Gesamtlange y ebenfalls zu, 
um A y. Ebenso wie 

y = u + v 

ist, xnuB auch 

y A y = (u + A u) + (v + A v) 

sein. Ziehen wir die erste Gleichung von der zweiten ab, so kommt 
(4) Ay =* Au + Av 

Oder, da y = u + v ist: 

A (u + v) = A u + A v, 

InWorten: Die Anderung einer Summe ist gleich der Summe 
der Anderungen der Summanden. Siehe Fig. 60. 


tr 


am 


Fig. 60. 

Sind u und v stetige Funktionen von x, so werden Au und Av 
unendlich klein, sobald A x unendlich klein wird. Dann schreiben wir 
dx, du, dv statt Ax, Au, Av. Nach Satz 10, S. 65, folgt aus (4): 

lim A y = lim A u lim A v, 
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d. h., da lim A u — 0 und lim A v — 0 ist: 

lim A y = 0 . 

Statt Ay diirfen wir somit dy schreiben, und es gilt der 

Satz 11: Die Summe zweier stetiger Funktionen ist eben- 
falls eine stetige Funktion. 

Aus (4) folgt aufierdem 

Ay _A u A_v 
/lx /lx' /lx 

oder, wenn Ax zum Differential dx wird, wieder nach Satz 10, S. 65: 

dy _ d> xi d v 

dx dx'dx' 

in Worten: 

Satz 12: Der Differentialquotient einer Summe ist gleich 
der Summe der Differentialquotienten der Summanden. 

Man kann, da y~ u + v ist, die Gleichung (5) auch so schreiben: 

( 6 ) . d(u+ v) _ du . , dv 

dx dx'dx 

und in Worten so ausdrucken: Eine Summe wird differentiiert, 
indem man jeden Summanden fttr sick differentiiert. Dies 
ist nicht vollig erschopfend, eigentlich miiBte noch hinzugeftigt werden: 
und dann die Summe bildet, aber dies versteht sich von selbst. 
Man sagt auch: Eine Summe wird gliedweise differentiiert. 

Der Satz gilt auch fur Summen von mehr als zwei Gliedern 
sowie fur Differenzen. Denn wenn z. B. y = u — v ist, wird 

Ay — Au — Av 

oder auch: 
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Fig. 61. 


v 7 ) A(u — v) = Au — Av, 

siehe Fig. 61, woraus dann ganz entsprechend wie vorher folgt: 

dy ___ du dv 


dx dx dx * 

Also auchDifferenzen werden gliedweise differentiiert. Daher allgemein: 
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Satz 13: Eine algebraische Summe von mebreren Funk- 
tionen wird gliedweise differentiiert. 

• Die Gleicbung (4) und (7) gelten insbesondere, wenn sieb u und v 
nar unendlich wenig andern. Also: 

f d(u+v)= clu+dv, 

^ \ d(u — v)= du — dv. 

Trotz der Selbstverstandlicbkeit dieser Ergehnisse wollen wir sie so aus- 
sprechen: 

Satz 14- Das Differential einer Summe oder Differenz ist 
gleich der Summe oder Differenz der Einzeldifferentiale. 

Wir wollen jetzt eine Funktion y von a: betrachten, die das Mache 
einer Funktion u von x ist: 

y = IcU. 

Dabei soil Tc eineKonstante sein. Wachst xum Ax, so waehse u umd u. 
Dabei gehe xj in y + Ay iiber. Dann kommt:. 

y -\- Ay =■ h(u + Au), 

also, wenn hiervon y = hu abgezogen wird* 

^ A y = fc A Vi. 

N-ch Satz 10, S. 65, ist daher: 

lim Ay = k lim Au. 

Im Falle lim A u = 0 ist mithin auch lim A y = 0, d. h.: 

Satz 15: Ein konstantes Vielfacbes einer stetigen Funk- 
tiop ist ebenfalls eine stetige Funktion. 

Ferner ergibt sich aus (9) durch Division mit Ax: 


Ay _ t. Au 
Ji" Ax 


und hieraus fur lim Ax — 0: 


d y 
dx 


■lr — 
' K dx 


d. h.: 

Sntzie- Der Differentialquotient eines konstanten -Yiel- 
f a„ “elL Funktiod is, dercs.lben k.nstaa.en V.el- 

fachen des Differentialquotienten der Funktion. 

Wir haben z B in § 2, S. 47, geseben, daB der Differentialquotient 

dor mST/A i' Aso is, der 

gleich k. 2m oder 2 lex, wenn Jc eine Konstante bedeutet. 
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Wir erwahnten in § 2, S. 52, daB das dort gefundene Ergebnis, wonach 
die Funktion 

y === xx^ ~j~ bx ”j— c 

den Differentialquotienten 

df == 2aa: + b 

hat, nicht auswendig gelernt zu werden braucht, vielmehr aus dem Kopf 
abgeleitet werden kann. Dies wollen wir jetzt zeigen: 

Zunachst hat die Funktion y = x 2 , wie gesagt, den Differential- 
quotienten 

dy 


dx 


= 2x. 


Betraehten wir zweitens die Funktion y = x. Wie groB ist ihr 
Duferentialquotient ? Nach Vorschrift soli hier die abhangige Ver- 
anderliche gerade so grofi wie die unabhangige Veranderliehe a; sein; 
also ist auch ihr Zuwachs Ay gerade so groB wie der Zuwachs Ax, 
. ■ Ay . Ax — 1, was insbesondere auch gilt, wenn der Zuwachs 

von x unendlich klein wird; daher: 

dy_ _ i 

dx — x - 

Die Frage nach dem Differentialquotienten der Funktion y = x ist also 
ganz einfach zu beantworten. Dennoch halten wir es fur niitzlich, darauf 
hmzuweisen, dafi man die Antwort auf diese Frage sofort im Kopfe haben 
muB, wenn man das Friihere verstanden hat. Denn y = a: ist ia eine 
lineare Funktion von a: und ihre Bildkurve die Gerade, auf der die Ab- 
szisse stets gleich der Ordinate ist, d. h. die Gerade durch den Anfangs- 
punkt nut der Steigung 1. 

. betra ^ n dritt ens die Funktion y = c, wo c eine Konstante 
sei. Wie groB ist ihr Differentialquotient? Man mochte vielleicht 
hier emwenden y sei. gar keine Funktion von x, da rechts x nicht 
auftntt; aber das stimmt nicht. Unter einer Funktion y von x 

SlTTf? 8 ? verstanden, die fur jeden Wert von x einen 
gewissen Wert hat. Das ist jetzt auch der Fall: Fur jeden Wert 

V aT C ’ der fremch immer derselbe bleibt. 
Alle Bildpunkte, d. h. alle Punkte, deren Abszissen x beliebig und 

deren Ordinaten gleich c sind, liegen augen- 
schemlich auf einer Parallelen zur x-Achse (siehe 
Rg. 62). Diese Gerade hat die Steigung Null, 
~ , T S< ? e Funktion y = c den Differentialquotienten 
JNull. Aber dies muB dem Leser olme 

weiteres selbstverstandlich sein. Denn 

wenn y gleich einer Konstanten ist, heiBt das 


IF 


Fig. 62 . 
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ia, da6 sich y tiberhaupt nicht andert, dafi also rfjnixeht nach Null 
strebt, sondern gleioh Null ist, also auch dy : . (( tial . 

Man findet zuweilen in Lehrbuchem den Satz. Der Dif 
quotient einer Konstante ist gleioh NuH. Wn rnemen d 
dies ganz selbstverstandlich sei, namlich nur erne Umschreibung de^ 
platten Wahrheit: Die Anderung einer unveranderliche 

*’* M SraTenbaben wit Wwortet, die naeb den Diflerentiel- 
vZ A von * nnd ven «. Die DHer OTt W 4 uot,enten und 

2x, 1 und 0. Nun kommt die Frage: Funktion 

Wie grofi ist der Differentialquotient der Funktion 

y = ax 2 + ix + c? 

Yor allem ist diese Funktion y eine Summe. Nach Satz 13 ist also 
<hj ■ dx gleioh dem Differentialquotienten von ax 2 plus dem 
1, ta “ Der von . i=t aber gleich ML Wir — 

P , _ n ~fi urx A d eiI yon 6 x berechnen und beide addieren. 

Nath sltz 16 ist aber der Differentialquotieiit von at* |l eic ^“ 

o-fachen des Differentialquotienten von x , also gleioh a. ■ 

ist nach Satz 16 der Differentialquotient yon 

des Differentialquotienten von x, der gleioh 1 is . 

den Differentialquotienten l. Also kommt: 


oder: 


d J- = a. 2x + l.l + 0, 
d x 

ax 


durch unsere beiden Satze 13 und 16 anf die zuruckgefuhxt, x , a « 
rSttem-idieren. Enten. mandieh t*d <ta S.mrne '+£ + 

Satzl3 gliedweise differentiiert, d.h. » ..i * 

iLd a und t kon.tante Eaktoren, die n«h Sate 16 ala 

— eta Produkt *-£■- 

ibfferentiierL Fiir die Summe hatten wir den emfaohen Satz, daB die 
Anderung einer Summe gleioh der Summe der Anderungen der Summan- 

indem wir den ersten etwa nm 2 , den zweiten etwa urn 
I 1S ^XS e 36 -12 Oder 23 Dagegen i.t da. Produkt der And»un- 
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gen der Faktoren nur 2.3 oder 6. Die Anderung eines Produktes ist 
also nicht gleich dem Produkte der Anderungen der Faktoren. 

Wir mttssen vielmehr die Frage fur das Produkt besonders be- 
handeln. Wir verstehen unter u und v zwei Funktionen von x, und 
es sei y ihr Produkt: 

(10) y — uv. 

Um ein anschauliches Beispiel zu haben, nehmen wir wieder an, u und v 
seien die Langen zweier Stabe aus verschiedenen Metallen. Jeder Stab 

__ se * a ^ er doppelt vorhanden, und wir denken uns 

Jv{ uAu \AuAv\ die vier Stabe zu einem Rechteck zusammengclotet. 

Der Flacheninhalt des Rechtecks ist dann gleich uv 
oder y. Dies alles gelte bei der Temperatur von 
vJu x G ra< i. Wachst nun die Temperatur um A x Grad, 
||||||p so dehnen sich die Stabe aus. Das Rechteck ver* 

j u ^ grofiert sich, seine Seiten haben jetzt die Langen 
Fig. 63. «4- A u und v + Av, und sein Inhalt ist jetzt 

gleich y 4- Ay. Aus Fig. 63 erkennt man, daB der 
Zuwachs Ay des Inhaltes die Summe der Inhalte dreier Rechtecke ist: 

(11) Ay — vAu + uAv‘+ Au. Av. 

Dies gilt auch, wenn Au oder Av negativ ist, also u oder v abnimmt. 
Dann ware die Figur allerdings anders zu zeichnen. Um alle Falle 
zu umfassen, ist es daher besser, die Formel (11) rechnerisch ab- 
zuleiten: Wie y = uv ist, so ist auch 

y + A y = (u + Au) (v + Av) 
oder ausmultipliziert: 

y A- Ay = uv + Au. v + uA 'v + Au. Av. 


Ziehen wir hiervon die Gleichung (10) ab, so bleibt in der Tat der Wert 
(11) von Ay iibrig. 

Sind nun u und v stetige Funktionen von x und wird der Zu¬ 
wachs A x unendlich klein, so werden auch A u und A v unendlich klein. 
Die Formel (11) zeigt, daB dann auch A y unendlich klein wird, nach 
Satz 10. S. 65. Daher gilt der 

Satz 17: Das Produkt zweier stetiger Funktionen ist 
ebenfalls eine stetige Funktion. 

Aus (11) folgt weiter, wenn wir mit Ax dividieren: 


( 12 ) 


Ax~ v Ax 



Haben u und v Difierentialquotienten, so treten sie in (12) auf, wenn 
Ax zum Differential dx wird. Also kommt dann nach Satz 10, S. 65: 
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dy du . < 2 d , 


lim /I v. 


Da aber lim Av = 0 ist, bleibt einfach iibrig: 


(13) 

Mithin gilt der 


dy du . dv 

d = v dx+ u dn- 


Satz 18: Der Differentialquotient des Produktes von 
zwei Faktoren ergibt sich, wenn man jeden Faktor mit dem 
Differentialquotienten des anderen Faktors multipliziert 
und dann die Summe bildet. 


Da y — uv ist, konnen wir die Gleichung (13) aueh so schreiben: 


(14) 


d(uv) 

dx 


d u , 

" v r x + u 


dv 
d x ’ 


was deshalb besser ist, weil diese Gleichung fur sich den Satz 18 aus- 
druckt ? ohne daB man Erlauterungen hinzuzufugen braucht. 

Wir wollen eine wichtige Anwendung machen, hamlich die 
Differentialquotienten der Funktionen a?, a?, a? usw. bestimmen. 
Da diese Funktionen Produkte xx .. . sind, lehrt Satz 17 sofort, daB- 
x n eine stetige Funktion von x ist, wenn n eine ganze posh 
tive Zahl bedeutet. 

Nun sei zunachst y — x 2 = x.x, also y das Produkt u v von u = x 
und v = x. Diese Funktionen u und v haben die Differentialquotienten: 

du w djo_ -j 

dx *’ dx 

Nach (14) ist somit: 

= x . 1 + x . 1 = 2 x. 

dx 


Wir haben also hier auf neuem Wcge das aus § 2 bekannte Ergebnis 
gefunden, daB x 2 den Differentialquotienten 2x hat. 

Jetzt sei y = a 3 . Dies ist das Produkt von u = x 2 und v = x> 
und es ist : 

du dv * 

dx 5 dx ’ 

so daB (14) gibt: 

= x . 2x + x 2 . 1 = 3a; 2 . 

ax 

Daher ist der Differentialquotient von a? gleich 3a; 2 . 

Der Leser wird jetzt schon erraten, wie groB der Differential- 
quotient von a? ist. Er wird vermuten, daB sich 4 a? ergibt In der 
Tat, wenn 


y = x* = x* . x 
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ist, setzen wir: 


u = £ 3 , 

Nach dem Vorhergehenden ist: 


Mithin kommt nach (14) 



v = x . 



= x . 8 x 2 + £ 3 • 1 = 4 x 3 , 


womit die Vermutung bestatigt wird. 

Man sieht, dafl sich dieselbe Schluflfolgerung immer weiter fort- 
setzen laBt. Sind wir bis zu irgendeiner Potenz y = x n gekommen, so 
werden wir also vermutlich als Differentialquotienten den "Wert nx n ~~ 
erhalten, da wir sahen, daB der Differentialquotient iminer den Exponen- 
ten der Potenz zum Faktor hat und sein eigener Exponent mn Eins 
ldeiner ist. Wollen wir diese SchluBfolgerung streng machen, so gehen 
wir wie folgt vor: 

Angenommen, wir wiiBten, dai3 x n den Differentialquo- 
tienten nf 1 habe, wobei n eine bestimmte von den Zahlen 
2, 3, 4, . . . sei. Was wiirde aus dieser Annahme fur den 
Differentialquotienten von x w+1 folgen? 

Diese Folgerung kdnnen wir Ieicht ziehen. Ist 

y = £ w +l = X n . X, 

so setzen wir: 


% — x n , v — x. 


Nach der gemachten Annahme ist: 

du d (xn) __ 

d x dx ~~ 

auBerdem ist bekanntlich: 


n x”"* 1 , 


so daB — iminer vorausgesetzt, daB die Annahme richtig sex 
(14) folgt: 

i^^-1 = x . nx*- 1 -f- x n . 1 = (n + l)# n . 


— aus 


Also sehen wir: Wenn 


x n den Differentialquotienten nx n ~ x 

hat, muB 

XP+ 1 den Differentialquotienten (n + l)x rt 

haben. 

Fur n = 4 aber ist die Annahme, daB x n den Differentialquotienten 
nx?' 7 ' 1 hat, richtig, wie wir oben sahen. Also folgt, daB x & den Dif¬ 
ferentialquotienten hx? hat. Jene Annahme gilt demnach auch, wenn 
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h = 5 ist. Fur n = 5 aber gilt wieder die Folgerung, daB a; 6 den Dif¬ 
ferentialquotienten 6X 5 hat. Jene Annahme stimrnt daher auch fiir 
n = 6, usf. 

Wir haben durch diesen SchluB aus einer Annahme die Moglichkeit 
gewonnen, Schritt fiir Schritt weiter zu schlieBen zu einem immer um 
eine Einheit grofieren n . Man nennt dies Yerfahren 1 den SchluB von 
n auf n + 1. Es zeigt uns: 

Satz 19: Der Differentialquotient der Funktion 

y = x n 

mit ganzem positiven Exponenten n hat den Wert: 


Nutzlich ist es, zu erlautern, daB dies auch fiir n = 1 richtig ist. 
Namlieh fiir n = 1 ist y = cc, also der DiSerentialquotient bekanntlich 
gleich 1, wahrend der Satz den Wert 1 • cP liefert. Aber in der Arithmetik 
wird festgesetzt, daB die nullte Potenz einer Zahl als 1 gelesen werden 
soli 2 . Also stimmt der Satz in der Tat auch fiir n = 1. 

Ja, sogar fiir n = 0 ist der Satz richtig. Denn dann ist y = vP = 1, 
daher der Differentialquotient gleich Null, und der Satz gibt in der Tat 
den Wert 

0. xr 1 = ~-0. 

X 

Wir wollen verraten, daB sich bald ergeben wird, daB der Satz 19 
auch dann richtig bleibt, wenn n eine negative ganze Zahl ist wie 
— 1, — 2, — 3 usw., und spater werden wir sehen, daB er auch dann 
gilt, wenn n eine beliebige positive oder negative Konstante 
bedeutet wie z. B. n = — 7,642. 

Jetzt wollen wir noch einmal auf die allgemeine quadratische 
Funktion 

y ~ ax 2 4 -bx + c 

zuruckkommen und zeigen, wie man sie nach den vorhergehenden 
Regeln ganz handwerksmaBig differentiiert. Wir diirfen schreiben: 

y = ax 2 + bx 1 + c<P. 

Nach Satz 13 folgt zunachst: 

dy _ d( ax ») d(bt c 1 ) , d(ca?) 

dx d x ' dx ' dx 1 

1 Nebenbei bemerkt heiBt es auch die volTst&ndige Induktion. 

2 Man erreicht dadurch, daB das bekannte Gesetz a n . a m = a n +»» auch fiir 
n - 0 richtig wird, und andererseits darf man die Annahme a 0 = 1 machen, weil 
a n nur fiir ganzes positives n erklart wird, also fiir n = 0 noch nach Belieben 
er.klart werden kaim. 
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nach Satz 16. weiter: 

dy __ 
dx 

naeh Satz 19 ist aber: 

d(x*) 


a m. +h tp 

ax dx 


■r (■ 


d( x?) 
dx 


Also kommt: 


dx 


2x, 


dj£) 

dx 


= 1, 


dx 


P- = a . 2x + i . 1 + e . 0 
d x 


oder ia der Tat vie auf S. 75: 


dy 

dx 


= 2ax + i. 


SchlieBlich kommen wir zur Berechnung des Differential- 
quotienten eines Bruches. Wieder seien u and v Funktionen 
von x , und es sei 

(i5) 

Wennx am Ax wachst, wachse u um Au, v um Av und y um Ay . 
Dann mufi sein: 

. A u + A u 

Ziehen wir hiervon die Gleichnng (15) ab, so kommt: 

. u 4 - A u u 

Ay = —r~A -* 

J v + Av v 

Bringen wir dieBriiche auf den Hauptnenner (v J r Av)v, indem wir 
den ersten mit v und den zweiten mit v-\- Av erweitern, so kommt: 

uv+A u •v — uv — uA v 


Ay- 


oder 

(lb) 


Ay- 


tv + A v)v 
vA u ~uA v 


(v + A v) v 

Sind nun u und v stetige Funktionen von x , so streben Au und Av 
nach Null, wenn A x naeh Null strebt. Nach Satz 10, S. 65, ist ferner der 
Grenzwert des Bruches (16) gleich dem Bruch aus den Grenzwerten von 
Zahler und Nenner, vorausgesetzt, daG der Grenzwert des Nenners 
nicht gleich Null ist. Da dieser nach demselben Satz gleich 


v lim (v + A v) = v (v + lim A v) 


—= 


wegen lim A v 

lim Ay 


0 ist, setzen wir also v 0 voraus. Also folgt aus (16) 
lim (vAu — uAv) v lim A u — u]xmAv 


Weil nun lim Au- 
Mithin gilt der 


~ V* V 2 

0 und lim Av — 0 ist, folgt hieraus lim Ay = 0. 
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CS Sind U und v stetige Funktionen von x, so ist 

aueh tr Bruch »eine stet! g e Funk.i.n fur alle W.rte 
von x, fttr die der Nenner t> nicht gleich Null ist. 

Um den Differentialquotienten-des Bruches u:v an bereehnen, 
dividieren wir (16) mit Ax. Dann kommt: 

Au A*>_ 

Ay_J_ Ak Id* 

/J x v(y + A v) 

Ussen wir el« nach Hull streben, so hate. wir_»e vorkiu den Sals 10, 
S. 65, anzuwenden. Er liefert wegen hm v 

A v 


A u 

Ay ’““H 


-u lim 


A x 


Hier bedeuten die rechts vorkommenden Grenzwerte die Merentaal- 
quotienten i» : dx und iv : d» von * und J., wahreudLbnto der Difle 
rentialquotient dy : dx von y steht. Mithm ergibt sich. 


dy. 

dx 


du dv 

v ~dx U di 
- ■ ■ " 


in) 

Di.se Gleichung lehrt, wie ein Bruch » — :. « dfflereutUemr tot 
Wir schreiben die Regel deutlicher so: 


4- 

\v ) 
dx 


du dv 
’ d x U d x 

V ' 2 


•(18) 

Sie besagt: 

< a t 7 21- Der Differentialquotient eines Bruches ist 
deich eine’xn Bruch, dessen Nenner das Quadrat des a ten 
£n.,s“ . Sein Abler is. gleich dem Pr«4ukt <»« »»« 

Henuets mit dem Differentialquotieuten in alien Zhhl 
vermindert um das Produkt des alten Z&hlers mit dem 
Differentialquotienten des alten Nenners. 

Man wird den sprachlichen Ausdruck etwas umstandlich finden. 
Wie man sich die Regel leicht merkt, besprechen wir noch. 

Machen wir jetzt eine Anwendung: Es sei y = x~ 
tiieren. ar* bedeutet bekanntlieh mchts anderes als 1 Also wira 
die Aufgabe gestellt, den Differentialquoten von 


Scheffers, Lehrhuch d. Mathematik. 
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zu finden. Diese Funktion ist ein Bruch u : v mit dem Zahler u = 1 
und dem Nenner « = as 4 . Aber 


u = 1 und v — as* 

haben, wie wir wissen, die Differentialquotienten 


0 , ^ = 43 ?: 

d x dx 


aus (18) folgt somit: 

,/i\ 


[x*l 1.4 a 3 __ 4a; 3 __ 4 

dx x 8 x 8 a; 5 

Hierfiir konnen wir schreiben: 


d{i r-*) 
dx 


4 a?~ 5 . 


Blicken wir jetzt auf Satz 19 zuriick. Darin ist n positiv vor- 
ausgesetzt. Nehmen wir uns trotzdem die Freiheit, darin n = — 4 zu 
setzen, so wiirde er aussagen, daB x~^ den Differentialquotienten 
4 oder — 4 x~ b hatte. Das ist aber, wie wir soeben gesehen 
haben, tatsachlich der Fall. XJnser Satz 19 gilt daher auch fur 
n = — 4. 

Ebenso leicht ist zu beweisen, daB der Satz 19 iiberhaupt fiir jedes 
negative ganze n gilt. Es sei namlich: 

1 

V x m 

wo wi eine positive ganze Zahl bedeute. Dann ist y = x~~ m . Diese 
Funktion wiirde also dieselbe sein wie die des Satzes 19, wenn die Zahl 
n= m, also n eine negative ganze Zahl ware. Ware der Satz 19 
auch fiir solche Werte von n riehtig — w’as noch nicht bewiesen ist —, 
so wiirde folgen, daB y den Differentialquotienten 

— m x~~ m - 1 

hatte. Man sieht also, es komint darauf an, zu beweisen, daB 



den Differentialquotienten —mr®' 1 oder 


m 


hat. Diesaber ist mit Hilfe der Formel (18) leicht einzusehen, Da nanilich 


y = : 
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f* ist 
x m 


ist, betrachten wir y als Bruch u : v, wobei u = 1 und v 
Der Differentialquotient von u hat den Wert Null. Femer ist v 
eine positive ganze Potenz von sc, und weil Satz 19 fur solche 
Potenzen gilt, lehrt er: 


d v 
d x 


mx 


m —1 


Jetzt gibt die Gleichung (18): 

dy _ A {**) 


dx 


dx 


1 .0 — 1 . mx n 


Oder: 


^ • 
dx 


41 


m —1 


dx ’ 

Oben stehen m — 1 Faktoren sc, unten 2 m; also heben sich m 
toren fort, so dafi unten m 1 Faktoren bleiben. 


1 Fak~ 
Demnach kommt: 


d (4 

) 


dy \x m 

L = _ 

m 


dx " 


dx 


.m+l ' 


Dies aber wollten wir nachweisen. 

Hiernach lafit sich Satz 19 verallgemeinern: 


Satz 22: Der Differentialquotient der Funktion 

y= x n . 


wo n eine ganze positive Oder negative Zahl ist, hat den 
Wert 


Zur Yermeidung von Rechenfehlern erwahnen wir noch eine Kleinig- 
keit, die wir an den Beispielen 

y — xP und y = ^ 


erlautem. Wir konnen diese Funktionen so schreiben: 

y — xP und y = x~ s . 

Im ersten Fall ist also n = 8, ini zweiten n = — 8, d. h. im ersten ist 
■n —1 = 7, dagegen im zweiten n — 1 = —9 und nicht —7. Man 
bekommt also in diesen beiden Fallen: 

g = Sx’ und g = -8*- — J. 

6* 
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§ 5. Ruckblick. 

Naehdem wir so weit gekommen sind, bemachtigt sich des Lesers 
vielleieht ein angstliehes Gefiihl » eine ganze Reihe von Begriflen und 
Lehrsatzen sind in diesem Kapitel vorgekommen; wie soil man sich das 
alles merken? Wir heben deshalb hervor, dab man sich eigentlich nur 
wenig zu merken braucht. Vorausgesetzt wird allerdings, daB 
man das Vorgetragene wirklich vollstandig verstanden habe. 

Vor allem mufi man den Begriff des Differentialquotienten 
vcrstehen. Er wurde in § 3 so griindlicb erortert, daB derjenige, der 
diesen §3 verdaut hat, den Begriff kennt, ohne sein Gedachtnis 
irgend wie mit Auswendiggelernten belastet zu haben. Bei 
der Abbildung der Funktion durch eine Kurve bedeutet der Differential- 
quotient die Steigung der Tangente. Wer dies verstanden hat, dem ist 
es selbstverstandlich, daJS der Differentialquotient einer Kon- 
stanten gleich Null und der Differentialquotient von x selbst 
gleieh Eins ist (vgl. S. 74). 

Um nun das Differentiieren leicht zu gestalten, haben wir im 
vorigen Paragraphen einige Eegeln aufgestellt. Diese Eegeln muB 
man sich allerdings merken. Notig ware es nieht, man konnte ja in 
jedem Fall zur ric-htig'en Stelle zuruckblattem. Aber hier gilt ahn- 
liches wie beim gewohnliehen Zahlenrechnen: gewifi kann jedermann 
das Produkt 723.546 ausrechnen, auch wenn er das Einmaleins nicht 
auswendig kann. Es ware aber zeitraubend und unpraktisch, da das 
Einmaleins unzahlige Male im Leben niitzlich anzuwenden ist. Ahnlich 
verhalt es sich mit den Differentiationsregeln. Es ist gut, wenn man 
sie bestandig zur Anwendung im Kopfe hat. 

Diese Regeln sind folgende: 

1. Regel (Summenregel): Eine Summe wird Glied fur 
Glied differentiiert, in Formel: 

d(u + v) _ du .dv 

dx dx'dx' 

Wir behaupten wohl nicht zu viel, wenn wir sagen, dafi dies ohne Ge- 
dachtnisarbeit im Kopfe haftet. 

2. Regel (Faktorregel): Konstante Faktoren bleiben beim 
Differentiieren konstante Faktoren, it. Formel: 

d(lcu) , du t , 

= wenn k — konst. 

Diese Regel haben wir in Satz 16, S. 73, etwas anders ausgesprochen. 
Hat man sie aber einmal verstanden, so genugt diese Fassimg. Dabei 
ist Gewicht auf das Wort: Faktor zu legen. Es handelt sich um eine 
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konstante Zahl Jc, mit der eine Funktion u multipliziert wird, nicht 
etwa um eine additive Konstante wie die Konstante Tc in k. 

3. Regel (Produktregel): Den Diffcrentialqu’otienten 
eines Produktes von zwei Faktoren findet man, indem man 
jeden Faktor mit dem Differentialquotienten des andern 
multipliziert und dann beide Ausdriicke addiert, in Formel: 


d(u v) 
dx 


du , 

'°-di+ u 


dv 
dx ' 


Diese / Regel ist, vie man sieht, durchaus symmetrisch hinsichtlich 
beider Faktoren, was so sein muB, veil uv — vu ist. Aueh bedarf es 
keiner Anstrengung, sie sich dauernd ins Gedachtnis einzupragen. 

4. Regel (Bruchregel): Die Regel fur die Differentiation 
eines Bruches ist in Worten so langwierig (vgl. Satz 21, S. 81), 
daB es besser ist, sie hier nur in Formel zu wiederholen: 




u 


dv 

dx 


.> 


Hat man die Regel fur das Produkt, die dritte Regel, im Kopfe, 
so ist auch die vierte gemerkt. Denn vor allem muB man sich ein- 
pragen, daB sich ein Bruch ergibt und der Nenner dieses neuen 
Bruches das Quadrat des alten Uenners ist. Beim Differen- 
tiieren eines Bruches tut man also gut, vor allem einen Bruchstrich zu 
ziehen und darunter das Quadrat des alten Nenners zu setzen, also so 
anzufangen: 

‘J__ 

d x , v 2 


Nun wendet man fiir den Z&hler dieselbe Regel an wie fiif das 
Produkt, nutr mit dem Unterschiede, daB man statt der Summe 


die Differenz 


du 

dx 


+ U 


dv 

dx 


V 


du 


dx 


dv 

dx 


bildet. Dabei geht das Glied voran, bei dem der alte Zahler differen- 
tiiert wird. 

5. Regel (Potenzregel): Der Differentialquotient von x n 
ist nx n ~ l . Allerdings haben wir nur erst bewiesen, dafi dies gilt, wenn 
n eine positive Oder negative ganze Zahl ist. Wir werden spater, vie 
schon gesagt, zeigen, daB dies gilt, was fiir eine Konstante auch n sein 
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mag. Daher fassen wir die Regel in dieser kurzen Weise. Anwenden 
werden wir sie in der Folge nur fur ganzzahlige Werte von n, bis wir 
bewiesen haben, daB sie auch fur andere Konstanten n richtig ist. 

Das ist alles, was man im Gedachtnis zu haben braucht. Wir 
wiederholen, notig ist es nicht, aber niitzlich. Wer sich trotz dieser 
Auseinandersetzungen die Regeln vorlaufig nieht zu merken vennag, 
dem raten wir, sie so oft anzuwenden, bis sie- von selber im Gediicht- 
nisse haften. 

Weil dasDifferentiieren zeichnerisch auf dasTangentenziehen hinaus- 
kommt, lassen sich die Regeln geometrisch deuten. Wir 
wollen dies insbesondere mit der Summenregel und mit der Faktor- 
regel tun: 

Zwei Funktionen u und v werden durch zwei Kurven, eine w-Kurve 
und eine r-Kurve, dargestellt, deren Ordinaten die zu den Ab- 
szissen x gehorigen Werte von u und v sind. In Fig. 64 bedeuteD Q 

eine beliebige Abszisse x, und 
QP X und QP 2 seien die zu- 
gehorigen Ordinaten, d.h. Werte 
der Funktionen u und v. Wenn 
wir fur dieselbe Abszisse x die 
Summe QP X + QP 2 als Ordi¬ 
nate QP benutzen, ist P ein 
Punkt der Bildkurve der 
Summenfunktion y = u + v. 
Indem wir an die Summen- 
gerade zweier Geraden auf S. 37 
erinnem, nennen wir deshalb 
die Bildkurve von y — u v 
die Summenkurve der u- 
Kurve und r-Kurve. Die 
Summenregel besagt nun: 

-a _ — i dv 
dx dx ' dx ’ 

in Worten: Die Steigung der Tangente des Punktes P der Summen¬ 
kurve ist gleich der Summe aus den Steigungen der Tangenten der 
u- und v-Kurve an den zugehorigen Stellen P x und P 2 . Um die Steigun¬ 
gen geometrisch darzustellen, ziehen wir eine Parallele zu QP durch 
irgendeinen Punkt S der Abszissenachse. Sie treffe die Tangenten von 
P X ,P 2 und P in T x , T 2 und T. Dann sind augenscheinlich 

ST-QP s^-QR,, ST t — QP t 
QS ’ . QS ’ p 
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die Steigungen der Tangenten von P, P x und i 2 . Also ist nach dei 
Summenregel der erste Bmch gleich der Summe der beiden andem. 
Da alle drei denselben Nenner haben, kommt somit: 

ST — QP = ST 1 — QPi + ST 2 — QP 2 - 
Weil aber QP = QP X + QP% gemacht wurde, bleibt tibrig: 

ST = ST 1 + ST t . 

Da nun T ein belicbiger Punkt der Tangente von P ist, besagt dies: 

Die Tangente in einem Punkte P der Summenkurve ist 
die Summengerade der Tangenten dor u- und e-Kurve in 

den zugehorigcn Punkten Pi undP 2 . , 

Da die Summenregel ohne veiteres auf beliebig viele Summanden 
ausgedehnt warden kann, gilt dies auch fur die Summenkurve von 

mehr als zwei Kurven. , , 

Statt zu sagen, man bildet die Summenkurve, sagt man auch, man 
stellt die Aufcinanderlagerung (Superposition) mehrerei Kurven 

her 

Bevor wir an die Faktorregel gehen, sprechen wir von emer em- 
fachen Art, vie man aus einer Kurve neue Kurven ableiten kann. 
Wenn man alle Ordinaten einer Kurve l nach einem bestinnnten - 
haltnis vergrofiert oder verkleinert, anders gesagt, wenn man sie nut 
einer Konstanten Je multipliziert, geht einc neue Kurve hervor. In 
Fig. 65 haben wir die Linie l beliebig angenommen. Aus ihr gehen die 
iibrigen Linien hervor, wenn man die Ordinaten von l mit den ange- 
gebenen Zahlen k— 1J, J,—1, — 4 multipliziert. enn uega 
tiv ist, bekommt dabei jedc Ordinate das entgegengesetzte \ orzeichen. 
Sofort ist es klar, dafi alle aus I entstandenen Kurven die a-Achse 
an denselben Stellen schneiden wie l selbst. Denn ein beliebiger Punkt 
der Abszissenachse hat die Ordinate Null, wird also durch Multiplikation 
seiner Ordinate mit k nicht behelligt. Alle aus l auf die angegebene 



Fig. 65. 
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Art hervorgehcndm Kurven haben mit l etwas Verwandtes. Ein groJJer 
deutscher Mathematiker, Leonhard Euler (1707—1783), hat gelegent- 
ie in einern lateinisch verfafiten Buche von diesen neuen Kurven ge- 
sproe en und sie dabei „affines“, d. h. „verwandte“ Kurven 
genann . Daher kommt es, da-13 man den Fachausdruck affin fur die 
so aus It entstandenen Kurven auch heute noch venvendet. Die Ab- 
szissenachse, deren Punkte wie gesagt durch die Multiplikation der 
urdinaten nut h mcht behelligt werden, wird die Affinitatsachse 
g na nn . 1st die Linie l eine Gerade, so leuchtet sofort ein, dal3 alle zu 
ihr affinen Kurven auch Geraden sind. 

Nun endlich die geometrische 
Deutung der Faktorregel! TJnterw 
verstehen wir eine’ differentiierbare 
Funktion von x, und y sei diejenige 
Funktion, die aus u durch Multi¬ 
plikation mit einer Konstanten k 
entsteht. Die Bildkurven beider 
Funktionen sind zueinander affin, 
siehe Fig. 66 (wo wir k = 2 gewahlt- 
haben), Zu einer beliebigen Abszisse 
* = 0 Q gehoren die Ordinaten 
Fig. 66. u = QP, und y — QP — k. QP j. 

Die Faktorregel 



, ao ag , t ; ^ jedem P der y-Kurve ist die Steigung der Tangente 

PnT»Vf^ a p S i e « ^ er ^ an ? ente der u -Kurve im zugehorlgen 

htrtP Tangente von Pi die Abszissenachse in S schneidet, 

w .fll'A- At” 6 Steigung dieser Tangente. Nach der Faktorregel 
hat also^die Tangente von P die Steigung *. QP, ■; S Q. Da aber 

^ + 7 QP ? ’ T d , diese Stei^g gleich QP : SQ, d. h. auch die 
Sf,™ * gebt du rch 8 . Mithin ist diese Tangente diejenige 

Satd“ g “ te ™ p ‘ a, “ ,eH ™” m “ ihre 0ldi ““" 

leifpT ir Aft aUS ein t, r ? urve eine affine Kurve dadurch abge- 
leitet, dafl man alle Ordinaten mit einer Konstanten h multi- 


gleicheiiltig *- n l ig ' ® ^ er Herstellung der affinen Kurven 

deiTlfkse“ls^finH-i n eine beliebige Gerade an Stelle 

die Abst&nde aller SaChS6 at&le Kurven FersteUen: Man mnltipliziert 
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pliziert, so geht auf dieselbe Art aus jeder Tangente der 
urspriinglichen Kurve die Tangente der neuen Kurve im 
zugehbrigen Punkte hervor. 

Zu affinen Kurven wird man auch gefuhrt, wenn man die 
graphische Darstellung einer Kurve nachtriiglich, etwa deshalb, weil das 
Bild zu steil oder zu flach ausfallt, abandert, indem man eine neue 
j/-Einheit wahlt. In der Tat, will man statt der zuerst benutzten 
i/-Einheit als Einheit der Ordinaten eine Strecke benutzen, die 
fc-mal so groB als die zuerst verwendete Einheit ist, so muB man alle 
Ordinaten fc-mal so groB wie vorher zeichnen. Gelegentlich haben wir 
dies schon einmal getan: In Fig. 36 auf S. 48 erschien die Bildkurve der 
Funktion y = sehr steil; deshalb zeichneten wir in Fig. 37 diese Bild¬ 
kurve nocli einmal unter Annahme einer neuen Ordinateneinheit, die 
nur ein Zehntel der zuerst benutzten betrug. Infolgedessen sind in 
Fig. 37 die Ordinaten nur ein Zehntel so lang wie in Fig. 36. Legt man 
beide Figuren so aufeinander, daB sich die Anfangspunkte und die posi- 
tiven a-Achsen decken, so |iat man also affine Kurven wie in 
Fig. 65, und dabei ist h — -jV 

Jetzt wird auch die Faktorregel beinahe selbstver- 
standlich. Denn wenn man auf diese Art das Bild einer Funktion 
durch ein besser geeignetes Crsetzt, leuchtet ein, daB die Tangenten der 
neuen Bildkurve in entsprechendem MaBe steiler Oder weniger steil zu 
zeichnen sind, und dies eben besagt die Faktorregel. 





Drittes Kapitel. 

Algebraische Funktionen. 


§ 1. Game Funktionen. 

Die linearen und quadratischen Funktionen 

y—'ax + b und y = ax 2 + + <■ 

sind die einfachsten Falle von sogenannten ganzen Funktionen. 
Hierunter versteht man namlich solche Funktionen von x, die Summon 
von mehreren Gliedem sind, von denen jedes eine ganze positive 
Potenz von x multipliziert mit einer Konstanten ist wie z. R. 

a; 3 — 7x* -J- hx + 6a? 5 , 3 + 2,6 ft 8 + 3,2 x? — 7 x 9 . 

Also sollen keine negativen Potenzen von x wie ar -1 Oder 1 : x, x"~ 2r 
oder 1 :x 2 usw. vorkommen, auch keine gebrochenen Potenzen wie xK 
Liegt eine ganze Funktion vor, so kann man die Glieder der Summe 
nach fallenden Potenzen von x ordnen, in den beiden soeben angegebe- 
nen Beispielen also in dieser Weise: 

(1) 6a 5 — lx 4 + z 3 + ox , — 7& 9 + 2,6 a 8 + 3,2 x* + 3. 

Ist die hochste vorkommende Potenz von x die n t{ \ so nennt man die 
Funktion eine ganze Funktion n ten Grades. Die Beispiele sind ganze 
Funktionen vom 5. und 9. Grade. 

Nach S. 77 ist x n eine stetig'e Funktion von x , wenn n eine posi¬ 
tive ganze Zahl ist. Also sind in (1) alle vorkommenden Potenzen von 
x stetig. Aus Satz 15, S. 73, und Satz 11, S. 72, folgt mithin, daB 
auch die Funktionen (1) stetig sind. So beweist man iiberhaupt: 

Satz 1: Jede ganze Funktion ist iiberall stetig. 

Hiernach ist das Bild einer ganzen Funktion eine iiberall stetige 
Kurve, aus Bergen und Talem bestehend. 

Man sieht auch sofort, daB die ganzen Funktionen differentiierbar 
sind. Wir konnen uns damit begniigen, den Differentialquotienten 
der ersten Funktion (1) zu bestinimen; Nach der Potenzregel haben 
a*, a 4 , a? und# die Difierentialquotienten 5a 4 , 4^,3sc 2 und 1, nach der 
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Faktorregel haben also Gas 5 , — 7 a 4 , a 8 und 5 a die Differential- 
quotienten 30a 4 , — 28a 3 , 3a a und 5. Mithin hat die erste Funktion (1) 
nach der Summenregel den Differentialquotienten 

30 a 4 — 28 a 3 4- 3 a 2 -f 5. 

Die vorgelegte Funktion war vom fimften Grad, und ihr Differential- 
quotient ist eine ganze Funktion vom vierten Grad. Das liegt daran, 
daB a“ den Differentialquotienten na" -1 hat. Allgemein: 

Satz 2: Der Differential quotient einer ganzen Funktion 
« tf,n Grades ist eine ganze E'unktion (n — l) tcn Grades. 

Man kann den Differentialquotienten einer ganzen Funktion auch 
schon dann berechnen, wenn ihre Glieder noch nicht geordnet sind, ja 
auch dann, wenn die Funktion nicht ausgerechnet vorliegt, wie die 
folgenden Beispiele zeigen. 

1. Beispiel: Die ganze Funktion drittcn Grades y = —6+6x 2 — 2a?+x 
hat den Differentialquotienten 6. 2x — 2 . 3 .t 2 + 1 oder — 6x 2 + 12x + 1. 

2. Beispiel: y - (x — 2) (x 2 + 1) ist eine ganze Funktion dritten Grades. Man 
kann sie nach der Produktregel differentiieren, indeni man u-x — 2, v = x 2 + 1 setzt. 
Die Differentialquotienten von it und v sind 1 und 2x. Die Produktregel gibt also 

~JL= (x 2 + 1). 1+ (x —2). 2x = 3a 2 — 4x + 1. 
d x 

Zur Probe recline man die Klammern in y aus, ordnc die Glieder und differen- 
tiiere dann. 

3. Beispiel: Eine ganze Funktion vierten Grades ist 

y = [(as -f b) 2 + cx] [x 2 — x 4- 1]. 

Indem man den ersten Faktor mit u und den zweiten mit v bezeichnet, wendet man 
die Produktregel an. Der Faktor u Ufit sich so schreiben: 

u - a 2 x f 4- (2afe 4* c)x 4- 
und hat also den Differentialquotienten 

~ = 2a 2 sc 4* 2ab 4- c. 
d x 

Da v den Differentialquotienten 2x — 1 hat, vird 

(a 2 — x-t- l)(2a*x + 2oft + c) + [(ox+ ft) 2 + cx][2x —1]. 

4. Beispiel: y = (x•— 2)(x + 2)(x* + 4), j^ = 4x*. 

5. Beis-piel: y = (2-3x 2 ) (2 + 3x 2 )-(3 — 2x 2 ) (3 + 2x*), = -20x». 

a: x 2 x 3 . 

6. Beispiel: y = 1 + j + + 170 + ‘‘' + i. 2.3...«’ 

dy_ _ 
dx y 1.2.3. 
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Nach diesen blofi rechnerischen Beispielen zwei Anwendungen: 

{. Beispiel: Wird ein elastisclier Stab wagcrecht in einer Mauer befestigt und 
besclnvert man sein freies Ende mit einer. Last, so wird er nach unten gebogen. Ver- 
nachlassigt man seine Dicke, so bOdet er eine Kurve, die als eine elastische 
mie bezeichnet wird, siehe Fig. 67. In der Mechanik wird gezeigt, dafi sie, wenig- 
«tens in grower Annaherung, die Bildknrve der Funktion 



y = a{Zlx 2 — sc 8 ) 

ist. Dabei bedeutet l die Lange des freien Stabes und a eine durch das Material und 
die Grofie der Last bedingte Konstante. Als ac-Achse 
ist der urspriinglich unverbogene Stab gewahlt, als 
?/-Achse die durch die Befcstigungsstclle in der Wand 
gezogene Lotrechte nach unten. Das Achsenkreuz 
hat also hier eine andere Lage als gewohnlich. Die 
rr-Einheit wil'd gleich der y-Einheit angenommen. 
Durch (2) wird y als ganze Funktion drifcten Grades 
von x dargestellt. Fur x - l ist y « 2a P. Dies ist 
die Strecke AB, um die der Stab am freien Ende B 
naclL unten gebogen wird. Die Gleichung (2), die, wie gesagt, eine Naherungs- 
ormel ist, gibt nur dann das Richtige, wenn die Durchbiegung, d. h. die Strecke 
Atfgegeniiber der Stablange 0 A oder Z gering ist. Um die Form des gebogenen 
jtabes deutlicher hervortreten zu lassen, liaben wir jedoch AB iibertrieben groJl 
dargestellt. J 6 

Bezeichnet man AB mit &, so ist 

&=2a7 3 oder a=^g, 
so da6 man (2) auch so schreiben kann: 


Fig. 67. 


(3) V~(8J*-*)- 

Diese Funktion hat <Jen Differentialquoticnten: 



(4) 


Ay 35 
dx ~ 2P 


35 35 , 

2P 3a? p x 2P X 


3 bx 


(2Z — x). 


Er gibt die Steigung dor elastischen Linie an. 

t 1 ^ : ^ x= b. in ^ bat die Tangente wagerechte Lage. Am 

. ld0 d * ftir x = b 1st dor Differentialquotient gleich 3 b : 2 1 oder till. Wenn 
wir von OAt&n Drittel durch den Punkt C abschneiden, d. h. wenn CA = 1 ist, hat 

die Gerade CB cben diese Steigung AB : CA - 5 :11. Man mufi namlich beachten, 
dab die Kichtung nach unten positiv ist, Demnacb ist die Gerade CB die Tangente 
der elastischen Lime in I). Ferner sei P ein beliebiger Punkt der Kurve, also OQ = x, 
(fJ ■- y. Die Tangente von P treffe die z-Achse in 'T. Hire Steigung ist nach (4): 


daher: 




TQ = 

Oder, da QP = y den Wert (3) hat.; 


2 .- 9Z. 

3 b 21 x — x 2 


TQ = 


x (3 1 — x) 

3(27^ xj* 
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Also kommt: 


OT = OQ — TQ = x~TQ = 


x(Sl — 2x) 
S(2l — x) * 


Fur x = $Z z. B. (in Fig. 67 fur P) ist «/ - & und OT = T B ¥ Z, so daB T sehr nahe 

bei C liegt. Die Kurve wixd durch die drei Punkte 0, P, B und ihro Tangenten genau 
genug bestimmt. Werte von x uber l hinaus und negative Werte von x haben koine 
Bedeutung. 

8. Beispiel: Wird derselbe Stab nicht am Ende, sondern uberaJl und zwar 
gleichmafiig belastet, so lehrt die Mechanik, daB dann fur die cntstehende elastische 
Linie angenahert das Gesetz gilt: 

y — a(Sl 2 x 2 — 4 la? + x?), 


wobei im iibrigen dassclbe zu sagen ist wie ink vorhergehenden Beispiele. Hier ist 
die Strecke 2>, uni die das Ende B herabgebogen wird, gleicb Sal*. Daher wird 

V-&(*** — ***+*)■ 


Auch diese Formel gilt nur fiir kleine Werte von b . Man beweise, daB die Tangente 
des Endpunktes B ein Viertel der Stablangc l abschneidet. 

Nach denlinearen Funktionen (§ 1 des 2. Kap.) sind die quadrati¬ 
schen Funktionen (§ 2 des 2, Kap.) die einfacksten ganzen Funktio¬ 
nen. Wir wollen jetzt noch einige Bemerkungen liber die Bildkurven 
der quadratischen Funktionen machen. 

Das Biid der einfachsten quadratischen Funktion y = x 2 ist uns 
schon einigermafien vertraut. Man kann es (vgl. Fig. 35 und 37, S.48,49) 
als ein einziges Tal bezeichnen, dessen tiefste Stelle der Anfangspunkt 
ist, von dem es beiderseits symmetrisch zur y- Achse emporsteigt. 
Das Achsenkreuz setzen wir in der gewohnlichen Lage voraus. 
Die x -Achse ist die Tangente des tiefsten Punktes. Wenn wir nun 
alle Ordinaten dieser Kurve mit einer Konstanten h multiplizieren, 
entsteht nach S. 88 eine affine Kurve, namlieh das Biid der 
quadratischen Funktion y = fcx 2 , siehe Fig. 68, wo Z 0 die Bildkurve 
von y = x 2 und l^ die von y = kx 2 ist und k~ \ gew&hlt worden ist K 
Die neue Kurve 4 hat im wesentlichen dieselbe Gestalt wie Z 0 . 
Ware k negativ gew&hlt worden, so ware allerdings das Tal in einen Berg 
verwandelt worden; z. B. fur k = —£ ergibt sich diejenige Kurve, die 
aus Zj durch Umldappen um die x-Achse entsteht. Wir kommen auf 
diesen Fall nachher zuriick. Nunmehr wollen wir die Kurve l x in 
der Richtung der x -Achse um irgendeine Strecke m ver- 
schieben, ohne sie zu drehen. Dabei andert sich ihre Gestalt nicht. 


1 Um die Umformungen, die wir nach und nach mit der Kurve vornehmon, 
recht sinnfallig zu machen, ist in Fig. 68 angenommen worden, daB die Kurve (d. h. ein 
Teil von ihr) zusammen mit einer Strecke parallel zur x -Achse die Begrenzung cinea 
Stiickes Papier sei; ebenso ist mit den Kurven Z t , L, verfahren worden. 
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In Fig. 68 ist m = 8 
gewahlt. Die neue Kurve 
/ 2 ist das Bild einor 
Funktion, deren At>~ 
szissen uni m groBer- a*!** 
die alten Abszissen sind, 
d. h. die neue Funktion 
entsteht aus der alten, 
wenn man x durch w 
(nicht durch x +- w) 
ersetzt: y ~k (x — 

Eine Probe: Fur a = w 
muB t/ — 0 sein. SchlieJS- 
lich verschieben wir 
die Kurve l 2 in dor 
Richtung der y-Achse um irgendeine Strecke n , ohne sie 
drehen. Auch hierbei andert sie ihre Gestalt nicht. In Fig. 68 ist 
= 12 gewahlt Die so entstehende Kurye Z 3 ist das Bild der Funktion 

(5) y = k (x — m) 2 -f- n, 

weil ihre Ordinaten um n groBer als die von 4 sind. Statt (5) kann 
man auch schreiben: 

(6) y — lex 2 — 2 km x +• km 2 + ti. 

Selbstvers tandlich wird m mit der x-Einheit und n mit der ^/-Einheit 
gemessen. Da in Fig. 68 die Werte 1c = m = 8, n *= 12 gewahlt 
warden, ergibt sich hier insbesondere: 

y=z%X 2 — Sx+ 44. 

Man bedenke nun, daB 

(V y — ax 2 + bx -f- c 

die allgemeinste quadratische Funktion ist. Ihre Vergleichung mit 
(6) legt die Frage nahe, ob es nicht moglich ist, den Faktor fc und 
die beiden Verschiebungsstrecken m und n so zu wahlen, daB die 
hervorgegangene Funktion (5) gerade diese beliebig gewahlte allg;€*~ 
meinste quadratische Funktion (7) wird. Man muBte fordern: 

k = a, — 21cm ~ b, k m 2 + n = c\ 

Dfe erste Forderung k = a gibt, in die zweite eingesetzt, m = — 6 : 2 a,. 
Setzt man beide in die dritte ein, so kommt.: 



Abo ist es wirldich moglich, und daher gilt der 



Fig. 68. 
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Satz 


Aus der Bildkurve der einfachsten quadrati- 


schen Funktion 

y = x* 

geht die irgendeiner quadratischen Funktion 

y = ax 2 -\- bx + c 

dadurch hervor, daB man zuerst die Ordinater! mit emer 
geeignet zu wahlenden Konstanten multipli lert d h . ein 
affine Kurve ableitet, und dann diese neue Kurve ohne 
Drehen in geeigneter Weise in der Ebene verschrebt 

Man muB namlich beachten, daB jede Verschiebung injtar Ebene 
dadurcli geleistet werden kann, daB man zuerst erne Ver g 

parallel der ,-Achse und dann eine Verschiebung der y-Achse ausubt. 

Wie wir sahen, ist &2 


(«) 


fc = a, in = — 


2 a ’ 


4 a 


zu wahlen. . , , . „ ^ 

Abffeseken von der verschobenen Lage sind hiern 

di. BUdtarren aller qn.dratisch.n 

Oder also « positiv Oder megativ ist, bestehen die Bifcmn 
einzigen Tal oder einem einzigen Berg. Denn werm h irt, 

treten an die Stelle der samt und solders poatm.■ Ordnraten » “ * 
negative. Die Bildkurven haben also auch samthch me d y 

ZJmm die Verscliebung parallel rur r-Aebse (Oder j-Aebse) ,m peso 

ta *£; S";Sra"oSonen geMren - ein« 

™ auraetaen ire = 

Parabeln nennt. Insbesondere smd sie diejemgen Parabeln, d 

kS 

Punkt der Bildkurve, der Parabelscheitel genannt. 

9. Beispiel: Die Achse der Parabel 

y = — 2 a; 2 4- 5% — 8 
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zu bestimmen. Wegen a = — 2 < 0 hat die Kurve die Form cines Berges. Wir b<rv 
stimmen also ihren hochsten Punkt, dessen Tangente zur z-Achse parallel ist. Dio 
Steigung der Tangente ist der Differentialquotient 


^ = -4x4-5, 

und sie is# gleich Null for x = Also ist die P&rabelachse die Parallel© zur 
?/-Achse mit dieser Abszisse. Dasselbe geht aus der zweiten Gleiclmng (8) hervor, 
da Mer d = —2, b— 5 ist, diese Gleichung also liefert: m — 5 : 4 = li. IDa 
man sein Gedachtnis nicht unnotig mit den Formeln (8) belasten soli, ist die 
Ermittelung mit Hflfe des gleich Null gesetzten Differentialquotienten vorzuzieh.cn. 

Der Leser wird die Hoffnung hegen, daB auch die Bildkurven der 
naehst einfachen ganzen Funktion, namlich der ganzen Funkti- 
onen dritten Grades 

( 9 ) y = aa? + bx 2 + ex + g, 

etwas Einheitliches haben. Das ist zwar der Fall, aber die Sache 
egt doch nicht so einfach wie bei den ganzen Funktionen zweiten 
r es. Das kommt daher, daB in (9) vier Konstanten vorkomm.cn. 
-Uarauskann man schlieBen, daB man mit einer affinen Veranderung 
un mit Verschiebungen parallel zur x- und zur y-Ada.se nicht aus- 
Kommen wird, denn dafiir stehen uns nur drei willkiirlich wahlbare 

eingS km,n ^ VerfUgUng ' Wir wollen hierauf nicht nhher 

die St,^ UUSS 1 n °f e “ e Meine A “kung: In (9) haben wir 

BuchsSw^, ,C,? 1 Und M mit «- *. bezeichnet Der 
h namlxch in -der Differentialrechnung als 

sonst vermeil zeicb ® n ^eidx «nd dy, de&halb muB man ihn 
konnte Was den^ \ C + 1 ande rnf a lls Verwirrung vorkommen 
weil lan damt 6 ? etriflt > 80 Leiden wir ihn deshalb, 

3d Z ^ l Kap - ause ^ nan< i er gesetzt warden 

der StfbeTL ? f besondere . Zahl bezeichnet. Auch 
bei }(x) rebrauchen VT^ 611 ’ da wir 11111 als Funktionszeichen 
0 sUZt e “ Wurde * (9) ae letzte Konstante 

5cm Breite sol? dadurcirda^manTn Stue , k Pappe Ton 8 cm Lange und 
— Z und dZ 2 2 f ken ? eich g^-ofie Quadrate, absclmeidet 
W M ZStJeine offene Sehachtel 

HE --^ deXtJrJ -f 6 ”’ Flg ‘ 6a Yoa del Wahl der Lange 

:Jj* to m i 51 * “" el & For r 

Wfjc ^ T)a dip - i, j. f?" 0 liLres Volumens m ccm ab. 

*--J it ASS! ^ntenlangen 8-2* und 5-2* 

F, e- 69- Schachteliuhalt in eemf (6 ^ 2 x) qcm ist> er § ibt sich ^la 
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(10) v= (8 — 2«)(6 — 2 x)x . 

Dies ist eine ganze Funktion dritten Grades. Ausmultiplizieren gibt: 

(11) y~ 4JC 3 — 26a: ? +40:r. 

Hieraus berechnet man den Differentialquotienten: 

(12) = 12 a: 2 — 52 x + 40. 

Die Schachtelhohe ist hochstens halb so lang wie die kurze Hechteckseite, d. h. 
hochstens gleich 2J cm. In Betracht kommcn also nur Werte von x zwischen 0 und 
Fiir x waMen wir eine Reihe von Werten in diesem Bereich. Indem wir dabei y 
bequemer aus (10), nicbt aus (11) berechnen, bekommen wir: 


X 

y 

dy 

dx 

0 

0 

40 1 

i 

14 

17 J positiv 

i 

18 

0 

q 

15 

— H | 

2 

8 

—16 > negativ 

2| 

0 

— 15 | 


Wenn man die Funktion y graphisch darstellt, so daB die Abszissen die Schachtel- 
hohen, die Ordinaten die Schachtelinbalte durch Strecken veranschanlichen, findet 


man eine Kurve, die vom Anfangspunkt an Steigt, 
da dy : dx zunachst positive Werte hat. Fur x = 1 
ist die Steigung der Tangcnte gleich Null. 
Hier ist der Gipfel der Kurve. Fur a; >1 wird 
die Steigung negativ, d. h. die Kurve fallt, bis sie 
die as-Achse an der StelJe x~2i trifft, siehe Fig. 70. 
Allerdings haben wir dies noch nicbt bewiesen, da 
wir nur einige Stellen betrachtet haben. Um es 
zn tun, formen wir den Wert von dy :dx etwas 
um. Die Stclie x = 1 ist besonders bedeutsam, 
weil hier dy :dx gleich Null wird. Wir konnen 
nun dy : das so ausdriicken, daB x — 1 statt x vor- 
kommt, also derjenige Wert, der fur x — 1 gleich 
Null ist. In der Tat, wenn wir in (12) statt 12 x 2 



Fig. 70 


zun&chst 12 (a? — l) 2 schreiben, ist dies fehlerhaft, nhmlich um — 24 x + 12 grdfier 


als 12 a: 2 , weshalb 24a: —12 noch addiert werden mufl. Deshalb kommt 


■|| = 12(sc — 1) J + 24* —12 —62 a: + 40 

= 12 (x — l) 1 — 28 (* — 1) = 12 (* — 1) (a — 3-J). 

Da a: zwischen 0 und 2£ liegen muB, ist x — 3J negativ. Dagegen ist x — 1 
negativ fiir x kleiner als 1 und positiv fiir x groBer als 1. Also fiir x zwischen 
0 und 1 ist die Steigung positiv, fur x zwischen 1 und 2| negativ. Fiir a* = 1 hat 
die Kurve daher ihre einzige in Betracht kommende hochste Stelle, d. h. fiir 
x = 1 ist y am groflten. Dies bedeutet: Die Schachtel wird den grbBten Inhalt 
haben, wenn man den Rand gerade 1 cm hoch wiihlt. Der Inhalt ist dann 18 ccm. 
Scheffers, Lehrbuch d. Mathematik. 7 
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Jetzt betrachten wir ganze Funktionen beliebigen Grades n. 
Dabei ist unter n irgendeine ganze positive Zabl zu verstehen. Jede 
ganze Funktion n ten Grades ist eine Summe von n + 1. Gliedem, namlich 
der mit Konstanten multiplizierten Potenzen x n , ... a: 2 , x und 
einer letzten additiven Konstante (die man, wenn man will, als Faktor 
von x° bezeichnen kann, weil sfl = 1 ist). Alle n + 1 Konstanten zu- 
sammen heiBen die Koeffizienten der Funktion. Sie der Reihe nach 
a, l, c usw. zu nennen, ist untibersichtlich und wegen der zu vermeidenden 
Zeichen d, e, f (vgl. S. 96) bedenklich. Wir bezeichnen sie samtlich mit a, 
hangen aber dem a jedesmal einen Index (vgl. S. 61) an, der angibt, 
zu welcher Potenz von x der Koeffizient gehoren soil. Demnach sehreiben 
wir eine ganze Funktion w ten Grades so: 

(13) y = On x n + a„~i af- 1 - a 2 x z + a^x + a 0 . 

Dir Differentialquotient ist 

(14) || = n a n a?*- 1 + (w —1) a n -i x n ~ z -I-+ 2 a 2 x + a x . 

Wir wissen, daB die Funktion. uberall stetig ist. Da auch der Differential- 
quotient (14) eine ganze Funktion ist, hat auch er fiir jedes x einen be- 
stimmten endlichen Wert. Wenn wir die Bildkurve der Funktion y im 
Sinn wachsender Abszissen durchlaufen (S. 32), wird sie 
abwechselnd steigen und fallen konnen, d. h. aus Bergen und Talern 
bestehen konnen, aber nirgends unendlich groBe Ordinaten haben. 
Auch wird ifare Tangente nirgends zur y-Achse paraUel (weil sonst der 
Differentialquotient unendlich groB ware). Doch gilt dies nur fur 
endliche Werte der Abszisse x. Mithin ist noeh zu fragen, wohin 
die Bildkurve strebt, wenn x nach unendlich groBen 
Werten strebt? 

Zur Beantwortung der Frage formen wir zuerst den Ausdruck der 
Funktion (13) um, indem wir die rechte Seite mit x n multiplizieren und, 
um dies wieder gut zu machen, jeden Summanden mit x n dividieren: 

y — ® n [«- + «n-i. \ +: .. 4- <h . + <h • + «o - J;) • 

Den Differentialquotienten (14) konnen wir entsprechend so umformen 

. = x*- i [nan + (w -1) On- 1 •; + ••• + 2 «s • -^=2 + • 

Wenn nun x, sei es positiv oder negativ, uber jede Zahl wachst, d. h. 
wenn lim x — -(- 00 oder —00 ist, streben alle Bruche 

till 
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nach Null Also wird dann 

lim y = lim (x n ). a n , lira = lim (a;”"" 1 ). n a n . 

Wir nehraen selbstredend n > 1 an, denn fur n = 1 handelt es sich um 
die linearen Funktionen, deren Bilder Geraden sind. Bei der Annahme 
n > 1 strebt auch af 1-1 nach + oo oder — oo , falls der absolute Betrag 
yon x iiber jede Zahl wachst. Sowohl y als auch der Differentialquotient 
streben also nach dem positiv oder negativ Unendlichen. 1st n gerade, 
so ist af imraer positiv, wahrend af 1 ” 1 dasselbe Vorzeichen wie x hat. 
1st n ungerade, so ist x n ~ l immer positiv, wahrend x n dasselbe 
Vorzeichen wie x hat. Da ferner a n positiv oder negativ sein kann, 
ergeben sich folgende Moglicheiten: 


n 


lim x 

lim y 

lim ~ 
dx 


gerade 

positiv 

— 00 
+ oo 

*-j"“ OO j 
+ 00 

— oo 
+ 00 

1. Fall 

negativ 

— 00 

oo 

— 00 

— oo 

-|~ oo 
— 00 

2. Fall 

. 

ungerade 

positiv 

+1 

8 8 

- 00 

-f- 00 

++ 

8 8 

3. Fall 

negativ 

- 00 

—|— 00 

! 

—j— 00 
— oo 

— oo 

-— oo 

4. Fall 


11- Beispiel: Im 10. Beispiele trat die ganze Funktion dritten Grades 
y = — 26a: 2 4- 40 z 


aui Hier ist n = 3 ungerade, 
<z n = a z = 4 positiv. Also liegt der 
3. Fall vor: Die Bildkurve kommt 
beim Durchlaufen im Sinn wach- 
sender Abszissen vom Negativ-Unend- 
lichen (von unten bei der gewohn- 
lichen Lage des Achsenkreyzes) mit 
stark steigender Tangente und # geht 
nach dem Positiv-Uncndlichen (nach 
oben) mit ebenfalls stark steigender 
Tangente. Dazwisclien kann sie 
selbstredend noch- Bergo und Taler 
haben. In der Tat sieht sie so aus, 
wie es Fig. 71 zeigt. Die friihere 
Fig. 70 zeigt nur den damals ge- 
brauchten Teil der Kurve von x = 0 
bis x - 2,5. 



Fig. 71. 


7 * 
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Was die Berechnung der Werte einer bestimmt vorgelegten ganzen 
Funktion hoheren Grades betrifft, bei der also die Koeffizienten als be- 
stimmte Zahlen gegeben sind; so wird sie muhselig, wenn der Grad groB 
ist, wegen der Potenzen von x. Bequemer ist es, wenn die Funktion 
znfallig in Produktform vorliegt, me im 10. Beispiel unter (10) in der 
Form 2 / = (8 — 2m)(5 — 2x)x. Deshalb ist es angebracht, zu erortern, 
dafl man immer aus alien Gliedem einer vorgelegten ganzen Funktion 
irgendeine lineare Funktion x — h' absondern kann, wenn 
h eine beliebig gewahlte Zahl bedeutet. Allerdings bleibt dann schliefi- 
lich immer noch eine letzte additive Konstante tibrig, was jedoch 
die Berechnung nicht unbequem macht. Wie diese gemeint ist, 
wird man besser erkennen, wenn man ein Zahlenbeispiel betrachtet: 

12.- Beispiel: Wir versuchen, von der Funktion 
y - Sx 4 — 2 x 3 + 5x — 42 

den Faktor x — 3 abzusondern. Das dabei einzuschlagende Verfahren heiBt die 
Partial division, weil man die Glieder von*/nach und nach mit % — 3 dividiert. 
Dabei geht man namlich vor wie beim Dividieren zweier Zahlen, wo man zuerst 
nur die Ziffern von der hochsten Stellenzahl bcnutzt. Wir iasscn bier zuerst die 
hochste Potenz von x ins Auge, also das Glied 3x 4 . Seine Division mit x gibt 
3x 3 . Wenn wir also x — 3 mit 3X 3 multiplizieren und das Ergebrtis von y 
abziehen, wird das Glied 3 a* 4 verschwinden. In der Tat gibt. die Multiplikation 
3a 4 — Ox 3 und die Subtraktlon vou y also als Best 7x 3 + 5x — 42. Demnach 
ist 3x 3 unser erstes Teilergebnis. Vom Best fassen wir wieder die hbchste 
Potenz ins Auge, also 7a 3 . Dies Glied gibt mit x dividiert 7x 2 als zweites 
Teilergebnis. Da x — 3 mit 7x 2 multiplizierfc 7X 3 — 21x 2 liefert, ist dies 
vom Rest abzuzielien. Dann verbleibt als neuer Rest 21 x 2 + 5x — 42. Fr 
ist nur noch vom zweiten Grad. Nun ist 21 x 2 :x =• 21 x und (x — 3).21x = 
21 x 2 — 63x. Mithinist 21x das dritte Teilergebnis, und 21x 2 — 63x muB vom 
letzten Rest abgezogen werden. Dann verbleibt der Rest 68 x — 42. Das vierte 
Teilergebnis ist 68 x ;x Oder 68. Wird schliefilich (x — 3) GS oder 68x — 204 vom* 
Rest abgezogen, so bleibt die Konstante 162 iibrig. Man kann also y mit x — 3 divi- 
dieren; dabei ergeben sieh nach und nach die Glieder 3X 3 , 7x 2 , 21 x und 68, und als 
Rest, der sich nicht mehr mit x — 3 dividieren laBt, verbleibt die Zahl 162. Also ist: 

(15) 3x 4 — 2a5®+ 5x —42 = (a — 3) (3x2+ 7x 2 + 21x + 68)+ 162. 

Im Ergebnis (15) des letzten Beispiels steht links die gegebene 
Funktion, sie ist vierten Grades. Rechts steht zuerst das Produkt aus 
dem linearen Faktor x — 3 mit efner Funktion, die selbstverstand- 
lich von um Eins geringerem Grad, also vom dritten Grad ist. 
Den Schlufi bildet die additive Konstante 162. Man wird wohl liber- 
sehen, daB sich im allgemeinen Fall ganz Entsprechendes ergibt: Wir 
nehmen statt der Funktion vierten Grades eine ganze Funktion 
n tm Grades an, etwa in der Darstellung (13). Der lineare Faktor, 
der herausgezogen werden soil, sei — h. Die ubrigbleibende additive 
Konstante, der letzte Rest, sei r. Auf der rechten Seite wird dann 
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x — h multipliziert mit einer ganzen Funktion von nur noch (» — l) tem 
Grad stehen. Sie wollen wir mit 

b n —1 x n—1 -f- in—2 X n ~ 2 + ■ - ■ 4 “ X 2 + \ 

bezeichnen. Die allgemeine Formel wird demnach so aussehen: 

( a n x n 4* an-ix"- 1 + an— 2 X n ~ 2 + a 2 x? -f- a^x -f* a 0 ~ 

(16) | = (x — h) + In-iX"-* + b n - 3 X n ~ S + ... + \x 2 + 

[ + b 1 x -f- b 0 ) + r. 

Aber sie ist hiermit noch nicht streng bewiesen, sondern vorerst nur 
eine Vermutung. Man kann jedoch leicht zeigen: Wenn die ganze 
Funktion n ten Grades gegeben ist, und wenn auBerdem eine Kon- 
stante h gegeben wird, gibt es stets Konstanten b n -i, K- 2 , K- 3 , ■ ■ • 
b 2 , b v b 0 und eine Restkonstante r derart, daB die Gleichung (16) fur 
alle Werte von x richtig ist. Diesen Beweis fiihren wir nicht wie im 12. 
Beispiel durch Partialdivision, sondern indem wir Additionen und Multi- 
plikationen anwenden. Die rechte Seite der Gleichung (16) lautet zu- 
nachst ausgerechnet so: 

b„-ix n + 6„_ 2 x n - x + & n _ 3 x n ~ 2 \ x 2 + b 0 x — 

— hb„--i x’ 1 — 1 — hb n — 3 x n ~ 2 — . . — hb 2 x 2 — hb 1 x — hb 0 + r. 

Nun ist (16) richtig, sobald die gegebenen Koeffizienten a n , a n _ u 
a n ~ 2 , ... a 2 > ®d ft o links in (16) gleich denjenigen Koeffizientensummen 
sind, die sich hier als Faktoren von x n , x n ~ l , x n ~ 2 .... x 2 , x und als 
additives Glied ergeben. Mithin wird verlangt: 


d n — in—h 

in —1 ^ 

a n—l = in— 2 — Jl in—V 

in—2 = Un— 1 + Jl in—Li 

CL n — 2 ^ in— 3 'h in— 2? 

\in —3 = An—2+ hi H — 2, 

d. L: (17) 


&2 Ji ify 

bi = a 3 "4" hb 2 , 

= ])q Ji J) 

K =<h + kK 

a 0 — hi 0 

. r =a 0 + hb 0 . 


DieFormeln (17) geben aber einfache Vorschriften, wie man nachein- 
ander b n , b n _ 1( j „_ 2 ,. .. b v b 0 und r durch Multiplikation und Ad¬ 
dition berechnen kann, und damit ist der Beweis erbracht. 

13. Beispiel: Wir zeigen, wie diese Berechnung anstatt der im 12. Beispiel 
angewandten Partialdivision dasselbe ergibt wie dort: Im 12. Beispiel liegt eine ganze 
Funktion vierten Grades vor, also ist n = 4. Die Koeffizienten der Funktion sind 
« 4 = 3, a 3 = — 2, a 2 = 0, a 1 = 5, a„ = — 42. (Man mufi namlich beachten, daft 
das Glied mit a 2 fehlt, also a 2 = 0 zu setzen ist.) Femer ist im 12. Beispiel h — 3 
gewahlt worden. Die Gleichungen (17) sind demnach jetzt die folgenden funf: 
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= 3» = — 2 +• 3 — 3 5 2 , = 5 4* 3 t — — 42 *+ 3 

Sie geben i, = B, i t = 7, = 21, Z> 0 = 68, r = 162, und dies steht mit der SchluB- 

gleichung (16) des 12. Beispiels im EinHange. 

Die Gleichung (16) stellt eine Umformung einer ganzen Funktion 
dar. Um das Wesentliehe davon durch einen Satz zusammenzufassen, 
ist es bequem, eine ganze Funktion n Un Grades mit /» (a:) zu be- 
zeiehnen. Dann konnen wir namlich sagen: 

Satz 4: Wird irgendeine ganze Funktion n 4 *” Grades f n ( x ) 
von x vorgelegt und bedeutet h eine beliebig gewahlte 
Konstante, so gibt es stets eine gewisse ganze Funktion 
(n-'l) ten Grades / B _ 1 (a:)von x und eine gewisse Konstante r 
derart, daB fur alle Werte von x die Gleichung gilt: 

U (x) = (x — h) . fn—l (x) + r. 

In bezug auf die additive Konstante r, den Rest, ist eine Bemerkung 
zu machen. Im 12. und 13. Beispiel, wo die ganze Funktion 

3 z 4 — 2 a? + 5® — 42 

vorgelegt war und h = 3 angenommen wurde, moge man x — 3 in die 
Funktion einsetzen. Dann kommt 3.81 —2.27 + 5.3 — 42 oder 162. 
Dies also ist gleich dem Best r in Gleichung (15). Das ist kein Zufall! 
In der allgemeinen Formel (16), die in Satz4kiirzer so geschrieben ist: 

(18) . /„ (x) = (x — h). /„_! (x) + r, 

moge man fur x den Wert h einsetzen, was erlaubt ist, da die Formel fttr 
alle Werte von x gilt. Weil der rechts vorkommende Faktor x — h gleich 
Null wird, wenn man x—h selbst setzt, kommt dann: 

(19) a n h H 4- On —i h n 1 + ctn- 2 h n ~ 2 + ... + a 2 h 2 + a^h + a 0 = r 
Oder, kiirzer geschrieben: 

(20) Uh) = r. 

Unter f n (h) wird selbstverst&ndlieh f n (x) fur x — h verstanden. Der 
Rest r ist also stets gleich dem Wert, den / n (x) far x = h annhnmt- 
Insbesondere ist es mbglich, daB x = h ein derartiger Wert von 
x ist, far den die Funktion f n (x) gleich Null wird. Nach (20) ist dann 
r = 0, so daB (18) die Form bekommt: 

U(x)=(x-h) /„_!(*). 

Somit haben wir den 

Satz 5; Dann und nur dann, wenn h ein Wert von x 
ist, far den eine vorgelegte ganze Funktion Grades 
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i (x\ den Wert. Null "hat, ist die Funktion /,(*) ohne Rest 
I’iSegbat in d»s Produkl aus a-bund .iner ganacn Fnnk- 
tion (n — I) 180 Grades /„_i (*): 

f n (x) = (x — h)f n - 1 (»). 

14. Beispiel: Die Funktion vierten Grades 

3s 4 — 2a? + 5 a—42, 

der Form: n , . , . 

8*-2* + 6a-42= (a-2) (5„a? + M a + M + U 

Wir bestatigen dies durch Ausrechnung der rechten Seite: 

3x*-2a» + 5x-42 = 5 a a‘+ (&*-2& s )ar> + (5,-25,) » 2 + (6, — 2K) ®“ 26 «- 

=-“mso Tt U * 

= 4, b x = 8, i 0 = 21, nothin: 

3a*-2x‘+5*-42=- (*-2)(8a? + 4s’ + 8*+81). 

statt zu sagen, daS eine ganze Funktion n te “ Grades 

( 21 ) a n & + On - r *"- 1 + « n -- 2 ^- 2 + -.. + «^ 2 + « i * + «o 

fiir * = ft den 'Wert Null hat, kann man auch sagen, dafi die Gleichung 
n Un Grades 

(22) a n & + + «■ .,x^ + ... + a^ + ai x + a o = 0 

die Losune % — ~h hat. Schon auf S. 23 hetonten w den Unterschied 
trischen dem aUgemeinen Zeichen x fur eine beliebig veranderliche 
GrdBe und der vom Schulunterrichte her gewohnten Bezeichnung der 
Losungen einer Gleichung mit x. In (21) ist «.eme belieb^ veran r- 
liche GroBe Dagegen stellt (22) eine Bedmgung fur x dar; diese Gleichung 
sagt aus, dafi 2 sich nur urn solche Werte von x handeln soli, die sie 
befriedigen. Der Satz 5 kann nun so gefaBt werden: 

Satz <5: Dann und nur dann, vrenri h eine Losung der 
Gleichung n ten Grades 

a n x» + 0,-1 X "- 1 + —2 X "- 2 + •••+. a 2 * a + «i fl5 + a o = ® 

ist, last sich die ganze Funktion n ten Grades 

a n X» + fln-l *"' _1 + a!n_2 -1- a 2 i 2 + <h * + «o 

als Produkt ausx-fc und einer gewissen ganzen Funktion 
( w _i)ten Grades, also in der Form 
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(* — &)(&*-1 + bn -2 £ n - 2 +- h h £ 2 + 6 l a ? + b 0 ) 

filr alle Werte von % darstellen. 

Hat man also den Wunsch, eine gegebene gauze Funktion 
Grades f n (x) als ein Produkt in derForm (x — k)f n ^i(x) darzustellen, so 
mufi man die Konstante h so wahlen, daB x = h eine Losung der Glei- 
clung n ten Grades j n (x) = 0 ist; und das ersebwert die Sache. Demi 
man wird ja noch von der Schnle her wissen, dafi die Aufgabe, eine 
Losung einer vorgelegten Gleichung n ten Grades ausfindig zu machen, 
nielt so einfaeh ist. Wir kommen auf diese Anfgabe in § 3 zuriick 

§ 2 . Maxima und Minima. 

Otters haben wir uns veranlaBt gesehen, in einzelnen Auf gab en 
solche Werte von x zu bestimmen, fiir die eine Funktion y am groJSten 
wird, so im 3. Beispiel auf S. 55, im 9. auf S. 96 und im 10. Beispiel 

auf S. 97. Untersuchen wir dies jetzt all- 
gemein! Wir wollen annehmen, eine vor- 
gelegte Funktion y = f(x) sei stetig, habe 
also eine stetige Bildkurve, und die Kurve 
habe uberall Tangenten, d. h. die Funk¬ 
tion sei differentiierbar. Fig. 72 stelle die 
Bildkurve dar. Man erinnere sich daran, 
dafi sie im Sinne wachsender Ab- 
szissen, also in Fig. 72 von links nach 
reehts, durchlaufen werden soli. Da die 
Steigung das Verhaltnis zusammengehoriger Zunahmen von y und cc 1st, 
die Zunahme von x aber bei dieser Festsetzung bestandig positiv blelbt, 
ist dann die Steipng positiv oder negativ, je nachdem die Zunahme 
von y positiv oder negativ ist. Weil die Steigung durch den Diffe- 
rentialquotienteii angegeben wird, folgt daraus der 

Satz7i Ist eine Funktion y — f{x) differentiierbar und 
wird ihre Bildkurve im Sinn der positiven a>Achse durch¬ 
laufen, so steigt die Kurve, d. h. so wachst t/, solange der 
Differentialquotient positiv ist; dagegen fallt die Kurve, 
d. h. nimmt y ab, solange der Differentialquotient negativ 
1st. 

In Fig. 72 steigt die Kurve vor A und B und nach C und D ; sie 
fallt dagegen nach A und B und vor C und Z>. Desbalb ist der 
Differentialquotient vor A und B und nach C und D positiv, dagegen 
nadi A und B und vor C und D negativ. Mithin tritt in A, B, O, JD 
wechselimVorzeichen des Differentialquotienten ein, und dies kommt 
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dadurch zustande, dafi der Wert des Differentialquotienten (der Stei¬ 
gung) dort durch Null hindurch geht. Aber es sine! noch andere Falle 
denkbar. Wenn namlich die Kurve in einem Punkt die Steigung Null, 
d. h. eine zur r-Achse parallele Tangente bat, sind fur die kurz vor- 
her oder nachher kommenden Punkte uberhaupt folgende Mog- 
lichkeiten vorhanden: 



Die Steigung ist: 

vorher 

positiv 

positiv negativ 

negativ 

nachher 

positiv 

negativ positiv 

negativ 


1 . 

2. 3. 

4. 


Der erste Fall tritt in Fig. 73 an der Stelle 1 auf, der zweite an der 
Stelle 2 usw. Die Kurve weist daher im 1. und 4. Fall eine Art von 
Terrasse auf. Im 2. Fall dagegen hat die Kurve eine hochste Stelle, 
einen Maximalwert von y, im 3. Fall eine tiefste Stelle, einen 
Minimalwert von y. Sehr wohl kann es vorkommen, dab mehrere 
Maximalwerte von y auftreten Oder aueh mehrere Minimalwerte, wie in 
der vorigen Fig. 72. Wir sagen uberhaupt: y hat an einer Stelle 
ein Maximum (Minimum), sobald nur die unmittelbar vor- 
hergehenden und unmittelbar nachfolgenden Werte von y 
kleiner (groBer) sind. 

In der Natur einer 
Aufgabe kann es liegen, 
daB fur x nur solche 
Werte in Betracht kom- 
men, die einer gewissen 
Spanne, einem soge- 
nannten Intervall, an- 
gehoren. (Im 10. Bei- 
spiele, S. 97, war x auf 
die Werte zwischen 0 
und2f beschrankt.) Dies 
bedeutet dann, daB wir nur ein Stuck der Kurve, wie z. B. in Fig. 73 
das von A bis B, ins Auge zu fassen haben. An den Grenzen A und B 
dieses Stiickes treten dann Werte y auf, die nur mit denjenigen un¬ 
mittelbar benachbarten Wertcn zu vergleichen sind, die innerlialb des 
Intervalles liegen, so in A nur mit den weiter rechts, in B nur mit 
den weiter links liegenden Wertcn. An diesen Grenzen bezeichnen wir 
daher y als ein Maximum, wenn die unmittelbar daneben, aber im 
Intervalle liegenden y kleiner sind, dagegen als ein Minimum, wenn 
sie groBer sind. Danach tritt in Fig. 73 in A ein Minimum und in B 
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ein Maximum von y ein. Derartige Maxima und Minima nennen wir 
Grenzmaxima und Grenzminima. Zusammengef aBt: 

Satz 8: 1st y = f(x) eine differentiierbare Funktionvon#, 
so kann sie nur da ein Maximum Oder Minimum haben, 
wo der Differentialquotient gleich Null 1st. Daselbst tritt wirk- 
lich ein Maximum auf, wenn der Differentialquotient un- 
mittelbar vorhej positiv und unmittelbar nachher negativ ist, 
wenn er also beim Durchschreiten der Stelle abnlmmt. Dar 
gegen tritt daselbst ein Minimum auf, wenn der Differential- 
quotient unmittelbar vorher negativ und unmittelbar nach¬ 
her positiv ist, wenn er also beim Durchschreiten der Stelle 
zuniramt. In alien anderen Fallen tritt an der Stelle weder 
ein Maximum noch ein Minimum auf. 1st x auf ein Inter- 
vall beschrankt, so kann es auBerdem an den Grenzen des 
Inter vails Grenzmaxima oder Grenzminima geben. 

Hat man den Satz vollig erfaBt, so wird man die zeichnerische Dar- 
stellung nicht mehr notig haben, um bei einer vorgelegten Aufgabe die 
Maxima und Minima zu finden, sondern geradezu die Werte von x suchen 
fur die der Differentialquotient gleich Null ist. 

1. Beispiel: In eine Wand ist eine Blechplatte wagerecht eingelassen, so daB 
ein Rechteck vorsteht, dessen Breite von der Wand bis vorn 9 cm betragt, wahrend es 
48 cm Lange hat. Schneidet man an den beiden freien Ecken kleine gleichgroBe 
Quadrate aus und kippt man die Rander nach oben um, so entsteht ein langs der Wand 
laufender offener Behalter. Wie hoch muB der Rand oder, was dasselbe ist, die Quadrat- 
seite gewahlt werden, damit der Behalter einen mogliehst groBen Inhalt fafit? Dies© 
Aufgabe erinnert an das 10. Beispiel auf S. 96. Ist x die Quadratseite in Zentimetern, 
so ist der Inhalt y in Kubikzentimetern: 

y= (48 — 2 a?) (9 — x) x. 

Der Lnterschied gegenuber jenem Beispiel liegt, abgesehen von den Zahlenwerten, 
daiin, dafi der zweite Faktor — x und nicht —2 x enthalt. Hier ist. wie man be- 
rechnen moge: 

|| = 6^—132 x 4-432. 

Die Quadratseite x kann hochstens gleich 9 gewahlt werden. Denken wir uns y fur 
die Werte von x zwischen 0 und 9 berechnet nnd in ein Achsenkreuz eingetragen, so 
bekommen wir dadurch eine Kurve, die vom Nullpunkt ausgeht und die sc-Achse 
wieder an der Stelle x = 9 trifft, denn y ist gleich Null fur x = 9. Dazwischen 
ist ^ be , ra11 Positiv. Zu Aiifang ist die Steigung gleich 432, an der Stelle x = 9 gleich 
-270, d. h. zuerst steigt die Kurve, zuletzt fallt sie. Sie mufi deshalb einen Gipfel 
haben, d. h. irgendwo zwischen x = 0 und a; — 9 hat y sicher ein Maximum. 
Dies wird gesucht. An der gesuchten Stelle mnB die Steigung gleich Null sein; also 
haben wir einen Wert von x zwischen 0 und 9 zu suchen, fur den 

6s 2 —132*+ 432 = 0 



§ 2. Maxima und Minima . 


107 


ist Dies ist eine quadjratische Gleichung fiir die Unbekannte (jetzt nicht 
VerSnderliche) x. Um die Losungen der Gleichung zu finden, verfahren wir so: Zuerst 
schaffen wir das konstante Glied auf die rechte Seite, und dann dividieren wir beide 
Seiten mit 6, so dafi wir bekommen: 

x 2 — 22 x = — 72. 

Jetzt erganzen wir x 2 — 22x zum Quadrat, wie man sich ausdriickt, d. h. wir 
erinnern uns daran, dafi (x —a) 2 = x 2 — 2 ax + a 2 ist, und sehen, dafi die Gleichung 
links zwei Glieder a? — 2.11 x hat, die als Anfang dieses Quadrats gebraucht werden 
konnen. Offenbar mussen wir a = 11 qehmcn. Dann ist (x — ll) 2 = x 2 — 22 x + 121. 
Dieses vollstandige Quadrat (x —ll) 2 wird in der Gleichung links steben, wenn 
links noch der Summand 121 vorkommt. Den diirfen wir hinsetzen, sobald wir es auch 
rechts tun. Also schreiben wir: 


oder 


x 2 —22x + 121 - —72 + 121 
(x— 11) 2 = 49 = 7 2 . 


Ziehen wir nun die Quadratwurzeln aus, so folgt, dafi entweder: 


oder 


x — 11 = 7, also x = 18 

x —11 - — 7, also x = 4 


sein mufi. Da x zwischcn 0 und 9 liegt, ist nur x = 4 zu gebrauchen. Weil, wie gesagt, 
zwischen x = 0 und x = 9 ein Maximum vorkommt, mufi es also fiir x = 4 ein- 
trcten. Man wird mithin 4 cm des Randes der Blechplatte umknicken und erhalt 
dadurch, wie man berechnen moge, einen Behalter von 800 ccm Inhalt. Niitzlich es ist, 
die Bildkurve der Funktion y von x = 0 bis x = 9 zu zeichnen. Wir haben es nicht 
getan, urn zu zeigen, dafi die nur gedachte Bildkurve fiir die Losung der 
Aufgabe ausreicht. 

2. Beispiel: Unter alien oben offenen zylindrischen Gefafien von ders^lben 
vorgeschriebenen Oberflacbe (gleich Mantel plus Grundflache) soil dasjenige her- 
ausgefunden werden, das den grofiten Inbalt hat. Wird der Radius des Grundkreises 
grofi gewahlt, so bleibt fiir den Mantel wenig Material iibrig. Das Gefafi wird also sehr 
flach und wenig Inhalt haben. Wahlt man andererseits den Radius der Grundflache 
Idem, so bleibt zwar fflr den Mantel viel Material iibrig, das Gefafi wird sehr koch, 
rohrenformig, hat aber wegen der geringen Weite nur geringen Inbalt. Zwischen 
beiden Moglichkeiten wird die gewunscbte Form liegen. Die gegebene Gesamtflache 
des Mantels und Bodens betrage F qcm. Beliebig wahlen konnen wir zunachst 
den Radius der Bodenflache, allerdings offenbar nicht negativ und nicht iiber alle 
Grenzen grofi. Wir setzen ihn gleich x cm. Wie grofi ist dann der Inbalt y? Die 
Grundflache hat n x 2 qcm; also bleiben fiir den Mantel (F — n x 2 ) qcm. Er wird 
auseinandergebreitet ein Rechteck, dessen Grundlinie gleich dem Umfange 2nX des 
Bodens ist, Daher ist die Hohe h gleich der zur Verfiigung stehenden Flache 
F — 7i. X s , dividiert mit 2 n X, d. h. 


— ^ — 71 ^ 
2nx 


Da der Rauminhalt gleich Grundflache n x 2 mal Hohe h ist, hat er, ausgedriickt in 
Kubikzentimetern, den Wert 


2/= ax 2 • 


F — zrx 2 

2 71 X 


]rFx — JtiX 3 . 
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Bier ist: 


Dies 1st gleich Null fur 


| nx 2 — also x 2 = -K~ i 


& k fir 


Die Wurzel mufi posifciv gewahlt werden. Wir sahen, dal ein Maximum von y vor- 
haiilen seiu muB. Da sich audererseits nur dieser eine Wert von x ergibt, fiir den y 
uberkaupt ein Maximum haben kann, tritt sicheT fiir diesen Wert yon x das Maximum 
ein. Alsdann ergibt sich als Gefaflhohe: 

2 ” 1 jii Zn iwz 

»sfc dwaeHw Wcrfc wie der von. a;. Das GefaB wird mithin den groBten 
a en, wean seine Hohe gleich dem Radius des Grundkreises ist. 

wwi B " !pie1 ,- a Maa behand!e et>enso die Aufgabe: Unter alien oben ge- 
ieteirh Vanf l GefaBen v011 derselben vorgeschriebenen Oberflache 

irdt Z den poBferSilt hat' 1)eckelflSche ) soU das i en « e hcrausgefunden 

n 4. Beispiel; Wie stellen sich die LBsungen der beidenletzten 

Aolgaben dar, wenn man annimmt, daB das Stiicfc, das beim 
neransscnneiden der kreisformigen Bodenflache (oder des Deckels) 
T°w. < ? em ““flnebenen Quadrat iibrig bleibt (siehe Fig. 74), als 

Fig. 74 off^n r C f“R b T tZt W ‘ J rd? Wir W0llen dies nur fiir den FaU des 

oflenen GetaBes burz andeuteu. Ist a: der Eadius, so wird durch die 

&he, verbrancht “S* ^ S ° ndern ix * «“* Q Mdrat ' 

Hdhe gleich L nurJP - 4a;a ^ig, so daB die 

bergestellt widen, teen GrundfldcL 6 ^^ 80 !! T vierecId § e:r gescMossener Kasten 
Kasten geben, damit er meelichst Jn lst Velche form muB man dem 

P^_flScbe(Grandflache, g I)Mkefmd ST”/ voraas & cset2t > daB di « 
gerhmbmen HScheninhalt haben’ Diew a ® e itenflachen) zusammen einen yor- 
haaddn. aben? Dlese Au %abe ist wie das 2. Beispiel zu be- 

Deckd haberf soil. DieSc1be Aufgabe 1Ss e man fur den Fall, wo der Kasten keinon 

TC «„ E J?' ff 4 ™"* V °” ***«"«•». 

besehaftigen wir uns jetzt 

■*«0n»d*S,'L ( ^“S a s .£? '“t hi “ 

cfi batz 8, S. 106, zur Bestimmung der 
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Maxima und Minima einer Funktion die Losungen einer Gleiehung 
braucht. Man weiB, daB die Auflosung von Gleichungen iiberhaupt eine 
recht wichtige Saehe ist. Wir wollen uns damit keineswegs so beschafti- 
gen, wie es im Schuiunterricht geschielit,- vielmehr vom Standpunkte 
der Anwendungen aus. Einige allgemeine Eemerkungen schicken wir 
voraus: 

Zunachst sei noch einmal an den Unterschied zwischen einer beliebig 
veranderlichen Grofie x und einer Losung x einer Gleiehung, also einer 
bestimmten, aber vorerst noch unbekannten GroBe x erinnert Darauf 
machten wir schon auf S. 23 aufmerksam. Im Schulunterrjcht wird 
gezeigt, daB man die Losungen von Gleichungen bis zum vierten 
Grad, d. h. bis zu solchen von der Form 

ax i 1 + bx 3 + cx 2 + gx + h = 0, 

worin die Koeffizienten a, b, c, g, h gegebeme Konstanten bedeuten, mit 
Hilfe von Wurzelzeichen durch Formeln darstellen kann. Wegen dieser 
Darstellung hat sich bei den Mathematikern die Gewohnheit einge- 
burgert, die Losungen einer Gleiehung die Wurzeln der Gleiehung zu 
nennen. Lehrer, auch Hochschullehrer gibt es, die diesen Ausdruclc ge- 
brauchetn, ohne zu ahnen, welche Verwirrung sie dadurch in manchen 
Kopfen anrichten. Um Yerwechslungen mit dem eig^ntlichen Wurzel- 
begriffe zu vermeiden, hiiten wir uns davor; wir sprechen also immer 
von den Losungen,einer Gleiehung. Nur damit der Leser nicht stutzig 
werde, wenn er gelegentlich anderswo von Wurzeln einer Gleiehung 
reden hort, erwahnen wir diesen Umstand. 

Die Losungen einer allgemeinen Gleiehung von hbherem als 
viertem Grad kann man nieht mittels der Zeiehen der Arithmetik, 
insbesondere mittels der Wurzelzeichen darstellen. Man ,,kann“ es nicht, 
aber die Schuld liegt nicht an den Mathematikern, sondern sozusagen 
an den Gleichungen selbst. Denn es lafit sich geradezu beweisen, daB- 
es unmdglich ist, daB man sich also vergeblich anstrengt, wenn man 
es zu tun versucht, ebenso vergeblich wie die Erfindung des Perpetuum 
mobile. Solange der Beweis noch fchlte, hat man viele vergebliehe Ver- 
suche gemacht. Wir verdanken. dem jung verstorbenen groBen nor- 
wegischen Mathematiker Abel (1802—1829) den Nachweis der Un- 
moglichkeit. der Auflosung von allgemeinen Gleichungen hoheren als 
vierten Grades mittels der Zeiehen der Arithmetik. Wir konnen auf den 
Beweis nicht eingehen, denn er ist nicht einfach. Er hat aber auch 
fiir unsere Zwecke keinc sonderlichc Bedeutung. Man darf namlich 
nun nicht folgern, daB es unmoglieh ware, die Losungen einei Gleiehung 
hoheren Grades zu bestimmen; man muB nur die Frage richtig 
stellen. In der Mathematik kommt es oft genug vor, daB man ein 
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GroBe nicht vollst&ndig genau angeben kann, obwohl man weiB, daB 
sie einen ganz bestimmten Wert hat. Dies, gilt z. B. von der beruhmten 
Zahl 7 t = 3,14159 .... Aber in alien derartigen Fallen genugt es, ein 
Verfahren zu ermitteln, mittels dessenman einen Wertfinden 
kann, der vom gesuchten um weniger abweicht, als man 
nur limner vorschreiben mag. Man schreibe z.B. vor, diegesuchte 
Zahl soil bis auf so und so viele Dezimalstellen abgerundet richtig 
sein; der Mathematiker soil diese Forderung erfiillen, z. B. fur die 
Zahl n. Der Mathematiker steht iiberhaupt auf dem Standpunkte: 
Sobald er ein Verfahren hat, mittels dessen eine gesuchte GroBe nut 
jedem beliebigen Grad der Genauigkeit gefunden werden kann, ist 
diese GroBe nicht mehr unbekannt; vielmehr heiBt sie dann bekannt. 
Uns kommt es nur auf die praktisehen Anwendungen an, und 
man wird zugeben miissen, daB auch da dieser Standpunkt durchaus 
berechtigt ist. Denn bei alien praktisehen Anwendungen handelt . es 
sich um Naherungswerte, weil schon das bloBe Abmessen von wirklich 
vorkommenden GroBen mit unvermeidlichen Ungenauigkeiten belastet 
ist (vgl. S. 3). Freilich ware es recht unvollkommen, wenn wir eine 
gesuchte GroBe z, B. nur bis auf 1% genau finden konnten, denn es ist 
moglich, ja wahrscheinlich, daB man beim bestandigen Vervollkommnen 
der menschlichen Arbeit eine weiter gehende Genauigkeit fur diese 
GroBe braucht. Solcher Vervollkommnung kann der Mathematiker in 
Ruhe harren, sobald er nur herausgebracht hat, wie man die GroBe 
mit jedem gewiinschten Grade der Genauigkeit ermitteln kann. 

Ja selbst, wenh man die Losungen einer Gleichung durch Formeln 
darstellen kann, bedeuten die Formeln doch in Wahrheit meistens nur 
Naherungsverfahren. In der Tat, man beweist auf der Schule, daB die 
quadratische Gleichung 

( 1 ) ax 2 + bx +c — 0 


die Losungen hat: 

( 2 ) 


h±zY¥- 
2 a 


undhier tritt eine Guadratwurzel auf, die man doch nur in seltenen Fallen 
voUkommen ausrechnen kann, denn z. B. |/2 = 1,414... laBt sich nur 
angenahert berechnem aber allerdings mit jedem gewiinschten Grad der 
Genauigkeit. 

Weshalb diese lange Auseinandersetzung ? Die Mathematik ist 
wegen ihres eigenartigen Wesens mehr als jede andere Wisscnschaft 
der Gefahr ausgesetzt, von Laien falsch verstanden zu werden. Man 
kann sagen, daB eigentlich jeder Ausspruch, der auBerhalb des engeren 
Kreises der Mathematiker uber ihre Wissenschaft gelaufig ist, falseh 
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verstanden wird, so die Nichtauflosbarkeit von Gleichungen hoheren als 
vierten Grades, so auch die Unmoglichkeit der Quadratur des Kreises, 
von der wir spater (im § 5 des Kap. 10) gelegentlich reden werden, usw. 
Deshalb muB man uns schon die vorstehende lange Auseinandersetzung 
gestatten. 

Unser Zielist also dies: Liegt eine bestinimte Gleichung vor, 
so wollen wir ein Verfahren ermitteln, mittels dessen man 
ihre Losungen mit jedem gewimscbten Grad der Genauig- 
keit finden kann. 

Bevor wir daran gehen, wollen wir noch einiges in betreff der Formel 

(2) sagen. Der Leser wird ja bemerkt haben, daB wir nur bescheidene 
Anleken von dem machen, was er noch von der Schule lier weiB; und 
deshalb soli auch diese Formel (2) hier von neuem abgeleitet werden, 
und zwar, schon um den Kenner nicht zu langweilen, auf einem anderen 
Wege: 

Vorgelegt sei also eine quadratische Gleichung (1), in der man 
sich unter der Konstanten a, b, c bestimmte Zahlen denke. Insbesondere 
soli a 4=0 sein, weil sonst ja nur eine lineare Gleichung vorlage. Handelt 
es sich nun z. B. um die Gleichung 

— x — = 0, 

so konnte man mit irgendeinem Werte x probieren, ob er eine Losung 
ist. "Wahlt man hier z. B. x = B, so wird die Gleichung erfullt, aher das 
ist ein besonderer Glucksfall. Im allgemeinen wird, wenn eine Gleichung 
(1) vorliegt und fur x irgendein bestimmter Wert eingesetzt wird, der 
Ausdruck ax 1 + bx+ c nicht den Wert Null bekommen. Wir be- 
zeichnen daher den Wert, der sich ergibt, mit y: 

(3) y — ax* + bx+c. 

Jetzt liegt etwas andres als in (1) vor: Da x irgendwie gewahlt wurde, 
ist x hier eine beliebige Veranderliche und y eine quadratische 
Funktion von x. Die Aufgabe, die quadratische Gleichung (1) zu losen, 
lSBt sich daher so aussprechen: Gesucht werden diejenigen Werte 
von x, fiir die sich als Wert der Funktion y die Null ergibt. 
Deuten wir dies geometrischl Nach S. 95 ist das Bild der Funktion (3) 
eine Parabel, deren Achse zur y-Achse parallel ist. Also suehen wir die 
Abszissen x derjenigen Parabelpunkte, deren Ordinaten y — 0 sind, 
d.h. die Abszissen der Schnittpunkte der Parabel mit der 
x-Achse. Nach S. 95 hat die Parabel fiir a, > 0 die Form eines Tals, 
fiir a < 0 die eines Berges, und die tiefste Talstelle oder der Berggipfel, 
d. h. der Scheitel der Parabel, hat die Abszisse x = — b : 2a. Die 
Ordinate des Scheitels ergibt sich durch Einsetzen dieses Wertes in (3) 



112 


Drittes Kapitel: Algebraische Fmktionen. 


und ist y — — (b i — iac): 4a. Das Produkt von a mit dieser Ordinate 
ist — — iac). Wenn also a und die Scheitelordinate dasselbe Vor- 

zeiehen haben, ist 6* — iac negativ, wenn sie verschiedene Vorzeichen. 
haben, ist J 2 — 4ae positiv. Hiervon maehen wir sogleich Gebrauch- 
Das Aehsenkreuz denken wir uns in der gewohnlichen Lage. Dann 
konnec folgende Falle vorkonnnen: 


T f a > 0, Tal, Scheitel unterhalb der z-Achse .(Fig. 75)) , 2 , n 

U < 0, Berg, Scheitel oberhalb der «-Achse (Fig. 76) j b ‘* ae > - 

TT | a > 0, Tal, Scheitel auf der a-Achse (Fig. 77)1 , 2 . _ _ 

la<0,Berg, Scheitel auf der z-Achse (Fig. 78) J 6 4ac — u. 

TTT (a > 0, Tal, Scheitel oberhalb der a-Achse (Fig. 79) I „ n 

' la <0, Berg, Scheitel unterhalb derz-Aehse (Fig. 80)) 6 4ac<0. 

In den Fallen I hat die Parabel zwei verschiedene Punkte mit der 
x-Achse gemein, in den Fallen II nur einen, in den Fallen III gar keinen. 
Xun muB man bedenken: Wenn wir von Punkten der jc-Achse reden, 
handelt es sich um Punkte, deren Abszissen x reelle GroJBen sind. Dem- 
nach hat sich ergeben: 

Die quadratische Gleichung (1) hat in den Fallen I 
zwei verschiedene reelle Losungen, in den Fallen II nur 
erne, in den Fallen III gar keine. 

Beaehtet man das Vorzeichen von l 2 — iac, so folgt: 

Die quadratische Gleichung (1) hat zwei verschiedene 
reelle Lbsungen oder nur eine oder gar keine reelle 

osung je nachdem b 2 — 4ac positiv, gleieh Null oder 

negativ ist 

. J> 2 — iac die Diskriminante der quadratischen 

soncfem 1 ’ ^ dem lateinischen discriminate, trennen oder ab- 


TJnsere Figuren 75—80 beziehen sich ubrigens auf folgende Parabeln: 

,i" (Fig - 75) ’ y = ~\x* + x- 1- f (Fig. 76), 

HI ^ 77) ’ y = -\x* + T,-\ (Fig. 78), 

^ x+ < ^ 79 )> y~— !*• + * —f (Fig. 80), 

d. h. auf die folgenden quadratischen Gleichungen: 


11A- 
II. 

III. lx 2 - 


-lx 2 + X + $ == o, 

-ix 2 + x — £ = o, 


hi M?* T g 7f ‘ ) aben i ** 8 * rM " en 

e 4alllen ~ 1 ™»d 3 sind und im Fall II die 
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Fig. 78. 



einzige reelle Lasting 1 ist. Man sieht auSerdem, dafi die Parabeln 
in den sechs Figuren kongruent sind. Dies ist naeh S. 95 klar. 

Die Parabelachse ist Symmetriegerade der Parabel und geht durch 
den Scheitel. Wenn also die Parabel die a>Achse in zwei verschiedenen 
Punkten schneidet. (Fall I), rniissen diese Punkte gleich weit rechta 

So tie tiers, Lehrbucli d. Mathematik. ® 
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Sat JUS Is OD also r Ha^ abe - aCll p Hegen ' WeU diese die Abszisse ~i:2a 
’ nrnjj es also dann erne Grofie u derart geben, daB 

(4) 


O 

' J- a + « und * = 


-L 

2 a 


- u 


quadratischTn Gkichm^fi) stod^JV die L6sungen der 

indem wir die Werte S (4) iwn bestatlgen ^r nun rechnerisch, 
Gleichung verlangen. H ££> ^ ^ • ** BeStehen ^ 


«( Sa ±u} + &(-^±^ + c = 


Ausrechnen d?Bammem b gibt daS ^ ° der daS 1011,18261011611 steht 


6 2 


r a + bu +^ 2 ~~ ±iu + c 


0. 


a.r tata, Al di e Gliedsr T i„ md± 4 „ Jort> „„ ,, Melbt . 




4^+ aui H-c = 0 

als emzige Bedingung fur «. Danach nrnfi 


ii? ~— 


6 a —4a c 
4 a 2 


aiso u = J_ ^/j- 2 — 4ac 


Gleiehan^k^erFom; 116161 * ^ L6simgen der quadratischen 

(5) 


X = 


2a 


Dies stimmt mit (3) uberein i 

zu dem bekarmtenIWebnlse k °An^T' W V iS ° auf einem neaen 
SchluBfolgerung bloB auf den Fall?? 11 AU ® rdings bezo S sictl unsere letzte 
ist. Abe? (5) stellt Tui l! t i t f L ° Sungei1 ’ ® dem J2 ~ 4«® > 0 
Kutzlich ist eine kleine Bm>A\ L0SUn J- en der < - !leichun g dar. 

Bildet man die Summe der ho? Un f’ dle man oft anwen den kann: 
Wurzel fort, und xn^fedet £?? L ? Ungen ( 5 )’ 80 heb * die 

air 2 -f- o 

den Wert — 6 : a hat. Leicht erkemit „ 

der Lbsungen den Wert c • a hat man aucb ’ daB das Produkt 

T " -" Sa, “ S Pll '* t ““ * *■***. Gleichung dureh 
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Division mit dem Koeffizienten a auf diejenige Form zu bringen, in der 
x* den Koeffizienten Eins hat: 

(6) x 2 + p x + q = 0. 

Hier ist a = 1, i = p, c — q, die Losungen (5) sind also jetzt: 

(7) x = — ± /(ii?) 2 — q, 

und in dieser Form lassen sie sich leicht dem Gedachtnis einpragen, was 
niitzlich ist, wenn man ofters quadratische Gleichungen aufzulosen hat: 
Man bildet den halben Koeffizienten von x, aber mit dem entgegen- 
gesetzten Vorzeichen wie in der Gleichung (6) selbst, und addiert dazu 
die positive oder negative Quadratwurzel aus dem um das konstante 
Glied q verminderten Quadrat dieses halben Koeffizienten. — 

Endlich wenden wir uns zur Auflosung beliebiger Glei¬ 
chungen: 

(8) / 0*0 = 0. 

Hier soli unter der linken Seite f (x) irgendein gegebener Ausdruck ver- 
standen werden, in dem die Grofie x auftritt. Die Gleichung (8) fordert 
alsdann, diejenigen Werte von x zu ermitteln, ffir die dieser Ausdruck 
gleich Null wird. Wenn man fur x einen irgendwie gewahlten Wert an- 
nimmt, wird die linke Seite nur in ganz besonderen Glticksfallen wirklich 
gleich Null. Im allgemeinen bekommt sie einen von Null verschiedenen 
Wert, und dieser Wert wird sich hndern, wenn man ffir x andere Werte 
wahlt, d. h. der Wert von / (x) hangt ganz von der Wahl von x ab, er 
ist eben eine Funktion von x, und wir bezeichnen ihn daher mit y: 

(9) y =f(x). 

Wiirden wir behaupten, ein ffir x angenommener Wert, ffir den die linke 
Seite von (8) nicht gleich Null, sondem gleich einer zu Null verschiede¬ 
nen Grofie y wird, sei eine Losung der vorgelegten Gleichung (8), so 
wiirden wir einen Fehler begehen,' und zwar ware der Fehler um so 
grofier, je mehr das Ergcbnis y von Null abweicht. Aus diesem Grunde 
nennt man die Funktion y von x die' zur Gleichung (8) zugehorige 
Fehlerfunktion. Wie auseinandergesetzt wurde, gehen wir nun 
darauf aus, die Losungen x der vorgelegten Gleichung (8) durch An- 
naherung zu bestimmen. Deshalb suchen wif solche Werte 
von *, ffir die der Fehler mfiglichst gering wird, d. h. ffir 
die y mdglichst wenig von Null abweicht. Je weniger y von 
Null abweicht, um so nfiher liegt x bei einer Losung der Gleichung (8). 

Wir wollen die so umschriebene Aufgabe graphisch auffassen, indem 
wir das Bild der Funktion (9) benutzen. Dies Bild wird eine Kurve sein, 
die als die Fehlerkurve zu bezeichnen ist. Die Losungen x der Gleichung 

8 * 
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(8) m.& die Abszissen derjenigen Punkte der Fehlerkurve, deren Ordi¬ 
nate® y=0 sind, dk sie sind die Abszissen derjenigen Stellen, an 
doaten die Fehlerkurve die z-Achse schneidet Wir suchen also die 
Schnittpunkte der Fehlerkurve mit der #-Achse so genatt 
wie mojglich zu bestimmen. Yon dieser Kurve kbnnen wir be~ 
Eefoig viele einzelne Punkte ermitteln, indem wir fur x irgendwelche 
Werte einsetzen und dann naeh (9) das zugehorige y berechnen. Wenn 
wir auch den Differentialquotienten der Funktion (9) berechnen konnen* 
benutzen wir ihn, um uber das Steigen und Fallen der Fehlerkurve 
Auskunft zu erhalten. So werden wir uns bei einer bestimmt 
verliegenden Gleiehung (8) eine allgemeine Vorstellung vom Yerlaufe 
der Fehlerkurve machen konnen. 

Hun wollen wir insbesondere annehmen, wir hatten ein Intervall 
von Abszissen x festgestellt, in dem die Kurve stetig ist. In 

diesem Intervalle seien A und B 



81 * Fig. 82. 

Sail 9: Eine Gleiehung 


zwei Punkte der Fehlerkurve, die 
auf verschiedenen Seiten der 
#-Achse liegen. Dann muB die 
Kurve die rc-Achse zwischen A und B 
durchschneiden, siehe Fig. 81 und 82. 
Hat A die Abszisse a und B die 
Abszisse b, so muJB also zwischen 
a und b eine Losung x der Glei- 
chung (8) liegen. Mithin gilt der 


lit zwisehen zwei Werten 
lobalci die Funktion 


f{x) = 0 

a und b mindestens 


eine 


Ldsung, 


9 I X*') 

tektedeae VorzeTehefhat. *** Und fiir * = und a; = h ver- 

m emitted? die y - f ZWd T erte * = « und x = b 

d&m einer zwischen a und i Jw ve f clliedenen Vorzeichen hat. 

s ZSZSZS* ^ naher zu k0 “’ 

dan * Profeen kleiner mache°n d h* * D ° Ch J 5103 ist > man es 
£*» nSCtSii“T™* ZWi8Ch6n « * ffirz 

ST 80 «■ Zahl y *JESTf ! ~ Y berechnen. Wir 
d&jgolbe wie fi hat. 6L h * e der dasselbe Yorzeichen wie a 

^ (« ir) Oder ™*£ 
^Achse wie A oder auf derselben 
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Seite der z-Achse wie B liegt. Im ersten Fall (Fig. 81) ist eine Lostmg 
der Gleichung zwischen c und i, im zweiten (Fig. 82) zwischen a und c 
gelegen. In beiden Fallen ist das IntervaU kleiner geworden. So kann 
man das Intervall, in dem eine Losung liegt, immer kleiner 

Daher diirfen wir jetzt annehmen, und x 2 seien zwei nahe bei- 
einander gelegene Werte von x, fur die y solche Werte y x und y 2 hat, 
die nur wenig von Null abweiehen und verschiedene Vorzeichen 
haben. Geometrisch ausgedruckt: Wir wollen annehmen, daB wir zwei 
Stellen P x und P 2 °der (x x ; y x ) und (x 2 ; x 2 ) der Fehlerkurve kennen, 
die nahe beieinander, aber auf verschiedenen Seiten der x-Achse liegen. 
(Siehe Fig. 83 fur y x > 0 und y 2 <0 und Fig. 84 fur y x < 0 und y 2 > 0.) 
Wenn nun dieFunktion y — f(x), wie wir annehmen wollen, differentiiert 
werden kann, wissen wir: . 


Je kiirzer das Kurvenstiick 

r t 


/ 

P X P 2 ist, um so-mehr nahert 

* S p 

J 

k 

es sich einer geraden Linie. __ 




Die Gerade P x P 2 wird ° 


*5 

. 

daher die z-Aehse an einer 

U i 

i 

Stelle Q treffen, die von 

•Vs 

r . 

1 


dem Schnittpunkte S der pig. 83 . Fig. 84. 

Fehlerkurve mit der x-Achse 

vermutlich nur noch wenig abweicht, d. h. die zu Q gehorige Ordi¬ 
nate Q P 3 der Fehlerkurve wird besonders klein sein. Fiir die Abszisse a: 3 
von Q wird also der Fehler y z besonders klein ausfallen. 

Den Wert von x a konnen wir leicht finden. Er sei etwa um u grofier 
als 4- Gehen wir geracQinig von P x nach P 2 , so wachst die Abszisse ins- 
gesamt um x 2 — x v wahrend die Ordinate der Geraden um y 2 — y x zu- 
nimmt (wie auch die Vorzeichen sein mogen). Wir wollen aber nur um 
die noch zu ermittelnde Strecke u bis zur Stelle Q gehen, d. h. bis zu 
der Stelle, fiir die die Ordinate der Geraden gleich Null ist, fur die' sich 
somit die Ordinate von y x bis 0 geandert, also um — y x vergroBert hat. 
Mithin gilt, weil langs der Geraden die Zunahmen von x und y zu - 
einander proportional sind (vgl. S. 26), die Proportion 


w _ x t — X 1 

— Vi — tit—yl ’ 

worau8 sich der Wert von u ergibt: 


« = — Vi 


yi — yi' 


Da % = + u ist, kommt also: 
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y . Dieses N aherungsverf ab.r en, 

*' Y / das man die Regula falsi od.er 

die Felilerregelnennt, kann ma-* 1 
X ^ x "iviederholt anwenden, wodurch maxi 

(? 7q sich mehr und xnehr dem gesuch-'ten 

Wert, namlich der Abszisse d.es 
Punktes S, nahert. TJbri'gem® 

% & ng, 86. « ibt die sleicliu ”s m 

8 dann, wenn j/ x und y 2 dass el oc 

Vorzeichen haben, die A*l>- 
szisse des Schnittpunktes Q der Geraden PiP 2 mit der 
Aehse (dehe Fig. 85). Doch kann man in diesem Fall nicht sicber 
sein, daS die Fehlerkurve uberhaupt in der Nahe von P x und P& 
x-Achse schneidet. Sie konnte ja wie in Fig. 86 verlaufen. 

1. Beispiel: Wie lang ist die Kante eines Wiirfels, dessen Inhalt 10 Jldfcer 
feehrlgt? 1st x die Kantenlange in Zentimetern, so ist der Inhalt ic 8 ccm. Jedes loiter 
entMIt 1000 ccm. Also wird gefordert, es soil 

a? —10 000 — 0 
a_ 

sek, A k es wird der Wert von ]/l0 000 gesucht. Hier ist: 

y — cc 8 —10 000 

<lie FeUerfnnktion. DaS gesuchte * liegt zwischen 21 trnd 22, denn es kommtr 

a y 
21 —739 
22 + 648 

verschiedenen Vorzeichen sind, vermuten 'wir, 
abrermutet I?**® ® en * cl1 m der Mitte zwischen 21 und 22 liegt. Fur x = 21,& ist 

JL _ y__ 

21,6 -62 
21,6 4- 78 

ffier gdt ahnliches wie vorher. Daher berechnen wir: 


21,64 -6,1 
21,66 +7,8 


&S^?ctedSt^ie^|e? a Sr “ g T mdt . wird - Mese beiden Wertepaajro 

**»«»«^.SETS,**a«*«• w «^»« S6. »=* 


- 3 * = 21,544-6,1: 


- - w„, 

2/> nf ebenfalls vier Dezimalstelleix ab- 
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geiundet, gleich + 0,0745. ’ Da er positiv ist vermuten wir ; daB ein kleineres x 
negativen FeWer geben wird. Demnach berechnen wir: 


einen 


21.5443 — 0,06 

21.5444 + 0,07 


Benutzen wir nunmehr diese Wertepaare als a^, y x und x s , y s , so liefert die Formel (101 
den neuen Naherungswert: ' 1 

21,5443 + 0,06 0,0001 


oder, auf sechs Dezimalstellen abgerundet: 

21,544 346. 


0,13 


Hier ist y = •— 0,0013, abgerundet auf vier Dezimalstellen. 
daB der wahre Wert von x etwas groBer als 21,544346 ist. 


Daher vermuten wir, 
Wir berechnen deshalb: 


3 _ y 

21,644 346 —0,0013 

21,644 347 + 0,0001 


Die Formel (10) liefert nunmehr den Naherungswert: 


21,644 346 + 0,001 3 oder 21,544 3469. 

Da der wahre Wert zwischeil 21,544 346 und 21,644 347 liegt, ist das Ergebnis minde- 
stens bis auf sechs Dezimalstellen genau, und es ist sehr wahrscheinlich, daJB aiich 
die siebente stimmt. 


In diesem Beispiele haben wir eine Kubikwurzel berechnet. Der 
cinc oder andere Loser bat wobl auf dor Schule ein andoros "Verfahren 
dafUr kennengelemt und — hochst wahrscheinlich — wieder vergessen. 
Es ist aueh bei weitem nicht so einfach wie dieses, das sich dadurch aus- 
zeiehnet, daB man es tiberhaupt kaum vergessen karm 

Bei der Anwendung des auf Satz 9 beruhenden Naherungsver- 
fahrens soil man die Fehler immer nur auf so viele Stellen berechnen, 
daS man das ungefahre Ver h altnis der beiden Fehler y 1 und y 2 erkennt. 
Denn bei der Anwendung der Fehlerregel tritt nur das Verhaltnis y 2 : y x 
auf, da sich (10) so schreiben laBt: 


x z — x x 



Die beim Rechnen notige Voraussicht erlangt man besser durch Obung 
als durch lehrhafte Auseinandersetzungen. 

Bei der Anwendung des Naherungsverfahrens muB man femer be- 
rilcksichtigen, wie weit tiberhaupt die Angaben der Aufgabe 
eine grtifiere Genauigkeit gestatten. Dies erlautert das 
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and — 2,6, d. L der Febler innerhalb der zulSssigen Grenzen. Also ist das Gesaomt- 
ergebnis: Die Losungen der Gleichung 

a 8 — 30x a + 1682,5 = 0 

sind hinreichend genau: 

8,94, 27,828, — 6,766, 

mid zwar lessen sie sich nicht genauer bestimmen als so, veil die Zahl 1682.5 der Natur 
«r Anfgabe nach mit der Unsieherbeit ± 2,5 behaftet ist. 

Ia unseren beiden Beispielen ■wufiten wir von vomherein, wie groB 
ungefibr das gesuchte x sein wird, und so verhSlt es sich moistens bei 
Aufgaben, die in den Anwendungen der Mathematik auftreten. Deshalb 
bum man sich anf die Gegend der Fehlerkurve beschranken, der 
das gesuchte x angehort, wahrend man sonst erst die Fehlerkurve in 
arem gmmten Verianfe feststellen mOBte, urn zu finden, wo sie un- 
geiabr die Abszissenachse dnrchsetzen wird. 

, n 6 ^ Wei ^ n ® uer NSlerungswerte aus aJten wurde auf Grand 
. , ® c , of- ^ e e st ® t ‘ ^ ber man ^ aM1 diese kleinen Rechnungen 

dmch schnelle Skrnen anl kariertem Papier ersetzen. Bei der Aufgabe 
TSte^rrvo?^^ schwiminen4e Eisenkugel kamen z. B. die 




8 + 274,5 

9 - 18,5 

pL ZU M ell e ^ en ^ nkte ?111114 bei geeignet gewahlten 
m Fig. 88 em, wobei wir von der z-Achse nur das Intervall 
von 8 bis 9 gebrauchen, so gibt der Schnitt- 
^ , ? ^ e . r Geraden P x P 2 mit der Abszissen- 

aehse hinreichend genau den Wert z = 8,94 als 
besseren Naherungswert. 

Wie es namentiich das erste Beispiel lehrt, 
sollte man das Naherungsverfahren so austlben, 
d^ man abwechselnd zuerst nabe beieinander- 
S 6 l ?* der Fe ^rkurve bestimmt. 

Nab pm nack 4ei Forme l (10) einen besseren 
Naherungswert berechnet, nun wieder, indem 

nodi ^nSh . 4iekt daneben henutzt, zwei 
%88. S 0 ^ ei beie “«®derliegende Punkte der 

.***■ CO, an- 

wir geoen nocli em Bcisnipl j 

ftberlassen bleibe: " * essen ^Iwandige Ausrechnung dem 

gegliedert 

* sei * m hoch - Nun soli der Rest noch In 
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drei Glieder geteilt werden, so daB der ganze Pfeiler aus vier Gliedern besteht. Uni 
eine gate Wirkung zu erzielen, wiinscht man, daB sich das 1. zum 2. wie das 2. zum 3. 
und wie das B. zum 4. Glied verhalte. Wie nmB man teilen? Das zweite Glied sei 
x m lang. Da das erste (unterste) 2 m Lange hat, ist dann das zweite das ^tffache 
des ersten. Das dritte soli daher das Jsfache des zweiten, also gleichm sein, das 
vierte das J a; fache des dritten, also gleich m. Das zweite, dritte und vierte Glied 
zusammen machen 3 m aus. Demnach wird gefordert: 


Oder 


x + Ja;* -f « 3 
x s + 2 s 2 -f 4cX —12 = 0. 


Der gesuchte Wert x wird kleiner als 2, aber grofier als 1 sein. Man bestimme ihn 
dutch Ann&herung. Auf zwei Dezimalen abgerundet ergeben sich die Glieder in den 
Lilngen 2m+ 1,38m-f 0,95m-f- 0,66 m, so daB nur 1 cm fehlt. 


§ 4. Die Kettenregel. 

Wir wenden uns jetzt zum Differentiieren zuruck. Mittels der auf 
S. 84, 85 aufgestellten Regeln konnen wir jede vorgelegte ganze 
Funktion differentiieren, wie es auf S. 98 geschah. Aber das ist doch 
manchmal recht mfihselig. So z. B. ist doch ( 2x — 5) 7 eine ganze Funk¬ 
tion siebenten Grades von x. Wollen wir sie nach den Regeln differen¬ 
tiieren, so milssen wir zuerst die siebente Potenz von 2x — 5 ausrechnen. 
Das ist umst&ndlich, aber immerhin noch ertraglich. Man betrachte 
nun aber die ganze Funktion: 

(1) y = (a + bx + ex 2 + go?) 100 . 

Sie ist vom Grad 300, und theoretisch konnen wir sie nachunseren 
Regeln differentiieren. Aber welche Schwierigkeiten bieten sich prak- 
tisch dar! Die 100*® Potenz von einer viergliedrigen Summe kann man 
zwax immer ausmnltiplizieren, wenn man viel Zeit dazu hat; es ware 
aber sohade urn die Zeit, und wie oft wtirde man sich dabei verrechnenl 
Unsere einfachen Differentiationsregeln lassen uns also hier tat- 
sftchlich im Stich. Trotzdem konnen wir die vorgelegte Funktion y ziem- 
lich schnell und fehlerlos differentiieren. Aber dazu bedarf es einer neuen 
Uberlegung: 

Zunftchst ist y durch (1) als 100*® Potenz eines Ausdruckes ge- 
geben. Dieser Ausdruck ist eine ganze Funktion dritten Grades von x. 
Also ist y nicht geradezu als ganze Funktion 300 ten Grades von x ge- 
geben,. sondem durch Vermittluhg dieser Funktion dritten Grades. 
Geben wir dieser Funktion dritten Grades a -4- bx 4- ca 2 + g a 8 auch eine 
Bezeichnung, etwa z, so ist 

j y = z i0 ° 

I und dabei 

I z = a-\-bx +caP + gi?. 


( 2 ) 
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Diese beiden Eormeln sagen zusammen dasselbe aus wie die ©in® 
Formel (1). Die zweite Formel namlich sagt, was z bedcutet, und die 
erste weiterhin, dafi y die 100 te Potenz von eben diesem z ist. Haben wir 
also jetzt statt einerFormel (1) deren zwei, so steht dieser Vermehrung 
doch auch eine Erleichterung gegenuber: Jede cinzelne der beiden For- 
meln (2) ist einfacber gebaut als (1). 

Ein Gleichnis liegt nahe: Wir sehen vor uns eine Maschine und 
bemerken, dafi, sobald wir ein Radchen x drehen, ein anderer Teii y der 
Maschine eine gewisse Bewegung vollfuhrt. Der Zusammenhang ist uns 
jedoch zu verwickelt. Wir blicken daher in den inneren Bau der Ma¬ 
schine hinein und sehen, daS da ein Teil z eingesehaltet ist, so daB, wenn 
■wir das Radchen x drehen, dieser Teil z eine leieht verstfindliehe Be- 
w^ung ausfuhren muB, und sehen ferner, daB, wenn wir den Teil e b©~ 
wegen, aiich der TeU y eine daraus auf einfachem Weg folgende T&tigkeit 
ausfibt. Nun haben wir fiber den Bau der Maschine Klarheit gewonnen. 
Ursprunglich betrachteten wir nur die Ursache x und ihr Endergebnis y. 
Jetzt haben wir bemerkt, daB die Ursache x eine Folge z hat und daB 
z als Ursache eine Folge y hat. 

So auch in unserer mathematischen Aufgabe: y ist eine Funktio n 
von x. Wir haben eine dritte Verfinderliche z eingefiihrt. Aber unter 
den drei GroBen x, y, z ist nur eine willkxirlich verfinderlich, n&mlich x. 
Die Anderung von x bewirkt eine Anderung von z, — nach der zweiton 
Gleichung (2) ist ja z eine von x abhangige Verfinderliche. Wenn sich 
z findert, andert sich nun auch y, — nach der ersten Gleichung (2) ist 
ja y eme von z abhangige Verfinderliche. 

Hiemach ist y als eine Funktion von z und ferner z als eine Funk- 
wn von x aufzufassen. 

Lassen wir x um irgendein:h Betrag Ax wachsen, so nimmt z als 

7 ° n m T 6me gewisse Gr6J3e A z zu - Da nun y von z abhangt, 
T w ^ a ® hsen v< ® 2 um Az auch eine gewisse Zunahme Ay 
-ig Jf'i ^ st )wohl z eine stetige Funktion von * 

Betray vmfT Fl ^ £tl011 von 2 - d - h-: wfihlt man den absoluten 

^SilTJ X !T d ? ein ’ 80 | Az | so klein, wie man 

so aUt man I A2 1 kinreichend klein, so wird auch I Ay l 

*> klem, wie man nur will. Dies bedeutet: 

a eine stetiffe I Ein, ? t+ e - ine Stet * ge Funktion von z und ferner 
Funktion von x auf^famm’ ^ 9 ^ 8tetige 

nicht^Br St ^7 ge “ achte SchluBfolgerung 

S» von (2) irgend zwei stetle Funktionm “ ** 
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(3) y — F (e) und z — f(x) 

tretcn, da wir soeben nur die Stetigkeit benutzt haben. 

Jetzt braachen wir die augenseheinlieh richtige Formel: 

(4\ 4v —4i 4l 

w A*~A* A*' 

Nach (2) haben die beiden Funktionen y won z und z von x die Dif- 
ferentialquotienten: 

(5) = 100 2 89 und = b + 2cx + Sga?. 

Diese Differentialquotienten sind die Grenzwerte der Bruche 

7T ™d 4f 

Az Ax 

fiir den Fall, wo Az bzw. A % nach Null strebt. Wir wissen aber, daJ3 r 
falls A x nach Null strebt, dasselbe von A z gilt. Deshalb haben wir r 
sobald Ax nnendlich Mein wird: 

r Ay dy A 2 dz 

hm -r = tl > 1 lm -r- = -r- . 

Az Ax dx 

Aus (4) folgt also nach Satz 10, S. 65: Wenn A x nach Null strebt, wird 

*2 *• . 

A x dz dx 

Links steht der Differentialquotient der vorgelegten Funktion y von x r 
n&mlich der Funktion (1). Also ergibt sich: 

rfi'i 4y_4y_ dz _ 

^ ' dx dz dx 


Da nnn die Differ entialquotienten, die hier rechts anftreten, die Werte 
(5) haben, liefert das Einsetzen dieser Werte in (6): 

If = 1000" (b + 2cx + 3 ga?). 

SchlieBlich haben wir noeh zu beachten, daB die Bezeichnung z in der 
gegebenen Funktion (1) gar nicht vorkonunt. Wir erinnem uns deshalb 
daran, dafi z den unter (2) in der zweiten Formel angegebenen Wert 
hat. Also kommt: 

|f = 100(a-f bx + cx 2 + g a?) 99 (b + 2ex-j-3gx 2 ), 

und damit ist die Aufgabe, die Funktion (1) zu differentiieren, gelost. 

Die SchluBfolgerungen, die im vorhergehenden gemaeht wurden r 
gelten immer, wenn wie in (3) irgendzwei stetige Funktionen vor- 
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liegen. Nehmen wir also an, daB irgendeine stetige Funktion z voxx & 
nnd ferner irgendeine stetige Funktion y von z gegeben sei; 

(7) z = f(x), y = F(z), 

so ist die in der zweiten Formel vorkommende Veranderliche z auf Grund 
der ersten Formel als eine Funktion von x, daher auch y als eine Funktion 
von x aufzufassen. Man kann sie so ausdriicken: 

( 8 ) y = F(f(x)). 

l^ach Satz 10 liegt hier eine stetige Funktion y von x vor. Die Aufgabe 
at: Unter der Voraussetzung, daB die beiden gegebenen Funktionen (7) 
Differentialquotienten haben, soli bewiesen werden, daB auch die Funk- 
tion (8) einen Differentialquotienten hat; uberdies soli er berechnet 
werden. Aus der augenscheinlich richtigen Formel (4) gewinnen -wir 
"wie vorhin die Formel (6), die besagt: 

Satz 11: 1st y eine stetige Funktion von z und weiterhin 
z eine stetige Funktion von x : 

y = F(z) und z = f(x), 

«nd haben beide Funktionen Differentialquotienten 

d l dz 

iz Und Tx' 

SO kann man y auch als eine Funktion von Z auffassen : 

y — F(f (*)). 

ist eben ' au ” st,tie md hat d ' h - 

dy = dy ' dz 
d* it dz ’ 

das Produkt der beiden erwahnten Differentialquotienten. 

man Differentiate gerade so wie 

Differential im lahler^d w?*" ^ S ° bald dieselben 

linke Seite von ('61 <«.},+ j Und tenner auftreten. Denn die 
im zweiten 7jUii or ^ *J US . er rec ^ ten hervor, wenn man -rechts d z 
j CtfT gegen dz m e ^ten Nenner hebt. 

“sgesprochen wooden Tt ^sondTm S ° angewandt > er 

Bmpid lehrt. Meistem* *°I me es das zuerst besprocheme 

™ “M ™ Tomhereto y a I B 

wwtodhche Fnnktimi n VOn ^ S e g e ben, sondem es liegt: 

emiacnere Funktion von a: als eine neue Hilfs- 
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veranderliehe z einfuhrt, zerlegt man die verwickelte F unktio n y 
von x in zweckmafiiger Weise. Fur die Differentiation von umstand- 
lichen Funktionen gilt also die folgende Regel, die die Kettenregel 
heiBen moge, veil man eine Kette von x fiber z nach y bildet, nnd die 
wir als seehste Regel zu den fiinf in § 5 des zweiten Kapitels zusam- 
mengestellten Vorschriften ffir die Difierentiation hinzufugen: 

6. Regel (Kettenregel): 1st y eine umst&ndliche Funk- 
tion von x, so fiihrt man eine darin auftretende einfaehere 
Fnnktion von x als Hilfsveranderliche z ein, so dafi y eine 
einfaehere Funktion von z und z eine einfaehere Funktion 
von x wird. Kann man diese beiden Funktionen differen- 
tiieren, so geht der Differentialquotient der vorgelegten 
Funktion y von x anf Grund der Formel hervor: 

dy dy dz 

dx dz dx* 

Ein zweites Beispiel: Vorgelegt sei 

Dies ist ein Bruch, dessen Nenner eine n ie Potenz ist; also schreiben 
w, indem wir die Basis der Potenz mit z hezeichnen: 

( 10 ) *=b+x. 


Die erste Formel (10) sagt aus, da£ y eine Fun kt ion von z, die zweite, 
daB z eine Funktion von x ist. Wir konnen aueh so schreiben: 


Hiernach ist: 


y — az~ 


dy 

~ = — naz~ 
dz 


b -f- X. 


dz _ 1 

d~x- L - 


Multiplizieren wir heide Gleichungen miteinander, so kommt, da sich 
dann links dz forthebt: 


Da z die in der zweiten Formel (10) angegebene Bedeutung hat, geht 
schliefilich als Differentialquotient der Funktion (9) hervor: 


dx (b «+■ x) nJ rl * 

Man kann sich genotigt sehen, mehrere Hilfsveranderliche in die 
Kette, die von x zu y fiihrt, einzuschalten. So z. B. ist die Funktion 

(11) y=[(a+bv) n + e] m 
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zun&chst eine m u Potenz: 

y — z m ■ 

Dabei bedeutet z die Fuhktion von x: 


z — (a + bx) n + e. 

Sie ist noch nicht einfach, hat aber die Form: 

z = t n C } 

wo t die Funktion von x bedeutet: 


t = a + bx. 


Anstatt der urspriinglichen Fuhktion (11) haben wir hier drei Funk- 
tionen: 

y = z m , z = t n + c, t = a + bx. 

Die letzte zeigt, dafi t von x abhfingt, die mittlere, dafl z von t abh&ngt, 
und die erste, dafi y von x abhangt Differentiation gibt nach den b«~ 
kannten Regeln: 


b. 


f, jj % 

Multiplizieren wir diese drei Gleichungen miteinander, so kommt: 

dy dz dt , 

TzTt'Tx = mnl * n t ’ i ~ l - 

dZ • Und ™ fort ’ rechts schreibe “ wir far t seinen Wert 
for gasmen Wert P + c, d. h. (a + J*)» + c , „ « „i r 


dy 

dx ~ ww H( a + bx) n -f- c] m ~ 1 (a -j- bx) n ~ 


Hiermt ist die Funktion (11) differentiiort. 

A "“ 


V ~ 12 + [a + b(x + S) 3 ]* 1 ) *. 


y = z i 
Z — 2 + f» 
t = a -f- biu 3 
«•’= aH-3 



2 z 



nt "- 1 


dw _ 

dx ~~ 1 

Qyih zt n . 1 vr 
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p = 6nl>[Z + [a + b{x + 3f\ n \ { a + l(x + 3)T -l |z + 3| 2 . 
a oc 

Da man auch mittels der Summen-, Produkt- und Bruchregel h&ufig 
die Differentiation einer schwierigeren Funktion auf die einfach.erer 
Funktionen zuriickfuhren kann, verwendet man oft auch diese Regeln 
zusammen mit der Kettenregel. So wird die Funktion 
y = (a -)- y ® 2 ) p + (2 + mx)t 
in eine Summe y = u + v zerlegt, wo 

u—(a+y x l )v, v—(l-\-mx)9 
ist. Aber u und v sind noch umstandlich. Wir setzen daher: 

u = gp, v = 


wo 

$ = a -f yx 2 , 1 = 1 + rnx 

ist. Hier ist also die Kette diese: 

yS - U\ 

\ 

\t -«/ 


d, h. s and t h&ngen von x ab, u hangt von s, v von t ab, y hangt von u 
und v ab. Da y die Summe von-w und v ist, brauchen wir nach. der 
Summenregel nur' du : dx und dv:dx zu berechnen, urn dann durcb 
ihre Addition dy.dx zu finden. Das Schema ist jetzt also doppelt: 


w = sp 
$ = a yx 2 



ds 

dx 


== 2 yx 


|| = 223ysJ ,-1 K 


v = 

t — l -f mx 


dv 

a = 

dt 
dx 


= m 


dv 


3 - = am V* 
dx 1 


—i 


^ 5= 2joysP"" 1 x +• qm = 2py(a +■ yx 2 ) p 1 x + V n l - 

Hier sind aufier x und y noeh s, t , w, v veranderlich, aber doch 
ist x die einzige unabhangige Veranderliche. AuBerdem tretexi die 
Zeichen a, y, I, m, p, q auf, die Konstanten darstellen. Daxnit. man 
sogleich iibersieht, was yer&nderlich und was konstant ist, pflegt man 
die Ver&nderlichen, wenn moglieh, mit solchen Buchstaben 
zu bozeichnen, die dem Ende des Alphabets angehoren, 
wie s, t, % v t u), x , j/, 0 . Das ist aber nicht imrntfr bei Anwendungfcn 
durchzufahrea Man bezeiehnet z. B. gem die elektromotorische Kraft 
eines Stromes mit E , auch wenn sie veranderlich ist. 

Scheffers, Lehrbuoh der Mathemattk. p 9 
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§ 5. Gebrochene Funktionen. 


Bruche aus zwei ganzen Funktionen von x, z. B, 


3a^ — 7* 4-6 


A ft 2 4- 8s — 7 

oder 9 jc 8 — 28$ a + 4 x — 2 1 


lielern Funktionen, die gebrochene Funktionen heifien. Auf diese 
Form Mi sich jede Funktion bringen, die ms x und einer Anzahl 
von Konstanten vermoge Addition, Subtraktion, Multiplication und 
Division gebxldet werden kann. 

1st z. B. 


y^x 



so kSimen w hierfur schreiben: 


1st 


y 




i __ 

X 

a 2 4- 3 


= ® + 


a; 8 + 3 __ x* -f 3 x % + 3 
a 3 4* 2x ~~ -f 2% 


V — 1 j±j x 

J (a+bxf h+kx' 

m bringen wir beide Brttche auf denselben Nenner: 


w _ A + fcu —(c+ gx)(a + bxf 
J (a + bxf (h + kx) ’ 

Die aflgemeine Gestalt einer gebrochenen Funktion y von x ist: 

y — a " 8> + flu—IS"—! + . ■ ■ + + a lg 4 . g B 

bnX<* + bm-ixm-1 + . . . + b iX * + \x + b 0 

r * md w g»f2e positive Zahlen sind und a n> a n _ { ... a 2 , a u a* sowie 
61,69 Konstanten bedeuten. Diese Funktion MBt sich 

3® der Form 


* v 

Kteifen, wenn man nnter u und t, die ganzen Funktionen versteht: 

»r t + ■ ■ • + ^ +®i*+% 

~ b « x + K~iX n 1 + ... + b t x* + b 1 x+ b 0 . 

de * ^tetigkeit <ier gebrochenen Funk- 
f* mdM nndv nach SatZ 1. s. 90. stet.i™ hWtinner, 


tettf tairi 0 ' 8 " 5011 m gebrochenen Funk- 

tos A Baber ist nach Satz 20 T* 8 "** \ S> 9t) > stet % e Funktionen 
Werfe * |f r A - w 0, s - a » auch y = u:v stetig ftir alle 
,Itr die d « r tenner u nieht gleich Null ist. 
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Daher fragt sich nur noch, wie sich die Funktion y fur Werte 
von x verhalt, fur die der Nenner v gleich Null ist. Wenn fur emeu der- 
artigen Wert x — h der Zahler u nieht auch gleich Null ist, wird y ftir 
lim x = h nach einem positiv oder negativ unendlich grofien Wert 
streben, vgl. S. 65, die Funktion y also unstetig sein. Ftir x — li rtickt 
dann der Bildpunkt ins Unendlichferne, indem die Ordinate y tiber alle 
Grenzen wachst. 

Aber. es kann vorkommen, daB ftir einen Wert h von x, ftir den 
der Nenner v gleich Null ist, auch der Zahler u gleich Null wird. Nach 
Satz 5, S. 102, laBt sich dann sowohl vom Zahler als auch vom Nenner 
der Faktor x — h absondern. Die gebrochene Funktion z. B. 

_ X 3 — 9a + 10 
V ~ 'a® + 2x — 8 ’ 

wo also 

u = & — 9*+ 10, v = x z -j-2x — 8 

ist, hat die Eigenschaft, daB ftir x = 2 sowohl der Zahler u als auch 
der Nenner v gleich Null wird. Daraus schliefien wir, daB sich von u 
und von v der Faktor x —2 absondern lafit. Wir bewerkstelligen dies 
diurch Partialdivision: 

(a? . — 9x+10):(® 

— 2x» 

2a® — 9* 

2a® — 4a 
~5a+ 10 
— Ba+ 10 
0 

Mithin ist: 

_ u _ (a® + 2a — 5) (a — 2) 

V ~ v (a + 4) (a — 2) ‘ 

Deranach tritt der Faktor x — 2, dessen Vorhandensein bewirkt, daB. 
Zahler und Nenner ftir x = 2 zu Null werden, nur scheinbar auf, 
da er sich fortheben l&Bt. Tatsachlich hat die vorgelegte Funktion y 
die einfachere Form: 

sc 2 4- 2 x — 5 
4”- 

Jetzt ist wedcr der Zahler noch der Nenner fur x — 2 gleich Null. Also 
ist diese Funktion y auch fur x — 2 stetig. Dagegen nicht fur x — — 4, 
denn fur a; = — 4 wird der Nenner gleich Null, wahrend der Zahler 
gleich 3, also y unendlich groB wird. 

Der Fall, wo Zahler und Nenner fur denselben Wert x — h zu Null 


--2)== 2 x — 5, 

(rc a + 2x — 8) : (x — 2) = x 4- 4. 
ofi — 2x 
4 a: — 8 

4a: — g 
0 
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werden, also den Faktor x — h gemein haben, kann aber auch zu einem 
anderen Ergebnisse ffihren. Betrachten wir das Beispifel: 

it» + + 4x + 3 

y ' 2 * + 6x» + 3* — 9‘ 

Man uberzeuge sich davon, daB Zahler und Nennei gleich Null werden, 
mnn *~~ 3 Daraus scMiefi en wir zunachst wieder, daB sicb 
5 t t'derlaHr 1 ** Fakt ° r oder « + 3 absondern 

(**+ 4a»+ 4* + 3): (a + 3) = ** + * + l, 
x'+Sx 8 

s»+ 3^ + 3a ~ 9 ) : (* + 3 ) = 3:2 + 2x — 3 


s* -f 4 a; 
a*+ 3* 


s+ 3 
x+ 3 


2a; 2 + 3a; 
2a; 2 -f 6a; 

— 3a;- 

— 3 a;- 


also: 0 

und * + ^ + 4* + S = (rf + * + l)(*+8) 

& + bx 2 + 3x r- 9 = (x 2 + 2x — 3) (x + 3 ). 

Daher lSBt sich y so darstellen: 

, / = (^±_f+ 1 )(x+3) 

• (*»+2*—"3)'(*"+"8j» 

md^Nennt fto wT A ^ treten be ™*t, daB Zahler 

fachere Fom hat g h ^ f ° rthebt und * die cin- 

+ 2+1 
®* + 2x — 3 ‘ 

•w, * to sZi ZUU^glcioh 7 

Funktion w fur a: = — 3 n 00 . strebt - Mithiri ist die 

sprfinghche Nenner er ^ rund be S* darin, daB der ur- 

^ + 5z* + 3a: —9 

nicht nur einmal den Faktnr r_iq l.* • , 

+ hat, mdem er sich auf die. Form 

(a* f 2x -,3) .(* + 3) 

liflt, sondern zweimal. In der Tat or «u* t. 
division mit z + 3 ; n aer lat nochmalige Partial- 
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x 2 + 2x — 3 = (x —* 1).(# + 3). 


Also hat y zunachst diese Form: 

_ (a 2 + sc+ 1) (x -f 3) 
y ~~ (» — l)(a + 3) a ■ 


Heben wir nun einmal den Faktor x + 3 im Zahler und Nenner fort, 
so bleibt er immer noch einmal im Nenner, wahrend der ubrigbleibende 
Zahler x* + x + l den Faktor x + 3 nicht hat. Infolgedessen wird y 
unendlich groB fiir x — 3. 

Um also die Frage zu entsoheiden, ob eine vorgelegte gebrochene 
Funktion y = u : v fur einen oder einige Werte h von x unstetig wird, 
haben wir zu untersuchen, wie viele gemeinsame Faktoren x Ji 
Zahler und Nenner haben und wie sich diese ermitteln und 
dann fortheben lassen. 

Am SchluB des § 1, S. 104, wurde nun darauf hingewiesen, daB die 
Aufgabe, einen Faktor x — h zu ermitteln, der in einer ganzen Funk¬ 
tion /(*) enthalten ist, niohts anderes als die Aufgabe ist, eine Lbsung 
h der Gle'ichung / (a;) = 0 zu ermitteln. Man sollte also zunachst 
vermuten, daB man die gemeinsamen Faktoren x — h zweier ganzer 
Funktionen auch nicht ohne Losung von Gleichungen bestimmen kbnnte. 
Aber es geht doch ohne dies, und zwar wendet man dabei ein Verfahren 
an, das dcmjenigen nachgebildet ist, mittels dessen man entscheidet, ob 
zwei ganze Zahlen einen gemeinsamen Faktor haben oder nicht. W^ill 
man feststellen, ob z. B. die beiden Zahlen 572 und 351 einen gemein¬ 
samen Teiler haben, d. h. ob sich der Bruch 572 : 351 kurzen laBt, so 
rechnet man zunachst aus: 

572 I, 221 

351 1 + 351 • 


Die Frage ist daher auf die zuruckgefuhrt, ob sich 221:351 kurzen laBt. 
Dies geht, wenn sich der umgekehrte oder reziproke Bruch 351 : 221 
kiirzen laBt. Das weitere Verfahren ist wie vorher, indem wir jedesmal 
den Restbruch umkehren und dann die Ganzen herausziehen: 


361 . , 130 221 _ . , 91_ 130 
221 ” 1 + 221 J 130 ~ 130 ’ 91 


39 91 _ „ , 13 39 
x + 91 ’ 39 ~ 39’ 13 


3. 


Die letzte Division geht auf, d. h. der Bruch 572 :351 laBt sich mit 
13 kurzen. 

Ebenso schlieBen wir hier: Liegt eine gebrochene Funktion y == « '■» 
vor und ist u nicht von niedrigerem Grad als v, so wenden wir 1 artiai- 
division an, um den Zahler auf einen niedrigeren Grad als den Nenner 


zu bringen. Ist z. B.: 
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i* — a 3 — 2x*+7x —2 

y~ *„2 ’ 

so gibt die Partialdi'vision: 

(**- a 3 — 2a*+7a;-2):(a*+a:-2) = a? — 2*+ 2+ _-£±JL 

a* + # — 2 ' 

**+ z 3 —2s 8 

— 2a? . + lx 

— 2z*— 2z* + 4z 

2z* + 3z— 2 
2 a: 8 -f 2 a? — 4 
x + 2 

Nun fragt sich nur noch, ob der Restbruch 


x + 2 
x 2 + x — 2 


zu ^ Qrz ™ ^ ^aflt er sich kiirzen, so mufi dasselbe von seinem rezi- 

j ! 1 1 L. gelten ’ der sieh weiterhin d «rch Partial division behan- 
dein Eut: 


(«f+ *— 2 ):(x + 2 ) = a- 
z*+ 2x 

— x—2 

— x — 2 

0 


^ Seht ’ f °* lgt ’ daB Sich der vor & ele S te Bruch y 

isnsir Arad " k ~ —**mi 


,5 + '- 2 *- 1 ’ 

MB finer ganzee-Cnkao^un^'d tl0D V" Summe Kcrle ? t . die 

c hene -““r* 


*•*» so dividieren wir: 


_ • 7s + 6 
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+ 2®* — 4a» — 4»»— 6a— 6): (a? — 7a+6)=a J +2a + 3 + 

or — lx 4* o 

. — 7a? + 6a? 

2®*+ Sac 3 — 10**— 5® 

2®* . —14a?+12® 

3a? + 4®* —17®— 6 
3a 3 . —21®+18 

4® J + 4® — 24 

Bluer rechnen wir aus: 

(a? . — 7* + 6) :(4®* + 4a — 24) = -J*— 

a? + a?~6® 

— a* — a + 6 

— a?— *+6 

0~ 

Iso kiinnen wir mit 4x 2 + 4x — 24 kiirzen. Namlich umgekehrt ist: 

4a 8 + 4® — 24 _ 4 

a 3 — 7* + 6 » — 1 ’ 

aher: 

— = a; 2 -f- 2 a: -|~ 3 H— — , 

y iii g — > 

Ibo: 

__ «—1 __ a— 1 

’’ (a?+2®+3) (a — 1) + 4 s=t "a* + a? + ® + 1 ’ 

nd weitere Kttrzungen sind unmtiglich. 

In jedem Fall also kiinnen -wir eine gebrochene Funktion u : v so 
ireit vereinfachen, dafi keine weiteren Kttrzungen mttglich sind. Ist 
asbesondere u nicht von niedrigerem Grad als v, so kttnnen wir u : v auf 
lie Form einer Summe aus einer ganzen Funktion und einer gebrocheuen 
i'unktion bringen, wobei die gebrochene Funktion keine Kttrzungen 
nehr gestattet. Ist dagegen u von niedrigerem Grad als v, so bekommt 
t : v die Form einer gebrochenen Funktion, die keine Kttrzungen mehr 
rlaubt. ZusammengelaBt besagt alles dies der 


Satz 12: Jede gebrochene Funktion u:v von x lttfit sich 
lurch Partialdivision auf eine Form bringen: 


u . «i 

- = to 4- — 

V 1 Vi 


vo w , u v v 1 ganze Funktionen von x sind, der Bruch :v 1 
lieh nicht kttrzen lttfit und % von niedrigerem Grad als v 1 ist. 
Nachdem wir die gebrochene Funktion auf diese neue Form 


w+ — 

V% 
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gebracht haben, ist es klar, dafi fttr diejenigen Werte h von x, Mr die 
»i gleieh Null ist, u x von Null versehieden wird, da sonst u x und v l doch 
noch beide mit x~ h teilbar waren, nacb Satz 6, S. 103. Fur diejenigen 
Werte h von x also, fur die ^ - 0 ist, wird y unstetig, namlich unendlich 
groB. Demnach haben wir den 

Satz 13: Will man feststellen, ftir welche (endliche) 
Werte von x erne vorgelegte gebrochene Funktion 


— ? nendlich 'groB wird, so bringt man sie 
durch Partialdivision auf eine Form 

■»-» + ?. 

ge°rem fra? fu™ F , unkt ] onen von * sind, i h von niedri- 
fa 6t ^ 1T d f al ‘A 1B * und [u i-h sich nicht weiter ktirzen 

unetdHeb ( endlichen ) Werte von * wird y 

unendlich groB, fur die h gleieh Null ist. 

emach kommt die Frage nach denjenigen Werten von x far 

» ~*-w ww :,Te 

x gieieh Null ist Tn V w f eme £™ sse S anze Funktion v x von 
wSe p 6traCht k0mmei1 dabei uns nur die reellen 

^*Lo ! Z“ 5?SSr ^ n ab6n ™ g6Sehen ’ daJ3 man 

Losungen der Gleichungu, = 0 angenahert bestimmen kann. 


y\ 

Y J 


X 1 jy 

4 ol 

Ji X 

\ 

A \X h 


/ 


-__ si 

k~ T 'o: 

N N 


Fig 89. 

^ MdkiSe folgende^nsch^/^J^-h Unendlicl1 groJJ wird > 

m piB® wird U/i ■Jav. fugensonatt. Je naher x an h kommt nm 

g* W dU gZX dLT Punkf W “ es 

P&ratfele fary-Adise mit der AWi^n P , kte . x ^ h lst > aIso die 
mi v dieser Geraden ’ S ° Wd die Kurve rechts 

S* mebr erreichen. J e ^ h m aber ™ End lichen 

dabei vier Falle eintreten, diebS&M*" Vorz f chens V kOnnen 
- m Fig. 89 veranschaulicht sind. 
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Man sieht hieraus, daB die gebrochenen Funktionen Bildkuryen 
haben, die in mehrere Zweige zerfallen kiinnen, die sich 
im Unendlicben in Paaren je einer Geraden anscbmiegen, 
die zur y~ Achse parallel ist. Aber es kann auch anders sein. Denn 
es ist sehr wohl moglich, daB die Funktion v v die in 

y — w + — 

«1 

im Nenner vorkommt, fiir keinen reellen Wert von x gleich Null wird. 
Dies tritt z. B. bei der Funktion 


ein. Hire Bildkurve zerfallt nicht in einzelne Zweige, sie bleibt fiir alle 
endlichen x im Endlichen 

(siehe Fig. 90). Up-ji i i i i I 1 | | | rnrrzr: 

Um die Natur der Bild- ZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ 

kurve' einer gebrochenen — --+-—I--Z- 

Funktion y von x vollstan- —--ZZZIZZZZZZ^ZZZZZZ 

dig zu erkennen, miissen ZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ 

wir auBerdem noch fragen, - ■/ - 

f welchem Wert y zustrebt,, -—ZZ_-_Z~ZZZZZZZZZZZZZ. 

wenn x selbst dem Wcrte "ZZZZZZZZZZZZ“^Z^ZZZZ^ZZ_ 

+ °o Oder — oo zustrebt, -j—p- -f- -- 

wie also — ungenau aus- ZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ 

gedriickt — die Bildkurve ZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ 

rechts oder links weit - - - 

draufien verlauft. DaB ZZ^Z_ZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ 

/ - 2 

hierbei alle Mbglichkeiten 7 I ; 

wirklich vorkommen kon- 1 1 11 J_. U I LLi I I J U ...L.I.I jZ 
nen, erkennt man am Fi g , 90 . 

besten, wenn man die Bild- 

kurven einiger gebrochener Funktionen von bestimmter Art genau 
untersucht. Dies soil nachher geschehen. Man wird erkennen, daB 
man die angeregte Frage in jedem Falle beantworten kann. 

Jetzt sprechen wir iibor den Differentialquuticnten einer 
gebrochenen Funktion y. Sehen wir von denjenigen Stellen ab, wo die 
Funktion unstetig, namlich unendlich groB wird, so gehort zu jedem 
unendlich kleinen Zuwachs dx von x ein ebenfalls unendlich kleiner Zu- 
wachs Ay von y, und der Bruch aus beiden ist der Differentialquotient 
Ay :dx. Berechnet wird er, da wir die im Bruch 
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Fig. 90. 
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vorkommenden ganzen. Funktionen u und v zu differentiieren imst&nde 
sind, nach der Bruchregel: 


1st z;B. 


so kommt: 


du dv 

— V dx U d% 


a 3 -! 

2it > + 4a —2 : 


U~ X? — 1 


v = 2a? + 4® —• 2, 


au n dv 

dx~ 2x ' rx = 6x2 + 4 ’ 

daher nach (1): 

^_(2^jf4£-2)2®_( ! t«_i)(-6a;> + 4") 
dx + 4a—2)* 

od®, vena man den Zahler ausmultipliziert und ordnet: 

dy_ — 2x t + lQ— 4 x 4 - 4 

dx ~W&TTx^Zp • 

Ohne weiteres leuchtet hiemach ein: 

Funktion ist e^enfal! r eren * 1 al *1^ o t i e n t einer gebrochenen 
ThZ' t ™ eine g^rochene Funktion. 

als ein einziger Bruch gegeben ist gebrocbene Funktion, die nicht schon 
mn sie zu differentiieren. Wenn^jT** ^ ** dieS6 F ° rm m brin £ on ’ 

y = — & A 1) % 

M • a e Li e &umtt) * nre ^ anwenden, d. h. 1 :* 
Ansdruck 1 : * oder sich differentiieren, nftmlich den 

zweiten Ansdruck nach der Bruchregel- ^ fUr *" und den 


- - 

X ~ 2 — (izi 1 ) 6 ~(a + Ixy /—i) 



(1—a)« 


& Hh 5 

a—«)’ • 


™ *, pnfigend 110011 fr * gM ‘ 

(Rg. ^ t 1 ^ tr “ ht e 1 ef»e faeisfamiige B*hn 

B»*« d«r Wm to k f* G “*d« g .l.gehfc, J„ 

-teas: sssyas 
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Wert des Radius als die Kriimmung der Balm. Betragt der Radius xm, so ist 
also die Kriimmung: 



Je klemer x ist, um so starker wird die Kriimmung. Ist x negativ, so kann man dies 
so deuten: Wir betrachten eine Kreisbahn, die vom Punkt A nach der anderen 
Seite von g bin gekrtlmmt ist. Den dort liegenden Kreisen schreiben wir also 
negative Kriimmung zu, Wollen wir die Kriimmung graphisch als Funktion des 
Radius darstellen,. so haben wir die Bildkurve der einfachsten gebrochenen 
Funktion 



zu zeichnen. Der Differentialquotient ist nach der Potenzregel: 

dy = _1 

dx x 2 1 

also stets negativ. Nach Satz 7, S. 104, fallt daher die Kurve bestkndig. Sie ist un- 
stetig liir x = 0, n&mlich dort wird y = oo. Ist a: sehr nahe bei Null und positiv, so 
wird y sehr groB positiv. 1st dagegen x sehr nahe bei Null und negativ, so wird der ab¬ 
solute Bctrag von y sehr groB, abcr y selbst negativ. 

Links schmiegt sich die Kurve daher der negativen, 
rechts der positiven y~ Achse im Unendlichferncn an. 

Ist der absolute Betrag von x sehr groB, so liegt y sehr 
nahe bei Null. Fiir positives x ist y auch positiv, fur 
negatives x negativ. Die Kurve zcrfallt also in zwei 
Zweige im 1. und 3. Quadrantcn. Die Fig. 92 ist 
leicht mittels einiger Punkte (x « drl, dbr 2, ±:3 
db J, dz J) der Kurve und der zugehbrigcn Steigungen 
der Tangcnten zu zeichnen. Diese Kurve gehbrt zu 
Li men, die wir spltter untersuchen werdon und die 
Hyperbeln heifien. Der Leser iiberlege, warum die 
eine Kurvenhalfte in die andere iibergeht, sobald Fig. 92. 

man die Halbebene um eine der beiden Geradon 

hmimklappt, von denen die rechtcn Winkel der Achsen in gleiche Tcile zerlegt 
warden. 

2. Beispiel: InOsei eine W &r me quelle. Auf einer von 0 ausgehendcn Geraden 
sei eine klcine, senkrecht gestellte Scheibe beweglich, die von 0 in der Zeiteinheit eine 
gewisse Wlrmemenge erhiilt. Die Warmemenge, die 0 der Scheibe in der Zeiteinheit 
und in der Einheit der Entfernung erteilt, werde als Warmeeinhcit benut’zt. Hat die 
Scheibe die Entfernung x von 0, so bestrahlt dasjenigo Biindel von Warmestrahlen, 
das in der Entfernung 1 die Scheibe treffen wiirde, eine Flache von anderer GroBe. 
1st die Scbeibe z. B. ein kleincs Quadrat von der SeitenlUnge a, so ist jene Flache in 
dor Entfernung x ein Quadrat von dcr Seitenlange ax. Das Stralilenbtindel bestrahlt 
also in der Entfernung x eine FlHche von dcr Grdfie a a a 2 , die a a -mal die Flache a 2 der 
Scheibe enthalt, so dafi diese Scheibe in der Entfernung x nur die Warmemenge 

1 

erh&lt Diese Warmemenge ist also umgekehrt proportional zum Quadrat 
dor Entfernung x. Fig. 93 gibt die Bildkurve. Man mdge sie selbst zeichnen, 
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Fig. 93. 


indem man den Differentialquotienten zur Be- 
stimmung der Steigung benutze. Fiir lim £ = dfc 00 
strebt y offenbar nacb Null. Warum steigt die Kurve 
fiir x < 0 und fallt sie fiir a; >0? Warum ist die 
«/-Achse eine Symmetriegerade ? Warum verl&uft 
die Kurve nur im 1. und 2. Quadranten? 

3. Beispiel: In 0 und in U seien W&rme- 
quellen* Auf der Geraden, die durch 0 und U 
geht, sei wieder eine kleine Scheibe senkrecht be- 
festigt. Hat sie von O die Entfernung 1, so soil die 


warmemenge, me cue scheme von O m der &©it~ 
ernbeit erfahrt, wieder als Warmeeinheit gewahlt sein. Wenn die Scheibe von 
(I die Entfernung 1 hat, erhalte sie in der Zeiteinheit die Warmemenge 8, d. In die 
Wtaequelle U bestehe aus 8 Warmequellen von der Starke der Warmequelle 0. Der 
Abstand von 0 bis U sei gleich 10 Langeneinheiten. Wie hangt die Warmemenge, 
die der Scbeibe in der Zeiteinbeit von beiden Warmequellen zusammen zukommt, 
von der Lage der Scbeibe auf der Geraden OJJ ab? Diese Warmemenge ist die ab- 
Veranderlicbe y> Die unabbangige Veranderliche ist eine die Lage der 
bebeibe bestimmende Grode. Wenn wir die Gerade OTJ von 0 in der Bichtung nach 
i/ais positive x-Acbse benutzen, wird diese unabMngige Veranderlicho die Entfernung 
9 der .^ chei ^ e vom Anfangspunkt 0 sein. Die Scheibe hat dann von XJ die Entfernung 
LJ„^ , ZW w aUCh ’ Welm 2 Meiner als 10 oder ne gativ ist. Sie erhalt von 0 in dor 
1Da 0 achtmal 80 stark - *ber in der Entfernung 

gmml^Senge. ^ ™ lmemen * e 8 : :10 )*- ^ die 



8 

(i —10) _a ' 


^ e ^ ne der Leiden Warmequellen die an der o an der 
T ^ der Scheibe befindcn. 

x^lolSendbchtaB^? itbrnT * V ° n * V ° r ’ die m 0 und 

groo wird, fur hm x = ± co dagcgen nach Null strebt. Daher 



zerfallt die Bildkurve In 
drei Zweige. Sie schmio- 
gen sich der ce-Achse, der 
«/-Achse und der Paral- 
lelen zur t/-Achse durch V 
im Unendliclifernen an* 
Siehe Fig. 94. Der Diffe- 
rentialquotient von 1 ; x* 
ergibt sich nach der Po- 
tenzregel. Der des zweiten 
Summanden wird nach 
der Kettenregel gefunden, 
Bezeichnen wir nainlich 
diesen Summanden mit z* 
so ist 
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Folglich wird 


dz 
di : 


16 


<tt 

dx 


= 1, d 


h ~ = _ 

* da ” <3 


16 


(a;—10) 3 ' 


dy 
dz ' 


2^ 


16 


. Isk f ne f tiv ' “ sind * und ab ungerade Potenzen anch negativ, d h darn 

f ?.? \ dx P°. s, f v > woraus nach Sat2 7 > S-104, folgt, daB der linke Zweig der BildWc- 

der Bddkurve fflt bestandi^ Wenn dagegen a: zwischen 0 und 10, dieTchelbeTsl 
zwischen 0 und U liegt, ist je 8 positiv und (x — 10V> rw tv* 1• i mo 

■fJZtr Differ6nZ ' Einmal WiH * gldch Nu ”’ S^igenWert 

16 

, . ^ (a-10)=> 

oder also 

(x —10)3 =_8a 3 , 

d. h. 

* —10 = — a®, a = 3-j. 

1st. Ilior liegfc nach Sate 8, S. 106, die eirzige Stclle, wo ein endliches Maximum 
Oder Minimum eintreten kann. Da nun, wenn * positiv sehr klein wird 
klein gegenflber dem absoluten Betragc von (*-10)» wird, ist die Stei’gun* d£ 
mitUercn Kurvenzwe.ges m der Niihe der jz-Achsc negativ. Dagegen Xt°sich 
daB sie nahe vor der Geraden * = 10 durch V positiv ist. Jene sfelfe gehort daher 
" einom Minimum. Zwischen bciden Warmequellen erfahrt die Schtibe an deE 
Stclle * = 3* die germgste Erwarmung. Wie grofi ist dort die Warmemenge? 

. t 4 - B pispiel: Entsprechonde ttberlcgungcn stelle man an, wenn O V die Lange a 
hat und sich die Warmequellen O und V in ihren StarMn nicht wie 1:8, sondern 
all^mein wie «: P zuemander verhalten, und bestimme die kuhiste Stelle zwischen 

6. Beispiel: Drei gleich starke Warmequellon V, O, V mogen auf einer Geraden 
so liegen, daB sie in der Langeneinheit aufeinander folgen. Alsdann ist die Warmemenge 
wenn sie wie im 2. und 3. Beispiel gcir.essen wird, gegeben durch die Funktion: ” 


y (* + 1)» 4 a» 

Man borechne den Differontialquotienten: 

dy _ 2 

dx 


__ 2 _ 

(*-1)5 


(X + I )" 3 

Man zoigo, daB sich endliche Maxima Oder Minima von y nur da ergeben koimen, wo 
x eine Ldsung der Gleichung sechsten Grades ist; 

3a 6 -|~3a^-f3z 2 —1= 0. 


Diese LBsungen findet man leichfc mittek der Fehlerxegel (S. 118). Denn die JFehier- 
kurvo (vgl S. 116) hat fiir x » 0 ihre tiefste Stelle mit der Ordinate —1. Vorher 
flilt sie best&ndig, nachher steigt sie bestandig, da 3a 8 + 3 z 4 + 3 z 2 — 1 den Dif~ 
ferentialquotienten 18 z 6 -f 12 z 8 -f 6 a; oder x (18 z 4 4* 12 a 2 4- 6) hat und der Inhalt 
der Klammer stets positiv bleibt. Die Fehlerkurve ist auBerdem zur t/-Achse sym- 
metrisch, da sich 3ac 8 -f3a^ + 3a^ — 1 nicht ftndert, wenn x durch — x ersetzt wird 



142 


Drittes Kapitel; Algebraische Funktionen. 


{vgl S.42). Deshalb hat die Gleichung sechsten Grades nor zwei rcellc entgogen- 
gesetzt gleiche Losungen, namlich, wie man berechnen mdge: x » dz 0,50307. Haw 
beweise, dafi y liir diese Werte von x Minima hat. 

6. Beispiel; Die Anziehungskraft, die ein matoriclles Teilchen auf cm anderes 
nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz ausiibt, ist oinerseits proportional 
zu den Massen beider Teilchen, andererseits — ebenso wie die W&rmemenge in den 
vorhergehenden Beispielen — umgekehrt proportional zum Quadrat dor Entlernung* 
Liegen zwei homogene Kugeln vor, deren Massen m and u sind und in den Kugftl- 
mitfcelpunkten vereinigt angenommen werdcn diirfen, so dab die Kugeln dureh 
ihre Mittelpunkte ersetabar sind, und ist a die Entfernung beider Mittelpunkte 
voneinander, so ist also die Anziehungskraft zwischen bei den gleich 


wo Jc cine Konstante bedeutet, die von der Wahl der Einheiten abh&ngt, Nun mmx 
in zwei Punkten 0 und V Massen m und M fest angebracht. Auf der Goraden dureh 
0 und U sei eine dritte Masse p beweglich. Hat sic von 0 den Abstand tu 

V( ^ ” < * en Abstand l , so sind die Anzichungskriifte, dio sie von 0 unci U 
erfahrt, gleich 


tte Krafte werdcn ausgelibt in den Richtungon nach 0 und V. Beide KrBfte 

t*? i ™ eni J ^ nicht zwis *he» 0 und U liegt, anderenfalls hebon »ie 

di« Sh-iM.ir e nrr lf ’i ^ benutzen dic Gerade OU als x-Achsc, 0 alB Aniangapunkt, 

2LSZL2F , I : a " gen ™ heit - *> daB V die Abszisso + 1 hat. Hat nun der 
ewegiiche Massenpunkt die Abszisse x, so sind 

and -M/L 

Twsitfv^wMuw, ^ > ^„ Ge A Sam . tl ? ait se i mit y bezcichnct. Dabci rechnon wir y 
erfShrt’ 1st x^nemf nzlelr “ ng | n der Richtung dor positivcn a-Achse 

gleich gerichtet, FurtegaUveT z ^fallo: ^ bcide Ein * elkr!lItC 


1st z podtiv und grofler als X, so sind beide Einzelkrafte ncgativ, filrs >1 ist dahor: 

kMft 

*o ist dX S iSfdie'ztltepotifrur 0<t< S SS 

v = ~ k J^l k Mf* 

a* + ?i — iji* 

Hier liegt somit ein Fall vor wn f« , . 

Funktionen y ergeben Mai Intl)rV4l,<! des * v0r * 

fatevalle, far die besonderen Ashmen M g ° d ‘ e drei Fu «kHoncn, jode in Jhrem 

km > u = 2, hMy = lt 

- • ta >»^ = 2:l i st lbUd bcbwieder g ebe, Siobo Fig. 95. Die ndttlere Kurve 
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konnte man nach der Zeichnung fitr eine Gerade halten, aber sie kann keine Gerade 
sein ; weil sie ja keine ganze lineare Funktion vorstellt (vgl. Satz 4, S. 31). Die Thuschung 
entsteht daraus, daB die y-Einheit nicht klein genng gewahlt worden ist. In 
Fig. 96 haben wir die Bildkurve der in Rede stehenden Funktion 

a (x — 1)“ 

im Intervalle von x = 0 bis x = 1 unter der Annahme gezeichnet, daB die y-Einheit 
nur der liunderte Ted der x-Einheit ist. Das in Fig. 95 fast geradlinig erscheinende 
Stttck tritt aueh in Fig. 96 deutlich auf, hier aber in schragerer Lage, Wir haben hier 
eine Gerade eingezeicknet, der sich die Kurve aulfallend stark anschmiegt, und zwar 
von verschiedcnen Seiten her. Spater werden wir Gelegenheit haben, zu zeigen, wie 
man die Lage einer derartigen Wendetangente fiir eine Stelle der Kurve berechnen 



Fig. 95. Fig. 96. 


kann, an dor sie einen sogenanntcn Wendepunkt hat, und werden dann auf dieses 
Beispiel zuriickkommen. Die Feststellung des Verlaufs der drei Kurven ist mit Hilfe 
der Differentialquotienten zu leisten, die fiber die Steigung Auskunft geben. Keine 
der droi Kurven hat eine Stelle mit wager ccliter Tangente (auBer ffir lim x = co). 
Die Gesamtkraft hat also im Endlichen nirgends ein Maximum oder Minimum von 
endlicher GrijBe. Aber sie wird einmal gleich Null. Die mittlere Kurve namlich 
schneidet die x-Achse an derjenigen Stelle, ffir die 


also 


ist 


2 1 
x* " (a —l) 2 ’ 


d. h. 



a - = (/IT (|/2 + 1) = 2 +]/2 

1/2 — 1 

Da 0 < x < 1 sein muB, ist die Wurzel negatiy zu nehmen, also 


*= 2 — 1/2 = 0 , 686 . 

An dieser Stelle heben die beiden auf ft von rechts und links wirkenden Anziehungs- 
krfifte einamfer auf. 

7. Beispiel; Ein aus einem Stockwerk bestehendes Haus mit drei Raumen, 
desson GrundriB die Form in Fig. 97 hat, wird so geplant, daB die rechteckige Grund- 
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flache vorgeschriebene GroBe hat und dab AB gerade | der Frontlange AC betrHgk 
Die inneren Mauern BO und DE sollen diinner als die auBeren sein, so daB das laufende 
Meter der inneren Mauern nur f- soviel koste wie das laufende Meter der auBeren Mauern. 
Was lSBt sich iiber die Art sagen, wie verschiedene Ausmessungen auf den Kosten- 
betrag einwirken werdcn? Die vorgescirriebene Grundflache betrage F qm. Das 
laufende Meter der auBeren Mauern koste k Mark. Die Frontlange AC kann beliebig, 
gleich x Metern, gewahlt werden. Die Tiefe A1 des Hauses ist dann gleich F : x Metern. 
Nun sind die Kosten far die Herstellung aller Mauern in Mark: 

y - k [ A C + / H + A / + C H + f D' E + | B O ]. 

Hierin ist AC - IB * x, DE - und Al - CE - BG - F :x, also: 


oder 


2/= k 


F 2 
2x+ 2— + - 
x 3 


2 , F 

tX H - 

5 x 



y ist demnach eine gebrochene Funktion von x . Negative Werte von x haben keine 
Bedeutung. Fur x = 0 wird y unendlich groB. Fiir positives x ist y stets positiv, die 
Kosten y nehmen aber zun&chst ab, da der Differentialquotient 


dx~ \lb 3 x*) 

fflr kleine positive Werte von x negativ wird, wcil dann 1: x 2 sehr groB ist. Wachst 
aber x weiter, so wird 1 : x 2 immer kleiner. Fiir ein gewisses x wird der Differential- 
quotient gleich Null, namlich wenn 


F 17 
x 2 20 

ist. Wird x noch groBer, so wird der Differentialquotient 
poSitiv, d. h. die Kosten y wachsen. Fiir lim x - + oo 
schliefilich wird y wieder unendlich groB. Am giinstigsten 
ist es also, x so zu wahlen, daB F : x* — wird. Pann ist die 
Tiefe des Hauses, namlich F : x, gleich J-J x. Man wird also 
den GrundriB so machen, daB sich die Frontlange zur Tiefe 
wie 20 zu 17 yerhalt. Fig, 97 zeigt dies Verh&ltnis. 

8. Beispiol: Ist E die elcktromotorische Kraft eines galvanischen Ele- 
mentes, W sein innerer Widerstand und to der Widerstand im auBeren Strom- 
kreise, so ist die Stromstarke nach dem Ohmschen Gesetze gleich: 



— -Jcm- 
Fig. 97, 


E 

W + w 


oder === 


1+ w 


Schaltet man zwei gleichc derartige Elemente hintereinander, so ist ihre elektro- 
motorische Kraft 2 E uhd ihr innerer Widerstand 2 IF, wahrend der auBere Stromkreis 
der alte bleiben moge, also wieder den Widerstand w habe, so daB die Kette d$r beiden 
Elemente einen Strom erzeugt von der Starke: 

2E J E 2 

2 W + u> oder w' ~z «r ■ 

2 + w 
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Bei einer Kette von x hintereinander geschalteten ebensolchen Elementen ergibt sicb 
entsprechend die Stromstarke: 

__ Ex _ E x 

(2) ^ “ Wx -f w “ W * ~ w ' 

55+ ^ 


Als Anzahl der Elemente ist x eigentlich eine positive ganze Zahl. Seben wir davon ab 
und verstehen wir miter x eine beliebige Veranderliche, so ist die Stromstarke y eine 
gebrochene Funktion von x . Sie wird nur fur x ~ —w :W, also fiir einen negativen 
Wert von x , unendlich groB. Wird x selbst i °°» so wM y zu E : W, was man sofort 
einsieht, wenn man y so umformt: 

E 1 

y ~ w\ w 1 ’ 

1+ F7 


da 1 : x fiir lim X = ± oo unendlich ldein wird. - Bei einer sehr groiien Anzahl von 
Elementen ist daber die Stromstarke fast gleich E : W. Der Differentialquotient 
von y ergibt sich aus (2) obne weiteres nach der Faktorregel und Brucbregel: 


dy _ wE 
lx " W* 


1 



X 


Er ist bcst&ndig positiv, d. h. y wacbst mit wachsendem a;. Obgloich x als die Anzahl 
der Elemente eine ganze positive Zahl ist, wollen wir die Bildkurve dor Funk¬ 
tion y f Ur beliebige, auch negative Werte von x betrachten. Day nur fiir den einen end- 
lichen Wert a = — w : W unendlich groB wird, zerfallt die Kurve in zwei Zweige, von 
denen jeder bestkndig steigt Der linke Zweig 
verl&uit vollig im zweiten Quadranten; er 
kommt aus deni Unendlicbfernen, wo er sicb 
derjenigen Geraden parallel zur rc-Achse an- 
schmiegt, die die Ordinate E : W bat; er wird 
fiir x «= — w :W unendlich hoch. Der rechte 
Zweig kommt vom Unendlichfernen unten, 
indem er sicb der Geraden x = — w : W an- 
Schmiegt, geht durch den Anfangspunkt 0 
und schmiegt sicb ftir x = + oo der Geraden 
an, die die HQhe y = E : W tiber der s-Achse 
hat Siehe Fig. 98, in der wir den Teil, fiir 
den x negativ ist, punktiert haben, da er keine _ 

Bcdeutung fiir die eigentliche Aufgabe hat In dieser Figur sind zwar E :W _und 
w : W durch glcichlange Strecken OB und AO wiedergegeben. Doch dient die Figur 
zur Veranschaulichung fiir jeden Fall, wie auch E : W uud w : w _g®S® ben seln 
Ist z. B. uj : W - 10. so ist die Einheit der *-Achse dei zehnte Teil der Strecke AO, 
so daB sich beispielsweisc fiir * = 20, d.h. fiir 20 Elemente, die Stromstarke ergibt, 
die durch QP dargcstellt wird. Dabci ist die Lange von QP mit der ™ n £ ' W 
OB zu vcrgleichen. Ist z. B. E : W = 8, so verhalt sich die Stromstarke zu 8 wie 
QP zu OB. Die Bildkurve ist iibrigens eine der sogenarmten Hyperbeln 
(vgl. S. 139). 

Scheffers, Lehrbuch d. Mathematilc. 
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9. Beispiel: Nunmehr wollen wir annehmen, eine grofiere Anzahl von galvani- 
schen Elementen, etwa n\ sei zu einer Batterie zu vereinigen. Jedes einzelne habe die 
elektromotorische Kraft E und den inneren Widerstand W. Der> Widerstand des 
auBeren Stromkreises sei wieder w. Wir wollen jetzt aber nicht alle « Elemente 
hintereinander schalten, sondern je x von ihnen nebeneinander, indem wir also 
bei je x Elementen jedesmal die gleichen Pole verbinden. Aus je x Elementen wird dann 
ein Element von derselben elektromotorischen Kraft, aber von der rr-fachen Ober- 
flkche, d. h. vom Widerstand W : x. Wir wollen annehmen, x gehe in n auf (z. B. seien 
60 Element© zu je 6 nebeneinander geschaltet). Alsdann liegen n : x Elemente vor, 
von denen jedes die elektromotorische Kraft E und den inneren Widerstand W : x hat. 
Diesc n:x Elemente schalten wir nun hintereinander. Die Stromstarke y be- 
rechnet sich nach dem Ohmschen Gesetze wie im vorigen Beispiele, aber an die 
Stelle von x tritt n : x , an die Stelle von W tritt W : x. Also kommt nach (2): 


E 


n 

x 


W_ 

x 


- + V) 


E~ 

W 


nx 


n + 




Dies ist eine gebrochene Funktion der Zahl x derjenigen Elemente, die wir dureh 
Nebeneinanderschalten zusammenfiigten, d. h. x bedeutet eigentlich eine der posi- 
tiven ganzen Zahlen, 'die in w, der Anzahl aller zur Verfiigung stehenden Elemente, 
aofgehen. Lassen wir aber zunachst x irgendwelche positive Werte haben. Dann 
ist &uch y stets positiv. Fiir lim x ~ + oo wird y zu Null, wie man aus der ersten 
Form von y sieht. Da y auch ffir x — 0 zu Null wird, erreieht y fiir wenigstens ein 
positives x ein Maximum. Der Differentialquotient ist: 


dy E 
dx~~W 


n* 



("+TT* 


J 


Nach Satz 8, S. 106, mufi also das Maximum eintreten, wenn 



wird. Fur alle anderen positiven Werte von x wird y kleiner als fiir diesen Wort, denn 
wenn x von 0 bis zu diesem Werte zunimmt, bleibt dy \dx positiv, wenn x grofier als 
dieser Wert ist, wird dy :dx negativ. (Vgl. Satz 7, S. 104). Daher wird man die zur 
Verfiigung stehenden n Elemente so in Keihen von je x Elementen nebeneinander 
schalten, dab x dem Werte derQuadratwurzel moglichst nah, kommt. Wenn x nicht in 
n aufgeht, d. h. wenn beim Nebeneinanderschalten von je x Elementen schlieB- 
lich einige Elemente, namlich weniger als ar, ubrigbleiben, die man alsdann fiir sich 
nebeneinander schaltet, wird man ebenfalls die zweckmafiigste Anordnung erzielen, 
sob aid man x nahe bei dem Werte* jener Quadratwurzel wahlt. 

10. Beispiel: Die W&rmemenge, die notig ist, am 1 cbm trockener Luft beim 
konstanten Druck von 760 mm Barometerstand von z°G auf 100° G zu erwarmen, ist: 


2 / = 


0,307 


1 + 


x 

"273 


(100 — a), 


ausgedriickt in Kalorien oder Waxmeeinheiten. Fiir x > 100 wird sie naturlich frei* 
Bhckt x nahe an —273, den Nullpunkt der sogenannten absoluten Temperatur, 
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so gilt die Formel nicht raehr. Man zeichne die Bildkurve, die nur fiir x > — 278 in 
Betracht koramt. Siche Fig. 99. Die Kurve ist iibrigens zusammen mit dem nicht- 
dargestellten Zweige, der sich fiir a; < — 273 ergibt, eine Hyperbel (vgl. S. 139). 

Die meisten bisher gebrachten Beispiele sind der Physik ent- 
nommen. Dasselbe gilt von dem folgenden, das jedoch von etwas anderer 
Art ist, sich namlich auf ein in Wahrheit noch nicht vollkommen 
ergriindetes Naturgesetz bezieht. In solchen Fallen bildet man 
Naherungsformeln, namlich moglichst einfach gebaute For mein, die 



sich hinreichend genau an die Beobachtungen anschlieBen. Bei der- 
artigen Naherungsformeln muB man untersuchen, in welchen Be- 
reichen sie mit der Wirkliehkeit einigermaBen im Einklange stehen. 
Selbst wenn man von vornherein nicht weifi, daB eine Formel nnr 
naherungsweise gilt, deckt ihre mathematische Untersuchung ihre 
schwache Seite auf. 

11. Beispiol: Bei t* 0. tibt ein Kilogramm Kohlensaure, dessen Volumen 
x Kubikmeter betr&gt, auf ein Quadratmeter der Wand des GefiiBes einen Druck 
aus, der in Kilogrammen gemessen den Betrag hat: 

0,003 688 (273 4- 0 _ 2,0935 

• y ~ x — 0,000 843 (273 + 0 (* + 0,000 977)* ' 

Bei 16° C. z. B. ergibt sich hieraus: 

1,062 0,007 269 

W y “ T-ltTOOO 8® (z+ 0,000977)*' 

10 * 





hat bier 0,003688 Sh 

darf, da die Zahlen abgerundefc sind, die Ergebwsse nur s ’ , 

ffir die Zahlen 0,0036876 und 0,003688 5, sowie ftedie Zahlen 2,093 46 und 2,008 0 

™S*£*'X£L. F— von . W t M d,n ih,„ D,«.»n«- 
qaotienten. Der des ersten Bruches wird nach der Bruchregel bereclmet, der des 
zweiten Brushes nach der Kettenregel. Man bekommt: 

dy 1,062 L 0.014 638 _ 

IF (x — 0,000 843) J + (a + 0,000 977) a 

Wir nehmen * positiv an, weil negative Werte fur die vorliegende Aufgabe keinen 
Sinn baben- Ffir sehr groBe Werte von x sind die Nenner angenahert gleich x* nna 
x 3 , so daB dann der Differentialquotient angenabert gleich 

—1,062 x 4- 0,016 

~ ? * 

d. h. negativ wird. In der Tat: wird das Volumen x recht groB, so wird die Spannung t/ 
recht Mein werden ;• die Bildkurve fallt fiir groBe Werte von pc, vgl. Satz 7, S* 104* 
Fragen wir uns, fur welches x sie wagerecbt verlauft, d. h. der Differentialquotient 
gleich Null wird. Zu fordera ist: 

1,062 {x + 0,000 977) 3 = 0,014 638 {x — 0,000 843) 8 . 

Dies ist eine Gleichnng dritten Grades fiir x. Reclinet man die Potenzen aus, indem 
man naturlich immer abgekiirzte Multiplikation entsprechend den gegobenen 
DezimalsteUen anwendet, so findet man, dafi sich die von x freien Glieder, n&mlich 
1,062.0,000 977 s und 0,014 638.0,000 843 s , hinreichend genau fortheben, so daB 
bleibt: 

1,062 x 8 —0,011426 x 8 + 0,000 027 x = 0. 

Offenbar wirddieser Gleicbuhg durch x - 0 genugt. Nach Absondern des Faktors X 
verblelbt die quadratiscbe Gleichnng: 

1,062 a£ — 0,011426 x 4- 0,000 027 = 0. 

Nach S* 110 smdihre Losungen ungef ahr gleich 0,0036 und 0,0078, d. h. an den Stellen 
* = 0, x - 0,0036, x as 0,0073 hat die Bildkurve wagerechte Tangenten. Ferner siehfc 
man aus den Nennem in (3), dafi y nur fur einen positiven Wert von x, n&mlich fiir 
x= 0,000843, unendbch groB wird, und dieser Wert von x ist kleiner als 0,0036. Die 
Faxalleie x = 0,000 843 zur y-Achse wird also von der Kurve im Unendlichen er- 
sfeebt* Ist x wenig groBer alsdieseZahl, so wird in y das erste Glied sehr grofi positiv, 
dwanwh*d auch y sehr groB positiv. Der rechte Zweig der Kurve kommfc somit 
Fosrtiv-Unendlichen, sich dort der Geraden x = 0,000 843 anschmiegend, 
and0,0036, hebtsich dann bisx = 0,0073 und fallt weiterhin best&ndig, 
00 der x-Achse anzuschmiegen. Siehe Fig. 100. Fiir x zwischen 
a v ff ^^^oagegeu let das erste Glied in (3) und daher auch y selbst negativ. Dies 
y?® ^ysikahschen Vorgang sinnlos, da y die Spannung bedeutet. 

ssirjsi “ *• *”* d ™ w »“' s— 

fehrm °rn^ . eD n ° C ^ Zwe * ® e * s P' e * e hinzu, die der Leser selbst durch- 




12. Beispiel: Ein verschlossenes zylindrisches LitergefSB soli so hergestellt 
werden, daft ftii die gesamte Flaclie (Mantel plus BodenMche plus Deckelflache) mog- 
liehst we nig Material verbraueht wird. Beliebig zu wahlen 1st zunachst der Radius 
des Bodens; er betrage x cm. Wie groB ist dann die Grundflache? Wie groB also die 
H8he ? Wie groB folglich die gesamte Flilche y in qom ? y ist eine gebrochene Funktion 
•von x, deren Minimum gesucht wird. Vgl. das 3. Beispiel, S. 108. 

13. Beispiel: Ein Rohr von 30 qcm Querschnitt soil hergestellt warden. Der 
Querschnitt soli aus einem Rechteck mit einem aufgesetzten Halbkreise bestehen. 
Wie wird man die Dimensionen wfthlen, damit der Umlang des Querschnittes moglichst 
gering wird? Urn festzustellen, welche GrBBa.hier die unahMngige Veranderliche x 
ist, tlberlege man sieh, wie man irgendeinen Querschnitt von der vorgeschriehenen 
Form zu zeichnen anfangen wird; offenbar mit dem Halbkreise. Welche Lange wahlt 
man also beliebig? Welche GriiBe ist die abliangige Veranderliche, usw. ? Man vergleiche 
das Ergebnis mit dem im 6. Beispiel, S. 67. 


§ 6. Die Umkehrregel. 


Wenn wir von einer Funktion y = f(x) festgestellt haben, dafi' sie 
in einem Intervalle von x — a bis x — b stetig ist iind differentiiert 
werden kann, wird sie dort durch einen Kurvenzug AB, siehe 
Fig. 101, dargestellt, der tiberall liickenlos Oder stetig ist und Tangenten 
bat. Wie immer lassen wir einen Punkt P diesen Kurvenzug im Sinn 
wachsender Abszissen durchlaufen (S. 32), d. h. der FuBpunkt Q des 
Lotes von P auf die ai-Achse soil sich im positiven Sinn lftngs der 


*-Achse bewegen. Mit R be- 
zeichnen wir den FuBpunkt 
des Lotes von P auf die y- 
Achse. Dieser Punkt R wird- 
nun eine Streeke auf der 
y-Achse beschreiben, braucht 
es aber nicht immer ebenso 
eintflnig wie Q zu tun; W&h- 



rend P von A bis B geht, 


Fig. 102. 


Fig. 101. 
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kann sich R auf der y-Achse teds im positive!) und teils im negative!) 
Sinn bewegen. Man sieht dies in Fig. 102. Wir wollen uns aber in 
einem derartigen Falle stets auf ein Stuck des Kurvenzuges be- 
schranken, zu dem eine eintonige Bewegung von R, sei es im po- 
sitiven Sinn, sei es im negativen Sinn, l&ngs der «/-Achse gehort. 
In Fig. 102 werden wir also etwa nur das Kurvenstiick von C bis D 
ins Auge fassen. In der vorhergehenden Fig. 101 ist die Bewegung 
von R im ganzen Intervalle von A bis B eintonig, n&mlich durchweg 
positiv. 

Wir wollen uns also auf ein Intervall AB beschr&nken, 
innerhalb dessen sich R kings der j/-Achse nur im positiven 
Oder aber nur im negativen Sinn bewegt, falls sich <2 ISngs 
KtM /r positiven Sinn bewegt, siehe Fig. 101 und 

Mg. 10d. (In Fig. 103 findet die Bewegung von R im negativen Sinn 
statt.) Bei dieser Beschrankung leuchtet ein, dafi 
^r-U Ordinate y = f(x) wahrend der Bewegung ent- 

t j;\. wed . er bestandig wachst (Fig. 101) Oder besttadig 
' abnimmt (Fig. 103), d. h. dah die Steigung ent- 

li—-—^ we der bestandig positiv oder best&ndig negativ ist* 

7, S. 104, setzen wir somit voraus, dafl 
n a g Jy Merentialquotient im Intervall entweder 
uberall positiv oder liberal] negativ sei. Wir wollen 
103. dabei auch die Moglichkeit ausschliellen, dafi der 

~ d " C “* n,t ' *** R von y _ h bis y _ l 


jedem Wert von y 

tor A «d £ dTpih b mt 6to Punkt B dor 

41. .1 1 von . _ „ bio * = t auf dor 

iffl Intervals von o=z fc hi. 6 _T *■ ktowi wir sagen: 

Di« Eolien von x und tf ~ lst . a: e * ne Funktion von y. 

alS ° vertauscht warden. 
Funktion des Radius der Sw R f mintialt einer Kugel ist eine 
f*®*^* 1 ^ der Kugel d h. mhtet Slch aber auch naoh dem 

M CiT S"* den Radius 818 Funktion 

W die Sprung- 

apanramg beliebig wahleji , nn a a V0 . en > ab er man kann auch die 
ergeben. ’ ann Wlrd sich das Volumen als Funktion 

uffassung nennt man die Umkehrung 
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Oder Inversion der Funktion y — f(x). Die neue Funktion, dLh. 
x aufgefaBt als Funktion von y, heiBt die zur urspriinglichen Funktion 
inverse Funktion, nach dem lateinischen invertere, umkehren. Ein 
einfaches rechnerisches Beispiel: Wenn 


a) 


V- 


1 4 - % 


vorliegt, ergibt sich, daB umgekehrt 

( 2 ) 


X — , 


ist. Liegt eine Funktion y — f(x ) vor, so kann man ailerdings nicht 
immer so leicht wie in diesem Beispiele die inverse Funktion finden. 
Man mufi ja die Gleichung y — f(x) auf eine neue Form bringen, 
in der links nur x und rechts ein Ausdruck in y allein steht, also 
auf eine Form, die sidh in allgemeinen Zeichen so darstellt: x = F(y). 
Diese Umformung von y = f(x) in eine Gleichung x — F(y) nennt 
man auch die Auflosung der Gleichung hinsichtlich x. In unserm 
Beispiel (1) war dies leicht zu leisten, oft aber ist es schwer, ja meistens 
konnen wir es iiberhaupt rechnerisch nicht tun. Aber auch dann gibt 
es die inverse Funktion; sie l&Bt sich bloB nicht durch die in der 
Arithmetik zu Verfiigung stehenden Zeichen ausdriicken. 

Die inverse Funktion hat genau dasselbe Bild wie die ursprttng- 
liche. Nur muB man jetzt die «/-Achse als die Achse der unabhangigen 
Koordinate auffassen, so daB die inverse Funktion dem Intervalle 
von y — lchisy — l angehort. Aber wir sind gewohnt, die unabhSngige 
Veranderliche x und nicht y zu nerinen. Wollen wir dies auch im 
Fall der inversen Funktion tun, so miissen wir nachtraglich noch die 
Bezeichnungen vertauschen, d. h. y statt x und x statt y schreiben. 
Die zur Funktion (1) inverse Funktion (2) z. B. schreiben wir dann so: 

( 3 ) 


Was die bildliche Darstellung betrifft, so kommt der Wechsel in den 
Bezeichnungen darauf hinaus, daB man die Fig. 101 oder 103 um die- 
jenige Gerade, die den 
Winkel der positiven Ach- 
sen in gleiche Teile zerlegt, 
herumlegt, bis die ir-Achse 
und y -Achse ihre Plfttze ge- 
wechselt haben. Statt 
Fig. 101 und 1.03 ergeben 
sich dann Fig. 104 und 105. 

Kaum brauchen wir darauf 
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hinzuweisen, daft die Einheitsstrecken, xnit denen die Koordinaten 
gemessen werden, die Vertauschung mitmachen. 

Wir wollen aber nicht, wie es soeben geschah, nachtraghch auch die 
Bezeichntingen x und y vertauschen, wir wollen also die zu y — f (*) 
inverse Funktion x — F(y) nicht in der Form y = F(x) schreiben. Denn 
das kann allzuleicht zu Verwirrungen fiihren. 

Oben haben wir in bezug auf das Intervall, in dem wir die zu einer 
Funktion inverse Funktion betrachteten, bestimmte Einschrankungen 
gemacht. Man sieht leicht, daB ohne sie die Umkehrung der Funktion 
an einer verhangnisvollen Unklarheit leiden wiirde. Nehmen wir nkmlich 
z. B. an, daB der Kurvenzug von A bis B nicht, wie verlangt, bestandig 
steige oder bestandig falle, sondem wie in Fig. 102- auf S. 149 verlaufe. 
Wahlen wir dann einen Wert y, also einen Punkt R auf der y-Achse, 
so konnen zu ihm sehr wohl mehrere Punkte P der Kurve, hier 
z. B. zwei, gehoren, da die Parallele zur z-Achse durch R den 
Kurvenzug zweimal schneidet. Mithin bleibt man im Zweifel, welche 
Abszisse x gewahlt werden soli, d. h. die zu y — f (&) inverse Funk¬ 
tion x = F(y) erflillt hier nicht die sonst .von uns immer gettiachte Vor- 
aussetzung, daB zu einem bestimmten Wert der unabhangigen Ver- 
anderlichen (jetzt y) ein und nur ein Wert der abhangigen Ver&nder- 
lichen (jetzt x) gehort. Wir kommen also zu einem allgemeineren Fdnk- 
tionsbegrifie, zu den sogenannten mehrwertigen oder mehrdeutigen 
Funktionen. Wenn z. B. y = x 2 vorliegt, ergibtdie Umkehrung * — )fy, 
und dies ist eine zweiwertige Funktion, weil ja \y mit dem 
einen oder dem anderen Vorzeichen versehen werden darf. Das ftibrt 
aber zu einer Unsicherheit; wir wollen uns immer nur mit einwertigen 
Funktionen beschaftigen, und deshalb haben wir bei der Einfuhrung 
des Begriffes der inversen Funktion in bezug auf das Intervall oben be- 
sondere Einschrankungen gemacht. Allerdings werden wir bei den An- 
wendungen nicht umhin konnen, gelegentlich mehrwertige Funktionen 
zu betrachten wie z, B. die Quadratwurzel aus der unabhangigen Yer- 
anderliehen, aber dann werden wir imm er zuerst untersuchen, welcber 
der verschiedenen Werte in Betracht kommt, die diese Funktion baben 
kann, d. h. wir werden die notwendigen Einschrankungen machen, um 
jede Unsicherheit zu vermeiden. 

Da, wie gesagt, die inverse Funktion x — F(y) genau dieselbe Bild- 
kurve (Fig. 101 oder 103) wie die urspriingliche Funktion y = f (x) hat, 
und diese Bildkurve stetig ist, leuchtet ein, daB sich auch die inverse 
Funktion imIntervalle von y — kbisy — l stetig verhalt. Da femer der 
Kurvenzug iiberall eine Tangente hat, kommt auch der inversen 
Funktion ein Differentialquotient zu, Dabei ist zu beachten, daB der 
Differentialquotient, weil er die Steigung der Tangente angibt, im 
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Fall der inversen Funktion die Steigung gegenuber der y-Achse, 
nicbt der a:-Achse bedeutet, woraus man schlieBt, daB er den rezi- 
proken Wert des Differentialquotienten der ursprunglichen Funktion 
hat. Dies ist auch durch Rechnung leicht klarzumaehen: Der 
Differentialquotient von y = f(x) wird erklart als der Grenzwert 


wo A x und A y zusammengehorige Zunahmen von x und y bedeuten, die 
naeh Null streben. Der Differentialquotient der inversen Funktion 
x — F(y) wird entspreohend erklart als der Grenzwert 



A x 
Ay ’ 


weil x und y ihre Bedeutung vertauschen. Nun ist aber 

Ax _ l 
Ay ~ Ay 
A x 

und nach Satz 10, S. 65, 



d. h. 
( 5 ) 


dx _ 1 

dy~~ dry 
dx 


In der Tat ist mithin der Differentialquotient der inversen Funktion der 
reziproke Wert des Differentialquotienten der ursprunglichen Funktion. 
Hierbei ist nach Satz 10, S. 65, von dem Fall abzusehen, wo der 
im Nenner von (4) stehende Grenzwert gleich Null ist, d. h. wo der 
Differentialquotient dy:dx der ursprunglichen Funktion gleich Null 
ist, also die Tangente zur r-Achse parallel liegt. Dies ist der Grand, 
weshalb wir oben ausdrucklich vorausgesetzt haben, dafi auf dem 
Kurvenzuge AB kein Punkt liege, dessen Tangente zur z-Achse 
parallel ist. Die Steigung einer derartigen Tangente gegenuber der 
y -Achse ware ja unendlich groB. 


ZusammengefaBt gilt also der 

Satz 15: Wenn y = /(x) eine Funktion von a? ist, die sich 
im Intervalle von a;==abis a; = & uberall stetig verhalt und- 
einen bestimmten endlichen Differentialquotienten hat, 
der nirgends gleich Null wird und entweder uberall positiv 
Oder uberall negativ ist, und wen ny, wahrend x von a bis 
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geht, die Werte von k bis l annimmt, gibt es eine zu 
y=f(x) inverse Funktion x = F(y), die sich im Intervall© 
von 1 / = fcbis y-l iiberall stetig verhalt und iiberall einen 
bestimmten endlichen Differentialquotienten hat. Der 
Differentialquotient ist der reziproke Wert des Diffe¬ 
rentialquotienten der urspriinglichen Funktion, in Formel: 

dx 1 

d y — tyL 

dx 


Auf S. 126 ergab sich, daB man die Differential© wie encfliche 
Zahlen gegeneinander heben darf, wenn dieselben Differential© im 
Z&hler nnd Nefmer vorkommen. Dies sowie die letzte Formel zeigt, 
daB man Bruche aus Differentialen iiberhaupt wie gewohnliche Brtiche 
uniform en darf. 


X. Beispiel: Vorgelegt sei die Funktion y ~ x 2 . Ihto Bildkurve ist eine Parabel 
(S. 95), deren tiefste Stelle der Anfangspunkt ist und die zur y-Achse symmetrisch 
vedSuit, siehe Jig. 36 und 37, S.48,49. Die Bedingungen des Satzes 15 sind hier erftillt, 
wesm man nur positive Werte von x ins Auge fafit, da die Kurve fOr a; > 0 best&ndtg 
steigti Bei der Beschrankung auf nur positive Werte von x gibt es also eine bestimmte 
inverse Funktion, namlich x ~ j/yl Sie gilt fiir alle positiven Werte von y; die Qua- 
dratwurzd istdaherpositiv zu nehmen. Da dy:d x — 2x ist, ergibt sich dx : dif ■* 
1:2s oder 1:2 Mfchin hat die Funktion J/y von y den Differentialquotienten 
1:2 K^faDs J/y~ positiv gewahlt wird. Die Bedingungen des Satzes 15 gelten aber aucb, 
wenn * alle negativen Werte durehlauft, deim wenn x vom Negativ-Unendlichen bis 
NqI geht, nimmt y *= a* bestandxg ab. Mithin gibt es auch eine zweite inverse 
Funktion x= yy, bei der die Wurzel negativ zu nehmen ist. Ihr Differentialmiotient 
hat we vorher den Wert 1 :2 \/y, aber hierin ist jetzt die Wurzel negativ. Aus 
|f = # gehen denmach zwei verschiedene inverse Funktioxien x = (fy r hervor, bei der 
mum H KiFpositiv, bei der andem negativ, und bei beiden ist 1 ; 2 \fy der Diffe¬ 
rentialquotient. 


, Wenn ^ Bezeichnungen der Veranderliehen vertauschen, kommen wir 
Ti 3 ?. Zr ^ 1 y ~ V** die sich uar dadurch unterscheiden, daB bei der 

TtffWnfi i « positiv, bei der andem negativ zu nehmen ist. Beide haben den 

' 2V l' W0 “ bezug auf die Wurzel dasselbe gilt. Die Bilder 
Aeser beiden Fnnkbonea gehen aus dem Bild von y = * in Big. 36, S. 48, hervor, 

indem man diese so . umlegt, daB die x- 
und y-Aclise den Ort wechseln, d. h. sie 
sind die beiden Teile der in Fig. 106 dar- 
gestellten Parabel, deren Scheitel der An- 
fangspunkt und deren Achse die sc-Achse 
ist. Fiir x = 4 z. B. ergibt 4 sich bei der 
einen Funktion y = yT = 2, bei der an- 
dern y = — j/ 4 = — 2. Das sind die 
beiden in Fig. 106 hervorgehobenen Punkte. 
Der Differentialquotient 1 : 2j/aT hat fib- 
den ersten Punkt den Wert 4, fiir den 
sweiten den Wert — d.h. die Steigung 



Fig. 106. 
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der Tangent© fiir den ersten Punkt ist J, die fur den zweiten — was die in Fig. 106 
gezeichneten Tangenten liefert. e 

Die beiden durch die Umkehiung erbaltenen Funktionen y = [/-Tund y = ~ j/£- 
haben noch eine besondere Eigenschafj;: Sie sind uberhnupt nur fiir positive Werte 
von x vorhanden, fiir negatives x ergibt sich kein reelles y. 

Das soeben besprochene einfaehe Beispiel zeigt, daB wir jetzt auch 
in der Lage sind, die Funktion 

(6) y = ]/x 

zu differentiieren, denn es ergab sich 

dy __ l 

2 Vx ’ 


und zwar sowohl, wenn ix positiv ist, als auch, wenn i~x negativ ist. 

Der Satz 15, den wir auf y — x 2 angewandt hatten, um den 
Differentialquotienten von y — zu bestimmen, liefert iiberhaupt eine 
niitzliche neue Differentiationsregel, die als die Umkehrregel be- 
zeichnet werden kann. Sie reiht sich als siebente an die funf 
Regeln anf S. 84, 85 und an die sechste Regel, die Kettenregel, 
auf S. 127 an: 

7. Regel (Umkehrregel): Der Differentialquotient der 
inversen Funktion einer Funktion ist der reziproke Wert 
des Differentialquotienten der urspriinglichen Funktion: 

dx _ 1 

dy ~dy ' 
dx 


DaB sich dies leicht dem Gedachtnis einpragen laBt, wird man nicht 
bestreiten. 

Jetzt erinnern wir daran, dafi man bekanntlich die Wurzeln als Po- 
tenzen mit gebrochenen Exponenten schreibt: 

\/a — cd, '^a — a*, V® = «* usw. 

Dies geschieht deshalb, weil dann die Regeln fur das Potenzrechnen 
a m .a n = a m + n , (a m ) n = a mn 


ohne weiteres die Regeln fur das Wurzelrechnen liefern: 

i i 4-1 mrt_ f m _\ n H - 

a m . a n — a m * — y a m+n , V r® / — a m — 1 ® . 
Statt (6) schreiben wir also auch 


i>»_ n _ 

V®. V® = 


( 8 ) 

und (7) liefert: 

( 9 ) 


dy_ 

dx 


y = 

1 

2x* 


x' 


A x -i 
2 X 
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ala zugehorigen Differentialquotienten. Die Funktion (8) ist eine Potenz 
von x, namlich af, wenn n — £ ist. Nach der Potenzregel hat x n den 
Differentialquotienten nx n ~\ und das gibt hier \x~*, also wirklich den 
Differentialquotienten (9). Aber man mull bedenken, daB wir die Potenz- 
r^el nur fur den Fall bewiesen haben, wo der konstante Exponent n 
eine positive oder negative ganze Zahl ist (S. 83). Mithin hat sioh 
Mer etwas Neues ergeben: Die Potenzregel ist auch fiir n — £ 
richtig. 

Dies laBt sich verallgemeinern: 

Unter m sei eine ganze positive Zahl verstanden. Dann wissen 
wir, daJJ die Potenz 

y = x m 

den Differentialquotienten 

= mx m ~- 1 

hat. Zu y = x m ist aber invers die Funktion 


— m — 

X~y m — \y . 

Also hat sie nach der Umkehrregel den Differentialquotienten: 


dx 

dy mx } 


m m 


l—m 


Wenn wir jetzt x statt y und y statt x schreiben, folgt: Die Funktion 


m . y = x^ 

hat den Differentialquotienten 


( 11 ) 


_ x 

dx m y 


il—m 


41,0 hat dieFunk - 


dx 






( 12 ) 


*y_ 1 -- 

dx~m X 


wir dies Ergebnis damit, daB 
({en differentialquotienten y ~ x 


dy 
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hat, falls n eine ganze Zahl bedeutet. Nehmen wir uns die Freiheit, 
fflr n die gebrochene Zahl 



zu setzen, so ist' 



so daB (13) gerade den Wert (12) liefert. Also durfen wir die 
Potenzregel in der Tat auch fur den gebrochenen Exponenten 1: m 
anwenden. 

Somit ist bewiesen, dab die Potenzregel fur die Diffe¬ 
rentiation von x n nicht nur dann gilt, wenn n eine ganze 
Zahl ist, sondern auch dann, wenn n der reziproke Wert 
einer ganzen positiven Zahl ist. 

Nunmehr konnen wir auch den letzten Schritt der Verall- 
gemeinerung tun. Wir wollen die Funktion 

v_ 

(14) y = x<> 

difierentileren; darin soil der Exponent eine gebrochene Zahl sein. 
Ein Bruch p : q l&Bt sich auch dann, wenn er negativ ist, so schreiben, 
dab sein Nenner positiv ist. Deshalb durfen wir voraussetzen: p und q 
sollen ganze Zahlen sein und insbesondere soil q positiv 
sein. Jetzt wenden wir die Kettenregel an. Nach (14) ist 

(15) y = £*, 
wo 

( 16 ) 

ist. Da p eine ganze Zahl ist, hat die Funktion (15) nach der Potenzregel 
den Differentialquotienten: 

-£ = v* p ~ l 

Da q in (16) eine positive ganze Zahl wie vorhin m in (10) ist, wissen 
wir nach (12), daB die Funktion (16) den Differentialquotienten 



hat. Nach der Kettenregel ergibt sich nun der Differentialquotient der 
vorgelegten Funktion (14) durch Multiplikation der- beiden letzten 
Formeln, indem sich dann dz forthebt: 
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< hL=¥-gp-ixt . 
dz q 

Fur die Hilfsver&nderliche e aber haben wir ihren Wert (16) em- 
zusetzen. Also kommt: 

'p —i i , p— s-M— g 


*3L=Lxt *« 

dx q 


a 


oder: 

(17) 




i 


Dafi die Funktion (14) diesen Differentialquotienten (17) hat, steht 
wieder vollkommen im Einklange damit, dafi * n den Differential¬ 
quotienten nx n ~ l hat. Hier kommt aber statt der ganzen Zahl 
n eine gebrochene Zahl p : (j vor. Unser Ergebnis ist mithin der 


gate 16: Der Satz, wonach die Funktion 

y = x n 

den Differentialquotienten 


hat, gilt tiberhaupt, wenn n irgendeine ganze oder go* 
brochene, positive oder negative Konstante bedeutei 

Da Potenzen mit gebrochenen Exponenten Wurzeln sind, kann man 
mithin auf Grund dieses Satzes ohne weiteres Wurzeln differentiieren. 
Man muB nur immer die Umformung machen: 


ix =x 


Ist z. B. vorgelegt 


T- 


i If 


ae 3 -f B 5 

so wenden wir zuerst die Kettenregel an: 

erstenFormel berechnen wir dy : dz mittels der Regel fUr 
zweiten dz : dx mittels der Bruchregel: 

___ 1 

dz 


xt — 2 
: a* + 3 


d* * . 21 U' 

!*£_(*»+3) 2 a:— (a»- 
ix (**+ 3)* 


-2) 3 a? 


-as 4 -)- 6 s 3 + 6 x 
(as» + 37 ' 
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Wir suchen dy :dx. Dies ergibt sich, wenn wir die erste Formel mit 
der zweiten multiplizieren, da sich dann dz forthebt: 

dy 1 — ss* + 6 a: 2 + 6* 

di ~ 2W ' O 3 + 3) a ’ 

Aber z ist. der Bruch (a; 2 — 2) : (as 3 + 3). Also kommt schlieBlich: 


dy _ x l/? 
dx 2 r s ! 


r> + 3 . — a* + 6 a? + 6* 


(s» + 3) 2 


Die Funktion 


ist eine Sumxne: 


Dabei ist: 




y — z + t. 

(V® + *)V * — 


l 

1 + Vx" 


Kennen wir die Differential quo tionten von z und t, so kennen wir 
auch den von y, da nach der Summenregel 

/,a\ *l = *l + !!± 

dx dx ~ dx 

ist. Also sind z und t einzeln zu behandeln, und zwar nach der 
Kettenregel. Das Schema ftir z ist dieses: 

3 = U 2 = 2m 

H = *]/x + X = + X — + l = -§-*^+l 

Also kommt: 

Das Schema ftir t ist dieses; 


= * + l 

= 2u(*ar* + l). 


t — — = tr 
v 


y = 1. -j— (fr = 1 -j~ 




2d 2 Vx' 


’ 2 ( 1 + Y»)*V* 


Folglich kommt: 
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Nachdemwir so dz:dxmddt: dx gefunden haben, ergibt sich nach (19): 

g-S(K+») + 1 

\ ]/x 2 / 


2 (l + Vx f/x 


afe Differentialquotient der Funktion (18). 

Aueh wenn unter einem Wurzelzeichen noch ein Wurzelzeichen vor- 
kommt, sind w imstande, die Differentiation auszufflhren. 1st z. B. 


so setzen wir 
Bier ist 
also 


y=i / i + ]/x, 

y=\z = z i t 2 = 1 +j/a = 1-f- 
*y —I z ~i dz -* 

J _ — <T o . —— =r— A- T 1 


XV. 


dx 


dx e z X = 

fat noch z = 1 + ^ einzusetzen 

__ l 

dx 


1 

' 


. . 6 (t + 6 ^-T7=V- 

tehen AnsdraS ^n^X* ^ sogenannten algebrai- 

tfeiwn ron x, die mit Hilfe dor™ erentuere n, ndmlieh diejenigen Funk- 
Subtraktion, Muitinlikation T>i • 1 . chender ^gebra, d. h. der Addition, 
werden kfinnen und^ den’eo^T’ P + otenzen und Wurzeln gebildet 
S**e Ausdrficke nennt konst ante Exponenten vorkommen, 

PtiktioHen von x . man auch entwickelte algebraisehe 

tioifS**, ^ hge^ein^GllT^ 61 * 6 algebraiscb e Funk- 
wird, in der pL ? f lchung z wischen 2 und y vor- 

(Mo * J*, + 

TvSHO?* ^”T e »“™r be f” m ‘, en Wert ’ 80 Ue «‘ e “« 

(S.118) bMkLJ'J™? L ?y* M1 ■“»» mittels 
“« *U 1 fe‘ e - Ab “ wenn * andon, 

t Z- 

™a*"» * h i hif b 

Form zu bringen. Diese 
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Funktion von x wie iiberhaupt die unentwiekelten algebraischen Funk- 
tionen werden wir erst spater difterentiieren. 

Ferner ist 

y — x x ■ 

zwar eine entwickelte Funktion, weil links y und rechts ein Ausdruck 
in x allein steht; aber rechts steht eine Potenz von x, deren Exponent 
keine Konstante ist. Ein grober Fehler ware es, wollten 
wir af nach der Regel fur x n behandeln und also schliefien, daB 
diese Funktion den Differentialquotienten x. af -1 oder a? hatte. Denn 
diese Regel setzt voraus, daB der Exponent von x konstant 
sei. Die Funktion y = af gchort zu der uniibersehbaren Reihe derjeni- 
gen Funktionen, die man transzendent nennt. Auch diese Funktion 
werden wir erst spater difterentiieren. 

Wir wollen weiter keine Beispiele nennen, denn sonst bekommt der 
Leser ein Angstgefuh.1 wegen alles dessen, was er noch nicht weiB. Aber 
wir konnen trostend hinzufugen, daB man bei den Anwendungen der 
Mathematik meistens nur noch einige wenige transzendente Funktionen 
braucht, die wir spater behandeln werden und die eigentlich viel an- 
ziehender sind als die bisher betrachteten Funktionen. 

SchlieBlich noch ein Bekenntnis: Wir gestehen ein, daB wir auf 
den letzten Seiten etwas leichtsinnig vargegangen sind, und zwar sogar 
mit voller Absicht! In Satz 15 hatten wir namlich diejenigen Beschran- 
kungen angegeben, unter denen inverse Funktionen unzweideutig de- 
finiert sind, aber wir haben uns darum bei den vorhergehenden 
Differentiationsbeispielen gar nicht gekummert. Das hatten wir tun 
mtlssen, weil jede Wurzel als zu einer Potenz invers definiert ist. 
Wir hatten so, wie es im 1. Beispiele, S. 154, geschah, auch uberall 
vorgehen sollen. Aber uns kam es hier doch nur darauf an, daB 
man lernt, wie man algebraische Ausdrucke zu difterentiieren hat. Das 
andere, namlich die Beriicksichtigung der in Satz 15 ausgesprochenen. 
Beschrankungen, lernt man 
besser durch Beispiele, zu 
denen wir uns jetzt wenden. 

2. Beispiel: Eine Wandlampe 
L beletichte eine Stelle A des FuB- 
bodens, die gerade yor der Auf- 
hangestelle der Larape und zwar 
in der Entfernung A B - a Meter 
von der Wand ist (siehe Fig. 107), 

Der EinfluB der Hohe B L der Auf- 
h&ngestelle auf die Helligkeit der 
Stelle A soli untersucht werden. 

Scheffers, Lehrbuch <1. Mathematllc. 




162 


Duties Kapitel; Algebraische Funktionen. 


Die Helligkeit, die ein Scheibchen in 1 m Entfernung von der Lampo L bei scnk- 
rechtem Auffallen der Strahlen erfahrt, sei als Einheit der Helligkeit be- 
zeichnet. Nun gilt dass&be Gesetz wie bei Warme strahlen (vgl. 2. Beispiel, 
S. 139). WennL^=r Meter ist, wird das in A senkrecht zu LA gestellte 
Scheibchen, das wir uns als Quadrat von der Seitenlange q denkon kormen, die 
Helligkeit 1: r 1 erfahren. Dieselben Strahlen, die diese Scheibe treffen, wcrdon, 
wenn die Scheibe fortgenommen wird, ein Stuck des FuBbodens bei A treffen. 1st 
jenes Quadrat auBerordentlich klein, so sind die Strahlen, die von L nach dor Scheibe 
gehen, nahezu parallel, so daB der Fleck auf dem FuBboden nahezu ein Rechteck 
ist, dessen eine Seite gleich q und dessen andere Seite langer als q* etwa glcich p 
isi Die Helligkeiten des Quadrats und des Rechtecks verhalten sich umgekehrt wie 
die Flachen beider, da dieselbe Lichtmenge, auf groBeren Raum verteilt* weniger wirkt. 
Also ist 

Helligkeit des Rechtecks q% q 
Helligkeit des Quadrats " p~q ™ * 

I so dafi die Helligkeit des Rechtecks gleich q : pi % 

ist* Sfcreng gilt dies nur dann, werm das Quadrat 
^ unendlich klein wird, d. h. wenn wir nur den 

Punkt A des FuBbodens ins Aug© fassen. Das 
J B ^ a ^ er ^ era( ^ e unse _re Aufgabe. In Fig. 108, wo 

^ er Quersehnitt LB A der Fig. 107 dargestellfc 
a worden ist, sollen also die Lichtstrahlcn unendlich 

Fig. 108. nahe beieinander und daher parallel sein, so dafi 

T n a a o •* 7>r ,^ as ■^ rc ^ ec ^ den Seiten q und p dem Dreieck 

LB A mt den Seiten BL = x und LA - r ahnlich wird. Daraus folgt: 


tt2r D oritt“af d Tf Bn'- nchm - ™ *o die Quadrat- 

nrael positiv an. Die Helligkeit y der Stelle A des FuBbodens ist hiernach 

«= * «_ 

r ™ Autir f wertigc Funktion y von * vor - 

far * = 0 den S W.rfjw !' Mr positive Wcrto - 
nie nnendiich groB; vielmehr ist y = 0 fflr x =^0 d ph f lel . ch Nu11 ist ’ wird y 

S® * = oo gleich Null wird Das »w Pl y si kahsch ist es klar, dafi y filr 

UU wnd. Das erkennt man rechnerisch, wenn man y so schreibt: 

y *» Bruch u: e ans u = i un a ’ MerenUaiquotienten. Zunachst ist 

*“ B “- D * r ™ • ■»» ■» -i«« *£± 5 , “S“sf onl ,on ” ” t 
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z— o i d,v B 3 

„=|/m 3 = «* 1 ^= 2 * =2^ w 

«) = a?+<* 2 ~ = 2 a: 

ax 

= 3 a; = 3 a: j/x® + a 2 ~ 

Also kommt nach der Bruchregel 

dy __ |/aft + fl a3 .1 — a?. 3 as ^4- a 3 
__ ^+^6 ~~ 

Oder, da sicli die Wurzel einmal forthebt: 

d y __ a * % ^ _ 

Nach Satz 8, S. 106, kaiin also das Maximum mix fiir 


, d. h. ® = | a 1/2 

cintreten. Da wir wissen, daB ea cin Maximum gibt, 
brauchenwir das Vorzeichen des Differentialquotienten 
vor und nach der Stclle x — ^ a V 2 nicht zu unter- 
suchen; das Maximum mufl eben fiir dies© einzige 
Stelle stattfinden. Weil x = BL ist, werden wir die 
Bildkurve der Funktion y in die Figur dadurch ein- 
tragen, daB wir in L senkrecht zux Wand die 
Ordinate y — LP errichten. Wir brauchen also die 
Gerade BL nach oben hin als positive a>Achse, die 
Gerade BA nach A hin als positive t/-Achse, so dafl 
die Achsen eihe ungewohnliche Lage haben. Wenn 
wir die Strecke a = 1 setzen, also 

_ g dy _ ! — 2a * 

y ]/x* + I s ’ Ax ^Wl 6 ’ 
so bedeutet dies einfach, daB wir nicht das Meter, 



1 ' 1 

Fig. 109. 


sondern die Strecke BA als Langeneinheit benutzen. Einige zusammengehorige 
Werte sind: 


X 

y 

dy 
d x 

0 

0 

1 

0,5 

0,36 

0,29 

0,71 

0,38 

0 (Max.) 

1,00 

0,35 

—0,18 

2,00 

0,18 

—0,13 


Hiernach kann man die Helligkeitskurve in Fig. 109 leicht zeichnen. Darin ist 
auch die */-Einheit gleichBA gewahlt worden. Zu jeder Aufhangestelle L gibt das Lot 
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LP , gemessen mit der ELhheit BA, die Helligkeit der Fuflbo denstelle A an. Diejenige 
Stelle Lq, die A am hellsten beleuehtet, hat als Hohe die halbe Diagonals des fiber BA 
errichteten Quadrates. 

3. Beispiel: Welche Form gibt man einem Trichter, damit er bei moglichst 
geringem Materialverbrauche moglichst groJBes Fassungsvermogen habe ? Sehen wir 
vom Abflufirohr ab, so richtet sich der Material verbrauch nach der Grbfle des Kegel- 
mantels des Trichters, Unter alien geraden Kegeln (siehe Fig. 110) von gegebener 



znoe 


Fig. 110. Fig. 111. 

Flache des Kegelmantels wird also derjenige gesucht, der den grofiten Inhalt hat*- 
Die Mantelflache betrage M qcm. Wfirden wir den Radius des Grundkreises und 
die Seitenlange des Kegelmantels beliebig annehmen, so ware die Mantelflache 
nicht gerade gleich M. Also darf nur der Radius x beliebig angenommen werden; 
die Seitenlange s mufi sich daraus berechnen lassen. In der Tat, wickeln wir den 
Mantel auseinander, siehe Fig. Ill, so geht ein Kreisausschnitt hervor, dessen Radius 
gleich 2 und dessen Bogen gleich dem Umfange 2 n x des Grundkreises des Kegels 
1st Seine Flache ist die Halfte des Produktes aus Bogen und Radius. Sie soil 
gleich M sein. Daher ist: 

%'2nx-z = M t 

also: 


(20) #-2L. 

71 X 

Die H5he t des Kegels ergiht sich aus Fig. 110: 



Das Volumen y des Trichters ist einDrittel des Produktes der Kreisflache nx? mit 
der Hohe i, daher: 

1 „ VM *— 71*24 i ,_ 

<22) ^-=g-*yjM» — 71 * 3 *. 

ansgedrflokt in ccm. Selbstverstiindlich ist x und die Wurzel positiv. Da y durch 
das Produkt von 

und v = |/A/ 2 — 77* cc 4 

dargestellt wird, berechnen wir den Ditferentialquotienten dy :dx nach der Produkt- 
tegel. Dei Differentialquotient von v wird nach der Kettenregel bestimmt: 
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v — yw = ufe 

w — M 2 — 7i 2 


dv 

dw 

dw 

dx 




2 J/tt> 


= — 4 ti 2 a 3 


d v 
dx 


2 77 2 CC 3 


2712 a 3 


|/W 


J/itf 2 — 7i 2 a 4 


Als Differentialquotient von y ergibt sich demnach: 


d x 


« I/jtf 2 ~-.7I 5S ® 4 --£+ **. 


-2w**P 


jkf 2 —Sti 2 :* 4 


|/^2_ 7I 2 a 4 B -TI 2 ^ 


Die Wurzel ist hier ebenso wie bei y positiv zu nehmen. Fiir x = 0 ist der Differential- 
quotient gleich also positiv, d. h. zunachst wachst y mit wacbsendem a. Dies 
dauert so lange, bis der Differentialquotient gleich Null wird, was eintritt, wenn 


(23) 


M 2 

B 7i 2 a 4 = M z f d. h. ^ = 3^2 


wird* Das ist fiir nur einen positiven "Wert von x der Fall. Wird x noch grofier, so 
wird der Differentialquotient negativ, d. h. dann nimmt y wieder ab. Daher erreicht y 
fiir den Wert von sc, der sich aus (23) ergibt, das Maximum, 
des Trichters nach (21): 

—vT, 

t* er 7 


Dann ist die Hohe t 


also das Verh&ltnis 

Oder, da aus (23) folgt: 
(24) 

einfacher; 


t ■ 

sc 


M 


n 


n SC 2 as 


M 

V* 


= n- 


Man muQ daher dem Trichter eine Form geben, bei der sich seine H8he zum Radius 
wie 1/2": 1 verha.lt, also wie die Diagonale eines' Quadrates zu seiner Kante. In Fig. 110 
ist diese Form gezeichnet. Wir wollen noch den Winkel « des Kreisausschmttes in 
Fig. Ill bestimmen. Sein BogenmaB isfc^nach S. 6 gleich 2nx:z, also wegen (20) gleich 
2n*** :M, d„ h. nach (24) gleich 2 «: ^3 oder £ n |/3 Oder rund 3,628. Nach Tafel I 
des Anhangs berechnen wir das zugehorige GradmaB. Zunachst ist das Bogen- 
maB grofier als namlich urn 3,628-3,142 = 0,486. Fur deu Rest 0,486 ergeben 
sich nach der Tafel fast 28°. Da zu rr selbst 180° gehoren, ergibt sich das GradmaB 
des Winkels gleich rund 208°. Dieser Wert ist in Fig. Ill angenommen worden. 

4. Beispiel: Zu einem ganz anderen Ergebnisse fiihrt die Aufgabe. Auseiner 
Kreisschoibe soli durch Aufschneiden langs eines Radius und Zusammendrehen e 
Trichter von moglichst grofiem Volumen hergestellt werden. er Heflins 

gegebene Kadius der Scheibe sei gleich a. Nach dem Zusammendrehen sei der Ra 
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dm Gnmdkreises des Kegels gleich x cm. Die Seiteidinie des Kegels ist a, also die Kegel- 
hShe 1= a*, daher der Inhalt: 

y ~ i 72 a 2 

Nach der Produktregel und Kettenregel kommt, wie man berechnon moge: 

dy 4 2 a a — 3 x* 

— ~ 4-71 x —=3=====. 
dx \Ta 2 — x* 

Man weise nach, daB y das Maximum ftir x = a.)ty erreicht. Der Grundkreis des Kegels 
bat dann die Lange 2 n a Y §. Wir haben demnach denjenigen Ausschnitt dor Sclieibe 
Tom Radius a zu benutzen, dessen Bogen gleich 2na /fist. Siehe Fig. 112, Der zu- 
gehdrige Zentriwinkel £ hat nach S.6 das Bogenmafi 2n^\ oder rund 6,130. Er tiber- 




fig. 113 ist die HShe I V.Lwi ™*”' 

IV 


.1 aoii 


In 



i 


1 

n 


% 114 . 


Der Tnchter hat daher eine Form, bei der sich dio 
Kohe zum Radius des Grundkreises wie die Seite einea 
Diagonale verhalt; dies Ergebnis ist 
Beispie]^ 35 ^ n '° e ^ ellrtc ^ es Ergebnisses im vorigen 

„ gfehftt?!'' J !f and g< l ht von A auf der Strafie 
ah ,im B 114, ® n , t an § Und schwenkt dann aufs Feld 
^ abrend er «* der Strafie 
Feld in der q.v, zut “ clde ? t ’ kommt er anf dem 
1 m , vorwarts - Je nach der 
Zeit gebraiirW* 1 w wild er verschiedeii lange 

die ** P 


& 5 BS?^r ELSft r ? 

** C 2 rs a dfe life“ ie ^ ch ^"k^ste^e d U 

ange 4t/ = * m die unabhangige Ver- 
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anderliche. Der Weg AU wird in a; ; 1| = Sekunden zuriicklegt. Der Weg UB 
hat in Me tern die L&nge ] f (a — x) a + fc*. Ebensogrofi ist in Sekunden die Zeit, die 
hierfdr gebraucht wird. Insgesamt werden also 

y » t sc + V (a~~x) 2 + 6* 


Sekunden gebraucht, wobei die Quadratwurzel positiv zu nebmen ist. Die Bild¬ 
kurve dieser Funktion konnen wir Punkt iiir Ponkt leicht zeicbnen, wenn wir A 
als Anfangspunkt imd g als x-Achse positiv im Sinn nacb C benutzen, also die 
y-Achse in A senkrecht aui g errichten und den Wert y, der zu AU - x gehort, in 
IT aul g senkrecht auftragen, wodurch wir Zu einem Punkte *P der Bildkurve 
kommon. Das Lot UP oder y ist namlich gleich ■£ von AU, vermehrt 11 m UB, 
wenn wir auf de~ y-Achse dieselbe Einheit Vie auf der x-Achse annehmen. Diese 
Einheit bedeutet aber fiir die y-Ach.se die Sekunde. Nur die Werte zwischen Null 
und a kommon fiir a: in Betracht. Der Differentialquotient von y lafit sich sofort 
hinschreiben, wenn wir den der, Quadratwurzel kennen, Dieser ergibt sich nach der 
Kettenregel. Setzen wir namlich 

m » j/(o — xfVb\ 

so ist; 


w = /< = t* 

t =a» + J« 

z = a — x 



Demnach kommt: 

dy 2 a — x 


und wie bei y ist die Quadratwurzel positiv zu nehmen. Fiir x = 0 hat der Differential- 


quotient den Wert 

2 a 

"8 yo?»+' 

und dieser Wert ist bei den in Fig. 114 fiir a und b gemachten 
Annabmen negativ. Positiv w&re er nftmlich nur dann,- wenn 
a «at AC weniger als <| von AB oder Va? 4* b 2 hetrttge, was in 
Fig. 114 nicht der Fall ist. Die Bildkurve wird also zunachst 
fallen (nach Satz 7, S. 104), bis 

a — x _ _2_ 

J/ (a — x) 2 4- b* 8 

wird, d. h. bis U C ger&de ■§• von U B betragt. Dies tritt ein, 
wenn U die Lage des Punktes V hat. Wird xnoch, grSfler, so 
wild der Differentialquotient positiv, die Kurve steigt. Daher 
kommt der Mann in B am sehnellsten an, wenn er in V ab- 



Fig.. 116. 
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schwenkt. 1st dagegen a kleiner als | von AB, so steigt die Kurve bestandig, siehe 
Kg. 115. Alsdann tritt nui fur x = 0 ein Grenzminimum ein (vgl. S. 106). In 
diesem Fall 1st es das Best®, sogleich von A querfeldein den Weg nach B einzuschlagen. 

6. Beispiel: Von A nach B soli ein Hauptrohr einer Leitung gelegt werden 
von dem unterwegs ein Rohr nach C abgezweigt werden soli. Siehe- Fig. 116. Das 

Rohrstiick von A aus sei am stiirksten; von ihm 
koste das Meter « Mark. Da das Zweigrohr nach 
C die Leitung entlastet, darf der Rest des Rohres 
bis B schwacher sein. Von ihm koste das Meter 
ft Mark, vom Zweigrohr y Mark, ft und y seien 
beide kleiner als «. Wo wird man am besten die 
Abzweigstelle V wahlen? Selbstverstandlich nur 
irgendwo auf der Strecke von A bis zum Fufi- 
punkte D des Lotes von C auf AB. Das Stflck 


Y, 

a 



X A 


D 

B 

X 

c 


Fig. 116. 


n to * J i , ,, _ r - ^ o»lLA JrX. JD. Isfas OUUC1C 

. ™f d “I 0 “ate allen Umstanden zum Preise von ft Mark furs Meter zu legen 
861 j’ r ,'r£ IC “ mufi man U so wahlen, daJJ die Gesamtkosten der Stiicke AU, VD 
xindUC moglichst gering werden. AD sei am und DC sei c m lang. 1st die 

Stelle U von D um x m entfenft, so sind a-x,x und die Rohrlangen, 

daher die Kosten in Mark: 

f 26 ) tt(a~x)+ ftx+ y y&~+~t? 

Die Quadratwurzel ist positiv. Um die Kostenkurve fur die verschiedenen 
Annahmen von U zu zeichnen, hat man in U jedesmal ein Lot gleich dem zu- 
gehqrigen y zu emchten. Wir brauchen sie jedoch gar nicht darzustellen ~ 
kteigung der Kostenkurve ist der Differentialquotient: 

dy 
d x 


Die 


p — a -fy- 


]/x 2 + c 2 

7n w Z ^ igUng * = 0 negativ, d. h. zuerst fallt die Kurve. 

sm B S«?^L 1 M dabel ’ d u if® “■ A . 0h ? “ Kg - 116 nach links hin Positiv ist; wir 
M w h6r 11114 Ste gen im Sinn des Fortschrittes nach links 

hin.. WAchst x von Null an, so wachst der Bruch 


/a* + c 2 


Oder 


^( 1 )' 


daher auch die Steigung. Weil sie zuerst negativ war, kann sie also irgendwo gleich 
Null und nachher positiv werden. Das Minimum der Kurve muBte an der Stelle sein, wo 


(26) 


x __ a — p 
Vx* + c 8 ^ y 


also 


x - c 




y y a — (a — ft)* 


ht JLT W n hat ** 11113616 Aufgabe nur dann eine Bedeutung, wenn er reell 
wt imd zwischen 0 und a liegt. Wenn er nicht reell ist (d.h. wenn v< « _ a, 

“ wt ) ^ zwischen 0 und a liegt, fallt die Kostenkurve be- 
wfrd ? T “ grenzminimum (vgl. S. 106) eintritt.' In diesem Fall 

bdden el^n p U f kel \ R °* vo , n der listen Sorte, vielmehr von A aus die 
Tn 5 und C gsradlinig legen. Im anderen Fall dagegen 
abfweigen^wird 26 dleStene zwlschen D und A, von wo aus man das Rohr nach C 



§ 6 . Die TJmTcehrregeL 


169 


7. Beispiel: In einer schmalen Strafie von am Breite soli eine Stange von 
b m Lange in ein Tor hineingebracht werden, indem man sie z'uerst .an den jen- 
seitigen Hausern anlehnt und dann am unteren Ende ins Tor hineinzieht. Wie hoch 
mufi das Tor sein, damit sibh. dies ermoglichen laBt? 

Siehe Figi 117, die den Querschnitt der Strafie und des yk ^ 

TorwegeS (rechts) darstellt/ Wir suchen die geringste ^ 

Torhohe, also anscheinend ein Minimum, in Wahrheit ^ 

jedoch ein Maximum, n&mlich das Maximum von alien ^ 

Strecken BV, die die Stange in ibren verschiedenen A 

Lagen auf der Frontlinie des Hauses bestimmt. In y/P? 

einer beljebigen Lage der Stange sei die Hohe ihres Endes ^ V 
U fiber dem Pflaster gleich x m. Aus der Proportion 
BV : AXJ = BW : AW berechnet man leicht die Lange 

Fig. 117. 

Vb*-x* 


von BV, gemessen in Metern. Dabeiistdie Wurzel positiv. Wir fragen also nacb 
dem Maximum der Funktion y fiir das Interval! von x = 0 bis x - b. Die Aufgabe 
zeigt, daB es sicher eines gibt, wenn b > a ist. Da man schreiben kann: 


y — x —a 


Vb* — z 2 


erfeibt sich: 


dj_ _ 

dx' a 


Nach Satz 8, S. 106, mufi mithin ffir das gesuchte Maximum von y 



sein. Mierzu gehort als geringste zulkssige Torhijhe: 



Fig, 117 ist Iflr a * 2, 6 sp 5 entworfen. Dann ist die Torhdhe 1,56 m. 

8. Beispiel; Der Querschnitt eines Kanals 
sei ein gleichschenkliges Trapez, siehe Fig. 118. 

Die Flache des Quersclmittes betrage F qm, und 
seine Hfthe sei gleich h m. Wie erreicht man, daB 
die Summe der benetzten Seiten UF,PQ,QV 
moglichst klein wird? Urn irgendein solches 
Trapez zu zeichnen, wird man zuerst ein Recht- Fig. 118. 

eck ABCD vom Inhalte F mit der Ilohe h her- 

stellen und dann seine Seiten AC und BD durch gleich geneigte Strecken VP und 
VQ durch die Seitenmitten ersetzen, wobei UA beliebig lang, gleich am, gew&hlt 
werden kann* Dann ist 1 die Summe der Seitenlangen lJP,PQ,QV in Metern: 

y = 2 |/4 z 2 +• h 2 -f ™ *— 2 x $ 
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wobei die 'Wurzel positiv ist. Man berechne, daB die Funktion y i iir x = 4 h V3 ihr 
Minimiim eireicht, nnd weise naeh, daB dann die Seitenwande unter 60® geneigt sind. 

... , 9, Beispiel: Wie, ist die losung derselben Aufgabe, wenn sich die Kosten 
„ 7. ? m peitenflache zu denen f iir 1 qm Grundflache wie « : /S verhalten und man 
moglichst billig bauen will ? 

10. Beispiel:’ Man soli einen Trichter von gegebenem- Volumen herstellen 
und dabei mBglichst sparsam sein, d. h. der Trichter soli so gewahlt werden, daB seine 
Mantelflache moglichst gering ist. Dies ist eine andere Aufgabe als die im 3. Beispiel 
Wie dort sei derzunSchst beliebige Radius des Grundkreises gleich a: cm gesetzt Das 
gegebene Volumen betrage V ccm. Die Hohe t des Kegels ist dann gleich 3 V : a a*. 
Man berechne nun die Seitenlange z = P und schlieBlich die Mantelflhche 
als Ausscluutt ernes Kreises vom Radius z und von der Randlange 2 x. Diese Mantel¬ 
flache wird sich als erne Funktion y von x darstellen. Gesucht wird ihr Minimum Man 
zeige, dafi sich dieselbe Trichterform wie im 3. Beispiel ergibt 


Viertes Kapitel. 

Einiges aus der analytischen Geometrie. 


§ 1. Die Gerade. 

Einen Hauptabschnitt der Differentialrechnung haben wir hinter 
uns; das Nachste ware nun die Auseinandersetzung der Grundbegriffe 
der Integralrechnung (vgl. S. 2). Ehe wir daran gehen, schalten wir 
hier als Zwischenspiel einiges aus der analytischen Geometrie ein. 
Mit Hilfe der Koordinaten kann man geometrische Untersuchungen 
durch Kechnungen ersetzen; wir wollen zeigen, wie dies geschieht. DaB 
man Aufgaben der Geometrie rechnerisch losen kann (z. B. die Be- 
stimmung des Radius des einem Dreieck eingeschriebenen Kreises und 
dergleichcn), wissen allerdings alle unsere Leser. Aber das'Wesen der 
analytischen Geometrie ist doch noch etwas anders. Das wird man 
bald sehen; wir erwahnen vorweg, daB man dies Neue im wesentlichen 
Descartes (latinisiert Cartesius, 1596—1650) verdankt. Wie Leibniz 
(vgl. S. 70) ist auch Descartes der Allgemeinheit mehr als Philosoph, 
nicht als Mathematiker bekannt. 

In diesem Kapitel handelt es sich urn Aufgaben aus der Geometrie 
der Ebene. Wir nehmen wie in § 4 des 1. Kap. ein rechtwinkliges 
Achsenkreuz an, bestimmen also einen Punkt P durch seine Koordinaten 
x und y. Da man nun bei den Langenmessungen in der Ebene eine 
Langeneinheit benutzt, werden wir hier sowohl die Abszissen x als auch 
die Ordinaten y mit dieser Einheit messen, d. h.: wir wahlen hier 
grundsStzlich diea-Einheit gerade so groB wie diey-Einheit, 
und dieselbe Einheit soli zum Messen beliebiger Strecken 
in der Ebene dienen. Frflher, als wir unter x und y Bilder ver- 
schiedenartiger GroBen, z. B. von Zeiten und Temperaturen, verstanden, 
durften wir dagegen ihre Einheiten nach eigenem Ermessen verschieden 
lang annehmen (vgl. S. 24). TJbrigens, obgleich wir hier die x- und 
^-Einheit gleich groB wahlen, gelten einige unserer Ergebnisse auch 
bei verschiedener Wahl der Einheiten; darauf werden wir in An- 
merkungen hinweisen. 
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Wenn zwei Punkte P t und P 2 durch ihre Koordinaten x x , y 1 und 
* 2 > Vi gegeben sind, fragt es sich zunachst, wie man ihre Entfernung 
voneinander berechnen kann. In Fig. 119 ist der Sehnittpunkt der 
ParaUelen zur y-Achse durch F\ mit der Paral- 
lelen zur x-Aehse durch P 2 mit 8 bezeichnet. 
Auf das rechtwinklige Dreieck I\SP 2 kann 
der Satz von Pythagoras angewandt werden: 

P 1 P t 2 = P 1 S 2 + P 2 S*. 

Die Strecke P 2 S ist der Unterschied der Ab- 
szissen und die Strecke P X S der Unterschied 
der Ordinaten von P a und P 2 . Da in der Formel 
die Quadrate auftreten, kommt es auf die Yor- 
zeichen dieser Unterschiede nicht an. Deshalb ist P 2 3 2 gleich 
und P 1 S gleich {y 1 —y i f. Mithin: 

Satz 1: Ist die x-Einheit der y-Einheit gleich, so ist das 
Quadrat der mit derselben Einheit gemessenen Entfernung 
zwischen den Punkten {x 1 \y 1 ) und (x 2 ;y 2 ) gleich 

( x i — x 2 f + (y 1 — y i f. 

Dies ist die Form, in der man in der analytischen Geometrie den 
Satz des Pythagoras benutzt. 

Nach Satz 4, S. 31, ist das Bild einer ganzen linearen Funktion 
(!) y = c x + k 

eine Gerademit der Steigung c. Nehmen wir nun irgendeine in x 
und y Iineare Gleichung 

(2) Ax + By+C = 0 

an, in der A, B, C Konstanten sind und B nicht gleich Null sein 
soli, so folgt daraus durch Auflosung nach y: 



(4) c = 

B 

hat. Wir setzten B + 0 voraus. Ist B = 0, also (2) die Gleichung 

'Ax+C = 0, 



Fig. 119. 
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and ist A =1= 0, so folgt x = — C : A, wahrend die Gleichung (5) der 
Ordinate y gar keine Bedingung auferlegt. Dies besagt: Alle Punkte- 
(x ; y ), deren Koordinaten die Gleichung (5) befriedigen, sind die- 
jenigen, denen dieselbe Abszisse x = — G : A zukommt. Sie liegen 
auf einer zur y-Achse parallelen Geraden. Eine zur y-Achse parallels 
Gerade kann man auch als eine Gerade mit unendlich grofier Steigung 
bezeichnen. Damit steht im EinMange, daJB die Steigung e nach (4> 
unendlich groB wird, wenn B == 0 gewahlt wird. Wenn wir schlieJB- 
lich in der vorgelegten Gleichung (2) sowohl A = 0 als auch B = O 
annehmen, ist sie sinnlos, es sei denn, dab wir auch G = 0 annehmeiu 
Dann aber liegt gar keine Gleichung mehr vor. 

Anstatt zu sagen, wir betrachten alle Punkte (x \y\ deren Ko¬ 
ordinaten x und y eine vorgelegte lineare Gleichung (2) befriedigen* 
k5nnen wir auch sagen, ein Punkt (x ; y ) sei beweglich, aber de.r Vor- 
schrift (2) untenvorfen. Demnach: 

Sate 2: Ein beweglicher Punkt mit den Koordinaten & 
und y beschreibt dann und nur dann eine gerade Linie in 
der Ebene, wenn seine Koordinaten einer in x und y linea- 
ren Bedingung 

Ax + By + C= 0 

rait konstanten Koeffizienten A , B, C unterworfen werdeiu 
Die Gerade hat die Steigung — A:B und ist insbesondere^ 
im Failed = 0 parallel zur .y-Achse. 1 

1. Beispiel: Welcher linearen Gleichung 
geniigen die Koordinaten x , y aller Punkte, 
die auf der Geraden durch die beiden Punkte 
(3 ; 2) und. (— 2 ; 1) liegen? In Fig. 120 sind 
diese Punkte mit 1\ und P 2 bezeichnet. Man 
muB die Koeffizienten A , B , C in (2) so wahlen, 
daB diese Gleichung Insbesondere fiii x = 3, 
y = 2 und fur x~ — 2, y = 1 gilt, d. h. 
so, daB 

3M-|- 2J? + G= i 0, — 2 A B C = 0 

ist Das sind zwei Bedingungen ftir die dre; 

Konstanten B , C. Ohgleich es nur zwei sind, reichen sie doch aus. Wenn man 
n&mlich die zweite Bedingung von der ersten abzieht, kommt 5 A + B = 0, d* h. es 
muB jB = -61 sein. Wird dies in die erste Bedingung eingesetzt, so kommt 
— 7 M + <7 = 0, d. h. es muB C = 7 A sein. Die gesuchte Gleichung (2) ist daher: 

Ax— 5 Ay + 71= 0, 

* Dieser Satz gilt auch dann, wenn die ac-Einheit und die y-Einheit vex- 
schieden groB sind. 



Fig. 120. 
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und da hier A uberall als Faktor vorkommt, kann dieser Faktor gestrichen werden. 
Die gesuchte Gleichnug ist also: 

x, — 5 y+ 7=0. 

Wir machen noch die Proben, um zu sehen„ob wir uns nicht veirechnet habcn: Fiir 
x = 3, y = 2 ist die Gleichung richtig, auch fiir x = — 2, y = 1, d. h. die gegebenen 
Punkte P x und P 2 liegen in der Tat auf der Geraden. Aus der gefundenen Gleichung 
lassen sick die Koordinaten. beliebiger Punkte der Geraden P 1 P 2 berechnen. Wahlen 
wi z, B. x = 0, so gibt sie y = If; dazu gehort der Punkt Q der y-Achse. Wahlen 
wir x = 5, so gibt sie y= 2f; dazu gehort der Punkt R. 


Wir betonten in diesem Beispiele, daB sich zur Bestimmung der drei 
Koeffizienten A, B, C nur zwei Gleichungen ergeben. DaB bloB zwei 
Gleichungen ausreichen, liegt rechnerisch einfach daran, daB es 
ja in der Gleichung (2) nur auf die beiden Verhaltnisse B : A und C: A 
ankommt, denn man kann die Gleichung z. B. mit A dividieren: 

*.+ 2»+I-0. 

Geometriseh steht es damit imEinklange, daB eine Gerade durch zwei 
Punkte 1\ und P 2 vollstandig bestimmt wird. 

Aus Satz 2 folgt: Statt die geometrisc-he Forderung zu stellen, 
daB ein beweglicher Punkt eine bestimmte Gerade beschreiben soil, kann 
man die rechnerisehe Forderung stellen, daB die Koordinaten x, y 
des beweglichen Punktes eine lineare Gleichung 

Ax + By + C =0 

befnedigen sollen. Dadurch wird etwas aus der Sprache der Geometrie 
m die Sprache der Rechnung oder Analysis ubersetzt. Man nennt des- 
halb die lineare Gleichung geradezu die Gleichung der Geraden. 


H 


m 






% 




o 


& 






m 


w 


Fig. 121. 


2. Bei spiel: Die Gleichung einer Ge¬ 
raden sei 

2^-4-By — 6 = 0- 

Man zeiehne die Gerade. Zu diesem 
Zwecke geniigt es, zwei Punkte der Ge¬ 
raden zu bestimmen. Man gibt also dem 
x irgend zwei Werte, etwa x » 1 und 
x = 5. und berechnet das zugehdrige y . 
Fiir x = 1 kommt 3 y — 4 = 0 oder 
y= 1 h liir x = 5 kommt 3 y «f 4 = 0 
oder y = — 1 J. Die Gerade geht also 
durch die Punkte (1 ; 1 f) und (5; — If) 
siehe Fig. 121. Ubrigens gilt hier das- 
selbe wie auf S. 32: Man tut gut. 


gehorigen Punkte! -10 und x = + 10 und bestimme die zu- 
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3. Beispiel: Gesucht wird die Gleichung der Geraden, die* durch den Punkt 
(— 5 ; —15) geht und die Steigung 2 hat. Die Gerade mit der Gleichung ( 2 ) 
geht durch den gegebenen Punkt, wenn 

— 5A — 165+ C= 0 

ist, und sie hat nach Satz 2 die Steigung 2, wenn — A : jS = 2, also A = — 2 B ist. 
Einsetzen von A - — 2 B in die erste Bedingung gibt — 5 B 4- C ~ 0 Oder C = 5 B. 
Mi thin ist die gesuchte Gleichung 1 : 

— 2 Bx + By + 5 B = 0 

oder einfacher 

-2x+y-\-b~0. 

Die Gerade mit der Gleichung 
(6) Ax + By + C = Q 

geht durch den Anfangspunkt, wenn die Gleichung durch x~0,y==Q 
befriedigt wird, also wenn das sogenannte absolute Glied C der 
Gleichung glcich Null ist. 

Ist dies nicht der Fall, ist also G +“ 0, so schneidet die Gerade die 
x-Achse und die y-Achse in Punkten U und V, von denen U cine von 
Null vcrschiedene Abszisse a und V eine von Null verschiedene 
Ordinate b hat. Man kann a und b leicht berechnen. Denn U muB der 
Punkt (a ; 0) und V der Punkt (0 ; b) sein. Beide Punkte mlissen auf 
der Geraden liegen, d. h. nach (6) muB A a + G = 0 und Bb + G = 0 
sein, so dafi a = — C : A und b = — C:B ist. Sind die Punkte U 
und V auf den Achsen gegeben, d. h. sirid a und b gegeben, so folgt 
A = — C : a und B = — C : b , so daB aus (6) wird: 

— C- — Cf + <7 = 0. 

ah 

Der Faktor C kann gcstrichen und die Gleichung so geschrieben werden: 


0 ) 


± 4.1 — 
a ^ l ~ 


L. 


Satz 3: Diejenige Gerade, die auf den Achsen die von 
Null verschiedenen Strecken a und b abschneidet, die posi- 
tiv Oder ncgativ zu xnessen sind, jc nachdcm die Schnitt- 
punkto auf den positiven Oder negativen Achsenhalften 
liegen, hat die Gleichung 2 


1 Zur Veranschaulichung siehe Fig. 20, S. 32. Allerdings sind dort die Einheiten 
der Achsen verschieden gewahlt, aber nach der Anmerkung zu Satz 2 macht dies 
nichts aus. 

* Diosor Satz gilt auch, wenn die Einheiten von % und y verschieden sind. Dabei 
ist a mit dor a-Einheit und l mit der j/-Einhcit zu messen. 
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Man nennt a und b die Aehsenabschnitte der Geraden. 

4. Beispiel: Die Gerade, die auf der a>Aehse die Strecke —2 und auf der 
y -Achse die Strecke 6 abschneidet, siehe Fig. 122, hat die Glei chung: 


die man von den Nennern befreit, indem man sie mit 
—10 multiplizieri: 

5 x — 2 ?/ + 10 = 0 . 

Wahlt man z. B. x = 4, so kommt 2 y = 30 odcr y = 16; 
in der Tat liegt der Punkt (4 ; 15) auf der Geraden, 
siehe P. 

Nach Satz 1 hat die Gerade mit der Glei- 
chung (6) die Steigung — A : B. Wenn nun 
zweiGeraden^ und g 2 durch ihre Gleichungen 
gegeben sind, also zwei in x und y lineare 
Gleichungen 

(8) { A x x B x y t Ci = 0, 
jrig. 122. + C 2 = 0 

mit konstanten Koeffizienten A x , B v C x und 
A, Ai c 2 vorliegen, sind die Steigungen — A 1 :B 1 und — A 2 : B 2 . Die 
Geraden sind parallel, wenn beide Steigungen ubereinstimmen, 
d. h. wenn 

(9) — g| = —. oder also A x B 2 — A 2 B 1 =^ 0 

ist. 

5. Beispiel: Die Geraden mit den Gleichungen 

x — by — 2 w 0 und 2 x — 10 z/ — 1 = 0 
sind parallel, siehe Fig. 123. Man herechne die Abschnitte, die sic auf den Achsen 
bestimmen, bei der ersten Geraden a — 2 , & = — bei der zweitcn a = und 


Wir wollen jetzt feststellen, unter w'elcher Bedingung die beiden 
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durch die Gleichungen (8) bestimmten Geraden zueinander senkrecht 
sind. Zu diesem Zweeke betrachten wir in Fig. 124 zwei zueinander 
senkrechte Geraden g x und g 2 und tragen auf beiden gleich lange 
Strecken P 1 Q 1 und P 2 Q 2 irgendwo auf. Dann ziehen wir durch P x und 
P 2 die Parallelen zur tc-Achse und durch Q x und Q 2 die Parallelen 
zur y- Achse. Dadurch gehen zwei rechtwinklige Dreiecke P x Q x R^ 
und P 2 Q 2 P 2 hervor. Nicht nur ihre Hypotenusen sind zueinander 
senkrecht, sondern auch ihre Kathetenpaare. Die Dreiecke sind daher 
einander ahnlich. Da ihre Hypotenusen gleich lang sind, handelt es 
sich sogar um kongruente Dreiecke. Nun sind die Steigungen von g x 
und g 2 die Verhaltnisse 


c 1 =M i und c.y = R * Q ‘ 


Pi Rx 


P 2 P 2 


Da aber R 2 Q 2 = P X R X (auch dem Vorzeichen nach), 
P 2 P 2 = — R x Q x ist, folgt: 


Oder also: 


M i = _I 

Pi Qi c i 


c x c 2 — — 1. 


dagegen 


Satz 4: Zwei Geraden- sind zueinander senkrecht, falls 
das Produkt ihrer Steigungen gleich —1 ist, vorausgesetzt, 
daB die a;-Einheit und y -Einheit gleich groB sind. 1 

Da die Steigungen c x und c 2 der Geraden mit den Gleichungen (8) 
gleich — A x : B x und — A 2 : B 2 sind, ist mithin die Bedingung ihres 
Senkrechtseins: 

_ ™ ™ —_i 

Oder: 


( 10 ) 


A x A 2 + B x B 2 = .0 . 


Satz 5: Die Geraden mit den Gleichungen 

A x x + B x y + C x — 0 und A 2 x + B 2 y + C 2 — 0 
sind parallel, wenn 

A x B 2 — A 2 B x — 0 

ist, dagegen senkrecht zueinander, wenn 
A x A 2 -|- B x B 2 = 0 
ist. 


1 W&rcn die Einheiton nicht gleich groB, so diirfte man nicht R 2 Q t — P x R x 
setzen, denn dann mttBte Q t mit der ?/-Einheit und P x R l mit der davon verschiede- 
nen a-Einheit gemessen werden. Der Satz gilt also wirklich nur, wenn die Einheiten 
gleich groB sind. 

Sc h offers, Lehrbuch il. Mathomatlk. 12 
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Das Erste gilt stets, das Zweite nur dann, wenn die 
rc-Einheit der y-Einheit gleich ist, 

6 . Beispiel; Die Geraden mit den Gleichungen 

x+2y — 8=0, 2 x — y — 4=0 

sind zueinander senkrecht, siehe Fig. 125. Man be- 
stimme ihren Schnittpunkt P . Seine Koordinaten a; 
und y raiissen beide Gleichungen befriedigen. Dar- 
aus findet man leicht x- 3$, y ~ 2\. 

7. Beispiel: Ein Punkt P bewege sich so, dafi 
stets das Quadrat seines Abstandes von 
einem festen Punkt A um eine gegebene 
Grofie das Quadrat seines Abstandes von 
einem anderen festen Punkte 3 tibertreffe. 
Der Punkt A moge die gegebenen Koordinaten 

a lt U 21 der Punkt B die gegebenen Koordinaten b v b 2 haben. Die Koordinaten 
des beweglichen Punktes .P seien <z, y. Nach Satz 1 lassen sich die Quadrate von PA 
und PB ausdriicken. Ihre Differenz soli eine gegebene Grofie, daher eine positive 
GrdBe sein, die wir also mit c 2 bezeichnen dtirfen. Dies liefert die Bedingung: 

( y - W ] = A 

Rechnet man die Quadrate aus und lost man die Klammern auf, so heben sich die 
Glieder x* und y 2 fort, und es bleibt nach gehoriger Ordnung 

2(b l ->-a 1 )z+ 2(& 2 — a 2 )y+ = 0. 

Dies aber ist eine in x und y lineare Gleichung, d. h, der Ort des beweglichen 
Punktes P ist eine Gerade. Die Steigung dieser Geraden ist nach Satz 2 gleich 
—(&! — %): (& 2 — a t ). Man erkennt leicht, dafi die Gerade, die die beiden festen 
Punkte A und B verbindot, die Steigung ( b 2 — a 2 ) : (&! — %) hat. Deshalb ergibt 
sich nach Satz 4, daB die Gerade, die P beschreibt, zur Geraden AB 
senkrecht ist. 



§ 2. Der Kreis. 

Wir betrachten jetzt einen Kreis, siehe Fig. 126. Sein Mittel- 
punkt M habe die Koordinaten a und l. Sein Radius sei gleich r. 
Die Koordinaten a und b des Mittelpunktes konnen auch negatiy sein. 

In Fig. 126 sind sie allerdings positiv ge- 
wahlt worden. Welche Bedingung mussen 
die Koordinaten x und y eines Punktes? 
erliillen, damit der Punkt auf dem Kreise 
liege? Man hat auszudrlicken, dafi die 
Strecke M P gleich r oder also ihr Quadrat 
gleich r 2 sein soil. Nach Satz 1 lafit sich 
MP 2 sofort ausdriicken. Die Bedingung 
ist also: 

(I) (y —6)* = ,A 
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Statt zu sagen, der Punkt P soli den Kreis um den Mittelpunkt 
(a; b) mit dem Radius r beschreiben, kann man also auch sagen: Die 
Koordinaten x, y des Punktes P sollen die Bedingung (1) befriedigen. 
Deshalb heiBt (1) die Gleichung des Kreises. Wir sprechen das 
Ergebnis so aus: 

Satz 6: Die Gleichung des Kreises mit dem Mittelpunkt 
(a;b) und dem Radius r ist: 

(x — a) 2 + (y — b) 2 — r 2 , 

vorausgesetzt, daB die z-Einheit der y-Einheit gleich sen 
Die Kreisgleichung (1) ist nach y auflosbar, denn es ist 
(y-b) 2 = r 2 — (x — a) 2 , 

so daB sich durch Ausziehen der Quadratwurzel ergibt: 

(2) y = b ± l/r 2 — (x — a) 2 . 

Deshalb kann man auch sagen, dafi der betrachtete Kreis aus den 
Bildern zweier Funktionen y von x besteht, namlich der beiden durch 
(2) je nach der Wahl des Yorzeichens der Wurzel dargestellten Funk¬ 
tionen. Dies wollen wir geometrisch er- 
Iiiutern: Die Quadratwurzel ist nur dann 
reell, wenn r 2 > (x — a) 2 ist, d. h. wenn x 
von a um nicht mehr als r abweicht. Dies 
steht damit im Einklange, daB der Kreis 
zwischen den beiden Parallelen g 1 und g 2 
zur y-Achse liegt, die vom Mittelpunkte M 
um die Strecke r abweichen, siehe Fig. 127. 

Diese Parallelen sind Kreistangenten, und 
ihre Berflhrungspunkte bezeichnen wir mit 
und A 2 . Damit sich aus (2) reelle Werte 
fflr y ergeben, wahlen wir also x oder 0 Q 
so, daB Q zwischen g x und g 2 liegt, weil dann und nur dann 
(x — a) 2 < r 2 ist. Zu diesem x gehoren zwei Punkte P 1 und P 2 des 
Kreises, namlich die auf der Parallelen zur y- Achse durch Q. Die 
Parallele zur r-Achse durch M trefie diese Gerade in R. Die Strecke 
MR ist gleich x — a (positiv, wenn R wie in Fig. 127 rechts von M 
liegt, andemfalls negativ). Nach dem Satz des Pythagoras sind PPj 2 
und BP,, 2 beide gleich r 2 — MR 2 .- Also kommt: 

RP\ = BP\ = r 2 — {x — a) 2 , 

daher einzeln: 

RP X = + ]/r 2 — (x— a) 2 , RP 2 = — ]/r 2 — (x — a) 2 . 

12 * 
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Weil QR — h ist, Haben P 1 und P 2 die Ordinaten b - J r RP 1 und 
b — RP 2 , und dies sind gerade die beiden Werte (2). Man sieht also, 
dab in (2) das Pluszeichen der Wurzel zu den Punkten P x des oberen 
Halbkreises von A 2 bis A 2 gehort, das. Minuszeichen zu den Punkten P 2 
des unteren Halbkreises von A x bis A 2 . Die Bilder der beiden dureh 
(2) oder also unaufgelbst dureh (1) dargestellten einwerti- 
gen Funktionen y von x sind demnach diese beiden Halb- 
kreise, und die beiden Funktionen y sind nur in dem Intervalle 
zwischen g 1 und g 2 , also in dem Intervalle 


a — rSiSu + r 

reell. 

In Fig. 127 haben wir « = 3, 6 = 7, r==5 angenommen und die 
beliebige Abszisse x — OQ — 6 gewahlt. Dann hat die Quadratwurzel 
den Wert 4, so dafi P 1 und P 2 die Ordinaten 11 und 3 haben. 

Wir wollen es nun dahingestellt sein lassen, ob wir den oberen oder 
unteren Halbkreis betrachten, d. h. wir schreiben statt (2): 

(3) y = b + l/r 4 — (z — a) 2 , 

indem wir uns vorbehalten, die Quadratwurzel positiv oder negativ zu 
nehmen. Der Differentialquotient dieser Funktion y von x wird nach 
der Kettenregel berechnet: 

y = b + yz = b-jrz%, z—r 2 — t 2 , t—x — a, 


5f = ^* = 





so dafi kommt: 

(4) 


dy^ dy^ dz~ dt _ —t 

dx dzr dt dx 

dy _ x — a 

di ~ ~~ ‘ 


Daraus, dafi wir das Vorzeichen der Quadratwurzel beliebig gelassen 
haben, darf man keineswegs schliefien, dafi das in (4) rechts zuerst 
stehende Minuszeichen tiberfiiissig ware. Wird namlich der obere Halb¬ 
kreis betrachtet, so ist die Wurzel positiv, also — (a: — a) mit einer 
positiven GroBe zu dividieren, wird der untere betrachtet, sb wird da- 
gegen — (x — a) mit einer negativen Gr6fie dividiert. 

Nach (3) darf die Quadratwurzel durch y — b ersetzt werden. Also 
gibt (4): 





§ 2. Der Kreis. 


181 


Welcher Punkt P des Kreises der Punkt (x ; y) auch sein mag — siehe 
wieder die fruhere Fig. 126 —, stets hat der zugehorige Radius MP 
die Steigung 

MR x—a 

Da das Produkt aus ihr und dem Differentialquotienten (5) gleich — 1 
ist und da (5) die Steigung der Kreistangente vorstellt, folgt also aus 
Satz 4, S. 177, daB die Kreistangente zum zugehorigen Radius senkreeht 
ist, eine wohlbekannte Tatsache, die hierdurch rechnerisch best&tigt wird. 

In der Kreisglcichung (1) kommen, wenn man alles ausrechnet, 
Glieder mit a; 2 , y 2 , x und y und ein konstanter Summand vor. Ins- 
besondere haben die Glieder mit x 2 und y 2 den Koeffizienten Eins, 
also denselben Koeffizienten. Betrachten wir nun eine beliebige 
Gleichung von der Form 

(6) A(x 2 + y 2 ) + Bx + Cy + D = 0, 

in der x 2 und y 2 denselben Koeffizienten A haben. Fare 4 = 0, so 
lage eine lineare Gleichung vor, d. h. die einer Geraden (vgl. Satz 2, 
S. 173)_. Deshalb sei A 4= 0 vorausgesetzt. Dann darf mit A dividiert 
werden: 

X 2 + y 2 + lx ■+ + J ^ o. 

Die Glieder 

x 2 + ■j x und y 2 -f — y 
lassen sich durch Addition von 


B* 

4l* 


und 


C 1 
4 A* 


zu vollstandigen Quadraten erganzen. Diese Addition darf 
gemacht werden, wcnn man diesclben Grofien auch rechts hinzufiigt. 
Bringt man aufierdem D : A mit dem Minuszeichen auf die rechte Seite, 
so ergibt sich also, daB die Gleichung (6) auf die Form 

(* + ( y+ 2 C i) 4= -' 

gebracht werden kann. Dies aber ist eine Kreisgleichung, denn die Ver- 
gleichung mit (1) lehrt, daB 


(7) 


a 


B 

24’ 



die Koordinaten der Kreismittc sind und 


r= 2 i yP 2 +C 2 -44D 
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der Kreisradius ist. Allerdings ist r rnir dann reell und von Nall ver- 
schieden, wenn B 2 -f- C 2 > 4 A D ist. Im Fall B 2 + C 2 — i AD 
schrumpft der Kreis in seinen Mittelpunkt zusammen. Im Fall 
B 2 + C* <&AD ergibt sich gar keine reelle Kurve. Somit gilt der 

Satz 7: Jede Gleichung von der Form 
A(x 2 + y 2 ) + Bx+ Cy + D = 0, 


woxin die Konstanten A, B , C, D den Bedingungen 
A*0 und B 2 + C 2 — 4 A D^O 

geniigen, ist die eines Kreises. Umgekehrt: jeder Kreis hat 
eine Gleichung von dieser Form. Vorausgesetzt wird dabei, 
daB die a-Einheit gleieh der y-Einheit sei. 



1. Beispiel: Ein Punkt P bewege sich in der 
Ebene so, daft das Verhaltnis seiner Ab¬ 
stande von zwei festen Punkten F x und P 2 
bestandig dasselbe bleibt. Was fur eine Kurve 
beschreibt er? Als g-Achse wahlen wir die Gerade 
F x P 2 , als Anfangspunkt 0 die Mitte von F x F 2 ; 
insbesondere liege F x auf der positiven rc-Achse. 
Die Strecke 0 F x sei gleieh c. Siehe Fig. 128. Hat 
der bewegliche Punkt P die Koordinaten a und y t 
so sind (vgl. Satz 1, S. 172) 


JPj P* = (x — c) 2 4- y 2 und P 2 P 2 = (x + c) 2 + y 2 


die Quadrate seiner Abstande von F x und P 2 - Soli das Verhaltnis der Abstande einen 
konstanten Wert « haben, so mufi also 

(a— c) a 4- f _ 

(g -f c ) 2 4- y 2 

seln. Bringt man den Nenner auf die reehte Seite, multipliziert man dann alle 
Quadrate aus und ordnet man schlieBlich die Gleichung, so kommt: 

(1 — « 2 ) (s 2 + y*) — 2 c (1 4- * 2 ) x 4- c 2 (1 — * 2 ) = 0. 

Diese Gleichung ordnet sich der in- Satz 7 angegebenen -Form unter, indem hier 
.4=1 — * 2 , B = —2c (14- * 2 ), C=0, P=c 2 (l — * 2 ) 

ist. Mithin ist die Bahnkurve von P ein Kreis. DaB sein Mittelpunkt auf 
der Geraden F x P 2 liegt, erkennt man leicht. Welche Abszisse hat er? 

2. Beispiel: Ein Punkt P bewege sich in der Ebene so, dafi die Summe der 
Quadrate seiner Abstande von n festen Punkten F v F 2 ...F n bestandig 
dieselbe bleibt. Was fiir eine Bahn beschreibt er? Der bewegliche Punkt P habe 
die Koordinaten x und y< Die festen Punkte F v P 2 .. .F n mogen die Abszissen 
a,, a 2 .. . a n und die Ordinaten b v b 2 ... b n haben. Nach Satz 1, S. 172, ist 

F X P 2 = (x-arf+iy-b,)*. 

Entsprechende Werto gehenfiir P 2 P 2 ,... P n P 2 hervor. Soil die Summe der Quadrate 



§ 3. Die Ellipse. 


der Abstande von F v F t ,.. F n gleich einer Konstanten sein, die offenbar positiy 
gewahlt warden muB nnd also <S* heiBen mogc, so mttssen daher a and y die Be- 
dingung erf alien: 

(x — a,) 1 + (x— a 2 ) s + ••• + (* — a„) s + 

+ (.y—hf + (y—hf +•••+ (v — i n y * <?. 

dJe^Gldchuiig™ an a ' 1<3 ^ ua,drate aus ’ so ? ibt die Ordnung nach Potenzen von a: iind y 

n (** + y*) — 2 (a x + Oj +■ • • • + a n ) a — 2 (6, + b a + •-.+ j ) y 

+ «!*+ a**4- •••+ a„« + V + V + ••■+ V —«* = «• 

Sie ordnet sich der in Satz 7 angegebcnen Gleichung unter, indem Mer 

A=n, -B = — 2 (a l +Oj+ ...+aj, C = -2(>,+ i 8 +.i. + 

d~ «i 2 + •+- ‘’'-f v + y + y-f- —^ _c 8 

ist Mithin ist die Bahn dcs Punktes P ein Kreis. Nach (7) sind die Ko- 
ordmaten a und b der Kreismitte M: K 

a _ °i ± c 2 +-1- «« , _ hx ■+ jt -1-+ ^ 

fi rv) * 

p* e n 3 , e , Si ” d d J e *»thmetischen Mittel der Abszissen und Ordinaten aller festen 
,7® ^ F 2 . F Man bezeichnet diesen Punkt M als den Schwerpunkt aUer 

also S ?t P 2 “ t ! Wen ” * B ‘ DUI 2Wi f68te Punkt<) r * und ** vorliegen, 

a = g L±- a » 

woraus man sieht, daB dann M die Mitte zwischen F x nnd F t ist. 

§ 3. Die Ellipse. 

Wir Ibsen nun eine Aufgabe, die mit den beiden letzten Beispielen 
eine Ahnuchkeit hat. Dadurch gelangen "wir zu einer Kurve, die oft 
in den Anwendungen der Mathematik vorkommt: 

Ein Punkt P bewege s[ch so, daB die Summe seiner Ab- 
sUnde von Z wei festen Punkten F 1 und P 2 immer dieselbe 
bieibt. Mechani8ch kann man 

die Bahnkurve des Punktes, die ^_—- 

eine Ellipse heiBt, dadurch 

herstellen, daB man eincn un- / VX 

ausdehnbaren Faden, dessen ( \ \ 

Lange grSBer als die Entfer- —t- p -A—j—. 

nung von t\ bis f\ ist, mit V 2 Fj ) 

seinen Enden in F 1 und P 2 \ / 

festknftpft und dann mittels 

Zeichenstiftes P irgendwo an- 

spannt; bewegt man 'den Stift, Fig _ 130 
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indem man den Faden stets gespannt halt, so behalt er immer dieselbe 
Entfemungssumme von F 1 und F 2 (namlich die Fadenlange) und 
beschreibt die Ellipse, siehe Fig. 130. Praktischer ist es, einen noch 
tun die Streeke F x F 2 langeren Faden zu nehmen, seine Enden zu- 
sammenzuknupfen und ihn dann urn zwei in F x und P 2 angebrachte 
Stifte lose herumzuschlingen. "Word er durch den Zeichenstift P ge¬ 
spannt, so kann man die Kurve in einem Zuge beschreiben. Man 
sieht, daB sie langlichrund die Punkte F x und F 2 einschliefit und zwei 
Synunetriegeradeii hat, namlich die Gerade F 1 F 2 und die Mittelsenk- 
reehte Ton F x F 2 . 


Fig. 131. 


Wir wahlen die Gerade 
F 1 F 2 als a:-Achse und ihre 
Mitte als Anfangspunkt 0. 
\ Der feste Punkt F x liege auf 

\ der positiven x-Achse, siehe 

\A Fig. 131. Die Streeke 0 F x 
, \ habe die Lange e, so daB die 
■S yLt- f Entfernung von F 2 bis F x 
——ft gleieh 2 c ist. Die konstante 
Jj Summe der Abstande des be- 

weglichen Punktes P oder 
/ (x;y) von I<\ und F 2 muB 

selbstverstfindlich grbBer als 
die Entfernung 2 c ange- 
nonmen werden; sie sei mit 
2 a bezeichnet, so daB a> c 
anzunehmen ist. Dio Ab¬ 


stande des Punktes P von F l und F 2 haben die nach Satz 1, S. 172, 
zu bereclinenden Quadrate. Also wird gefordert: 

YJx — ef + i/ 2 -f V(a;H- c 2 ) + if = 2a. 

Dabei sind die Wurzeln positiv. Da wir N aber die Wurzeln durch 
zweimaliges Quadrieren entfemen werden, ist dies gleichgttltig. (Dar- 
aus folgt, daB das Ergebnis, zu dem wir gelangen werden, auch dann 
richtig bleibt, wenn die eine Wurzel positiv und die andere negativ 
ist, d. h. wenn wir fordern, daB die Differenz der Abstande des 
beweglichen Punktes P von F x und P 2 konstant sei. Natdrlich mufi 
man dann diese Differenz 2 a < 2 c wahlen. Auf diesen Fall, der eine 
andere wiehtige Kurve, die Hyperbel, liefert, kommen wir im nftchsten 
Paragraphen zuriick.) 

Zunachst schreiben wir die Gleichung so: 

i(x — cf -f j/ 2 = 2 a — Y(x + c) 2 + y i . 
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Wird sie quadriert, so kommt nach gehoriger Ordnung: 

cx -f- a 2 = a ]/(x + cf + y 2 . 

Abermaliges Quadrieren gibt: 

(a 2 — c 2 ) x 2 + a 2 y 2 = a 2 (a 2 — e 2 ). 

Weil a > c vorausgesetzt wurde, gibt es eine Strecke l, deren Quadrat 
gleich a 2 — c 2 ist. Man findet sie, indem man den Kreis um F 1 mit dem 
Radius a mit der jf-Achse in den Punkten B x und B 2 zum Schnitt 
bringt, da diese Punkte von 0 die Entfernungen ± b haben. Schreiben 
wir nun b 2 statt a 2 — c 2 , so lautet die Gleicbung so: 

b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 

oder nach Division mit a 2 b 2 tibersichtlicher so: 



SieheiBt die Gleichung der Ellipse. Sie zeigt, daB z. B. fur 
* — 0 die Ordinate y = ± b ist, also B x und B 2 der Kurve angehoren. 
Ferner kommt y = 0 fur s = f «. Daher gehoren aueh die Punkte 
A und A 2 auf der z-Achse, deren Abszissen a und —a sind, zur 
Kurve. Das leuchtet auch geometrisch ein. Man nennt A x A 2 und 
B 1 B 2 die Haupt- und Nebenachse der Ellipse und die Punkte 
A x ,A 2 und B u B 2 ihre Haupt- und Nebenscheitel. 

Auf Grund der Gleichung (1) kann man mehrere einfache Kon- 
struktionen der Ellipse gewinnen: 

Erstens: Wir verwenden den Kreis um 0 mit dem Radius a, 
siehe immer noch Fig. 131. Die Ordinate eines Ellipsenpunktes P trefle, 
gehorig verlangert, den Kreis in U. Ist Q der FuBpunkt der Ordinate, 
so muB 0 Q 2 -\- Q [J 2 gleich a 2 sein. Also ist 

QU 2 — a 2 — a: 2 . 

Nach (1) ist aber 

~ y z = a 2 — x 2 . 

Daher wird, weil tiberdies' Q V dasselbe Vorzeichen wie y hat: 

QV=^-y oder ^ = -2. 

Dies besagt: Wenn man alle Ordinaten’Q V des Kreises um 0 mit dem 
Radius a im konstanten Verhaltnis b : a verkleinert, ist der Ort der 
Endpunkte P der neuen Ordinaten die Ellipse. Die Ellipse ist also affin 
zum Kreise mit der Hauptachse als Affinitatsachse, vgl. S. 88. 
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Zweitens: Wir verwenden den Kieis um 0 mit dem Radius b, 
siehc Fig. 132. Dann ergibt sich ganz entsprechend, so dafi wir den 
Beweis dem Leser fiberlassen konnen, folgendes: Wenn man von alien 
Punkten V dieses zweiten Kreises die Lote R V auf die y-A.chse ffillt 
unddiese Lote RV in dem konstanten Verhaltnis a : b vergroBert, 

d. h. jedes Lot R F durch 
ein Lot RP so ersetzt, dafi 
sich RP zu RV wie a zu b 
verhfilt, ist der Ort der 
hervorgehenden Punkte P 
wieder die Ellipse. Hieraus 
folgt noch eine ganz andere 
Erzengung der Ellipse: Man 
denke sich die Ellipse aus 
der Ebene der Zeich- 
nung herausgedreht um 
die Gerade B x B 2 herum, 
und zwar so weit, bis der 
der Hauptscheitel A x senkrecht fiber der Stelle A liegt, wo der Kreis 
die positive x-Achse trifft. Wegen OA x — a und OA = b und wegen 
RP :RV— a:b folgt, daB dann jeder Punkt P der Ellipse senk¬ 
recht fiber dem entspreehenden Punkt V des Kreises liegt, d. b. die 

Ellipse liegt dann auf dem 
geraden Kreiszylinder, 
dessen Grundkreis der Kreis 
um 0 mit dem Radius b ist 
und der auf der Zeichen- 
ebene senkrecht steht. Folg- 
lichkannman dieEllipse 
als ebenen Schnitt eines 
geraden Kreiszylinders 
erzeugen. 

Brittens: Zu jedem 
Ellipsenpunkte P gehttrt nacn 
dem Vorhergehenden ein 
Punkt U des Kreises um 0 
mit dem Radius a und ein 
Punkt V des Kreises um 0 
mit dem Radius b. Nun ist, 
wenn der FuBpunkt der Ordinate von V mit S bezeichnet wird, s. Fig. 133: 

SV _ y QV_QV 

OM ~ %V' OQ ~te 
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Wie wir wissen, ist aber 

RV = ~x und QU=jy. 

Also ergibt sich: 

8V_ _ ay_ QU 

OS~ bx OQ' 

Dies bedeutet, daB V und V auf einem von 0 ausgehenden Strahl 
liegen. Man kann daher die Ellipse auch so herstellen: Um 0 als Mittel- 
punkt zieht man die Kreise mit den Radien a und b. Ein beliebiger 
Strahl von 0 aus treffe den groBen Kreis in U, den kleinen in V. Das 
Lot von U auf die rr-Achse und das Lot von -V auf die y -Achse (dieses 
fiber V verlangert) treffen einander dann in einem Punkte P der Ellipse. 
Dies Verfahren zeigt, daB die Ellipse vollig in dem Ringe zwischen beiden 
Kreisen verlauft. 

Viertens: Ziehen wir in der letzten Figur durch P die Parallele 
zum Strahl 0 V U, so wird sie die a:-Achse an einer Stelle X und die 



t/-Achse an einer Stelle Y treffen. Da OYPU und OXPV Parallelo- 
gramme sind, ist YP = OU — a und XP = OV=b. Dies sind 
Streeken von konstanten Langen. Mithin ergibt sich die Ellipse so: 
Man vermerkt auf einer starren Geraden, z. B. einem Lineal, drei 
Punkte X, Y, P, so daB XP = b und YP = a ist, und legt das Lineal 
so auf das Achsenkreuz, daB X auf die ai-Achse und Y auf die j/-Achse 
ffillt, siehe Fig. 134. Dann ist das Lineal noch beweglich, indem X 
lftngs der a;-Achse und Y kings der y-Achse gleiten kann, wobei der 
Punkt P die Ellipse beschreibt. So geht die techniseh angewandte 
Erzeugung der Ellipse mittels des sogenannten Ellipsographen 
hervor. 
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punktes P mit den beiden von P nach den festen Punkten 
F x und gehenden Strahlen gleiche Winkel bildet. Die 
Gerade, die in P auf der Tangente senkrecht steht und die Normale 
der Ellipse in P heifit, ist also die Mittellinie von <§C F x P P 2 . 

Dies fiihrt zu einer physikalischen Eigenschaft der Ellipse: 
Wenn die Ellipse eine Linie vorstellt, von der die Licht- oder Wftrme- 
strahlen zuruckgeworfen werden, folgt, daB alle von einer in F x ange- 
braehten Quelle ausgehenden Strahlen nach P 2 gelangen. Dasselbe gilt, 
Wenn F x mit P 2 vertauseht wird. Deshalb heiBen F x und F 2 die Brenn- 
punkte der Ellipse. und P 2 P nennt man die Brennstrahlen des 
Ellipsenpunbtes P. Sie haben nach der ursprunglichen Erklarung der 
Ellipse auf S. 183 die konstante Summe 2 a, die gleich der Hauptachae 
A X A 2 der Ellipse ist. SchlieBlich ist noch zu erwahnen, daB 0 der Mit tel - 
punkt und das Verhaltnis c : a die Exzentrizitat der Ellipse heifit. 
Dies ist das Verhaltnis 0F X : 0A X , das kleiner als Eins ist. Je groBer 
dies Verhaltnis gewahlt wird, um so langlicher wird die Ellipse. Ist es 
dagegen gleich Null, d. h. wird e='0 angenommen, so fallt F x mit P 2 
in 0 zusammen, und die Ellipse wird zum Kreis um 0 mit dem 
Radius a. Jeder Kreis ist also eine Ellipse, namlich eine 
mit der Exzentrizitat Null und mit im Mittelpunkte zu- 
sammenfallenden Brennpunkten. 

§ 4. Die Hyperbel. 

Wir wenden uns nun zu der auf S. 184 nebenbei erwahhten Aufgabe: 
Ein Punkt P soli sich so bewegen, daB die Differenz seiner 
Abst&nde von zwei fasten Punkten F x und P 2 bestftndig 
dieselbe bleibt. Die Bahnkurve heifit eine Hyperbel. Wird das 
Achsenkreuz wie hisher gewahlt, die Entfernung F 2 F X gleich 2cgesetzt 
und die konstante Differenz mit 2o bezeichnet, so mufi, wie schon auf 
S. 184 gesagt wurde, a <c angenommen werden. Man kommt hier zu 
derselben Gleichung 

(a 2 — c 2 ) + a 2 y 2 = a 2 (a? — c 2 ) 

wie auf S. 185, d. h.: Ein Punkt P gehiirt der Hyperbel an, wenn seine 
Koordinaten z und y diese Gleichung befriedigen. Weil a < c ist, stellt 
aber jetzt a 2 — c 2 eine negative Grofie vor, so daB wir besser tun, 
die Gleichung nach Multiplikation mit — 1 so zu schreiben: 

(c 2 — a 2 ) x a — a 2 1 / 2 = a 2 (c 2 — a 2 ). 

Nun gibt es eine Strecke b, deren Quadrat c 2 —a 2 ist. Sie geht in Pig. 136 
hervor, wenn man um 0 den Kreis vom Radius c legt, OA x = a auf der 
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positiven z-Achse auftragt, in A 1 das Lot auf die rz-Achse errichtet 
nnd mit dem Kreis in C und D zum Sehnitte bringt. Dann ist n&m- 



Fig. 136. 


lieh A x C — A X D — b. Da c 2 — a 2 gleich b 2 ist, lautet die Be- 
dingung jetzt so: 

b 2 x 2 — a?y* = a 2 b 2 

oder nach Division mit a 2 b 2 ubersichtlicher: 



Sie heiBt die Gleichung der Hyperbel. Obgleich sie sich von der 
Ellipsengleichung (1) auf S. 186 nur in einem Yorzeichen unterscheidet, 
hat die Hyperbel, wie sich zeigen wird, doch eine durchaus andere 
Gestalt als die Ellipse. 

Aus (1) ergibt sich durch Anflosung nach y: 

(2) i j ?=> ~Yz* — <&• 

Mithin ist die Hyperbel das Bild zweier einwertiger Punktionen, da 
die Wurzel entweder positiv oder negativ angenommen werden kann. 
Die Wurzel ist reell, solange x absolut genommen grofier als a ist. Dem- 
nach gibt es zu alien Abszissen x, die grofier als a oder kleiner als — a 
sind, Punkte der Hyperbel, und zwar zu jeder zwei, und wenn x ins TJn- 
endliche strebt, gilt dasselbe von y. Die Hyperbel lftuft also ins 
Unendliche. Blofi fttr x = -J- a und x — — a ergibt sich nur je ein 
Punkt, da dann y = 0 wird. Diese Punkte sind die schon erwahnte 
Stelle A x sowie der zu A x hinsichtlich 0 symmetrisch gelegene Punkt 
A 2 . Man nennt sie die Sc he it el der Hyperbel. Auf der y-Achse gibt 
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es jetzt keine Scbeitel. Dagegen gibt es zu Abszissen x zwischen — a 
und + a keine Hyperbelpunkte. Die Erklarung der Hyperbel durch 
die gestellte Aufgabe lehrt, daB die Hyperbel ebenso me die Ellipse 
die a-Achse und die y -Aehse als. Symmetriegeraden hat. Diese Geraden 
heiBen die Haupt- und Nebenachse der Hyperbel. Aber auch 
die Strecken 2 a und 2b nennt man so. 

Nach (1) 1st: 

t _ j? 2 \ 

a? • y a*}' 

Strebt x von a aus nach + oo oder von —a aus nach — oo, so nimmt 
die rechte Seite von Null an best&ndig zu, indem sie nach l 2 : a? strebt. 
Absolut genommen ist also y : x stets kleiner als b : a und erstrebt 
diesen Wert nur, wenn x ins Unendliche strebt. Wir ziehen daher 
von 0 aus die Geraden mit den Steigungen b : a und — b : a. A li e 
Punkte der Hyperbel liegen dann in denjenigen beiden Winkelfeldem 
zwischen diesen Geraden, die A 1 und A 2 enthalten. Die eine Gerade 
ist die durch 0 und C, die andere die durch 0 und D, und sie liegen 
symmetrisch zur ar-Achse, siehe Pig. 136. Die Hyperbel besteht dem- 
nach aus zwei getrennten Zweigen. 

Aus (2) berechnet man leicht den Differentialquotienten oder die 
Steigung der Tangente: 

dy _ b _a_ b_ 1 

dx a j/ x s — a i a -i( a 2 

r 

Die letzte Form zeigt, daB die Steigung fur x = ± a unendlich groB wird, 
d. h. daB die Kurve in A t und A 2 senkrepht aufsteigt. W&chst x von a 
bis oo oder nimmt x von — a bis — oo ab, so nimmt der absolute 
Betrag der Steigung bestandig ab, und zwar strebt er' nach b : a. Die 
Hyperbel&ste streben also danach, im Unendlichen zu den Geraden 00 
und OD parallel zu werden. Aber noch mehr: Berechnet man wie im 
Fall der Ellipse die Abszisse t des Punktes T, in dem die,Tangente 
eines Hyperbelpunktes P oder (a:; y) die x-Achse trifft, so findet man 
denselben Wert -wie in (4), S. 189, niimlich: 



Strebt x nach + 00 oder — co, so strebt daher t nach Null. Je weiter 
also ein Punkt auf der Kurve hinausriickt, urn so n8,her kommt seine 
Tangente an den Anfangspunkt 0, den Mittelpunkt der Hyperbel, 
heran. Da gleichzeitig die Steigung der Tangente nach der Steigung 
einer der Geraden 00 und OD strebt, folgt, daB man die Geraden 
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OG undOD als die Tangenten der Hyperbel im TJnendlich- 
fernen auffassen muB. Derartige Tangenten heifien Asymptoten. 

Da die Abszisse x fur die Punkte der Hyperbel absolut genommen 
nie kleiner als a ist, vrird der absolute Betrag von t nach (3) nie groBer 
als a. Alle Hyperbeltangenten treffen daher die z-Achse zwisehen den 
Scheiteln A x und A 2 . Genau so vde bei der Ellipse (vgl. S. 190) kann 
manbeweisen, daB die Tangente eines Hyperbelpunkt.es P den 
Winkel des Dreiecks F 1 F 2 P bei P in gleiche Teile zerlegt; 
aber jetzt ist es der Innenwinkel. Deshalb heiBen und F 2 
die Brennpunkte der Hyperbel und F t P und F 2 P die Brenn- 
strahlen des Hyperbelpunktes P. 

Die Asymptoten der Hyperbel haben, da sie Geraden sind, lineare 
Gleichungen (nach § 1). Da sie dureh den Anfangspunkt gehen, fehlt 
in ihren Gleichungen das absolute Glied (S. 175). Die eine Asymptote 
hat die Steigung b : a, die andere die Steigung ~b :a. Deshalb sind 



oder, wie man auch statt dessen schreiben kann: 

|-£ = 0 und = 0 

a o a b 

die Gleichungen der Asymptoten. Soil ein Punkt (x ; y) auf einer der 
beiden Asymptoten liegen, so muB also fur ihn eine dieser beiden 
Gleichungen bestehen. Deshalb druckt das Produkt der Gleichungen, 
namlich J 



die Beditogung dafur aus, daB ein Punkt (*; y) entweder der einen oder 
der anderen Asymptote angehort. Diese Gleichung l&fit sich auch so 
schreiben: 


(4) 



Man kann sie als die Gleichung des Asymptotenpaares bezeichnen. 
Sie unterscheidet sich von der Hyperbelgleichung 

£ _ £ _ i 

a 1 b* ~ 1 


dadureh, daB rechts Null statt Bins steht. 

Nun wollon wir eineAufgabe der analytisehen Geometric behandeln, 
die zu Anfang bloB in Bereehnungen besteht, aber doch ein recht 
niltzliches Ergebnis lief cm wird: 

Scheffers, Lehrbnoh tl. Mathernftt ik. 
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Wir suchen die Schnittpunkte einer beliebig gew&hlten 
Geraden mit der Hyperbel sowie die Schnittpunkte der- 
selben Geraden mit den Asymptoten der Hyperbel. 

Eine beliebige Gerade g wird nach Satz 2, S. 173, durch eine lineare 
Gleichung gegeben: 

(5) Ax -\- By -f C — 0, 

wo also A, B, C irgendwelche Konstanten seien und A und B selbst- 
verstandlich nicht beide gleich Null sein dfirfen. Soil nun der Punkt 
(a:; y) ein Schnittpunkt dieser Geraden mit der Hyperbel sein, so ist zu 
verlangen, daB seine Koordinaten x, y sowohl die Gleichung der Hyper¬ 
bel als auch die Gleichung (5) der Geraden g befriedigen. Somit handelt 
es sich daruni, zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten x, y (jetzt 
nicht Veranderliehen) aufzulosen. Dies geschieht, indem man eine der 
Unbekannten eliminiert, d. h. etwa y mit Hilfe von (5) durch x aus- 
driickt: 


und diesen Wert von y in die Hyperbelgleichung einsetzt. Denn dann 
bleibt eine Gleichung iibrig, die nur noeh die eine Unbekannte x ent- 
halt, namlieh: 

x* (Ax+ Cf _ 

a i ~ l ' 

Wird das Quadrat ausgerechnet und wird alles mit— a?b*B 2 multi- 
pliziert, so kommt nach gehoriger Ordnung: 

(7) {a 2 A? — b 2 B 2 )x 2 + 2 a 2 ACx + « 2 (C a + b 2 B 2 ) = 0. 

Wenn also x eine Losung dieser Gleichung (7) ist und mittels ihrer 
y aus (6) berechnet wird, hat man die Koordinaten eines Punktes, 
in dem die Gerade g die Hyperbel schneidet. Da (7) eine quadratische 
Gleichung ist, gibt es zwei Losungen x, also zwei Schnittpunkte. Aber 
nach S. 112 konnen die Losungen auch zusammenfallen oder imaginar 
werden. Also gibt es hochstens zwei Schnittpunkte. Wir wollen sie 
Pi und P z nennen und ihre Abszissen mit x t und-a: 2 bezeichnen, siehe 
Fig. 137. Da diese Abszissen x 1 und x 2 die Losungen der quadratischen 
Gleichung (7) sind, ist ihre Summe nach einer auf S. 114 gemachten 
Bemerkung gleich dem mit dem Minuszeichen versehenen Bruch aus 
dem Koeffizienten von x und dem Koeffizienten von x 2 in (7), d. h. 
es ist: 
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Nun betrachten wir die Sehnittpunkte derselben Geraden g mit den 
beiden Asymptoten. Da die Gleiehung (4) die Bedingung dalur ist dafi 
ein Punkt (x;y) einer der beiden Asymptoten angehort, handelt es sich 



daruxn, x und y so zu bestimmen, dafi sie sowohl die Gleiehung (4) 
als aueh die Gleiehung (5) der Geraden g befriedigen. Wieder liegen 
also zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten x und y vor. Wie vor- 
hin eliminieren wir y, indem wir aus (5) entnehmen, dafi sich y 
in der Form (6) durch x ausdrtickt, und indem -wir diesen Ausdruek 
statt y in (4) einsetzen: 

' X 1 _n 

a 2 '" ~ U 

Ausrechnung, Multiplikation mit — a z b 2 B z und Ordnung liefert: 

(9) (a 2 A 2 — 6 2 B 2 ) x 2 + 2 a 2 A Cx + a 2 C 2 = 0. 

Dies ist wieder eine quadratische Gleiehung' fiir x. Das war vorher- 
zusehen, denn die Gerade g sehneidet die beiden Asymptoten in zwei 
Punkten; es mufi also zwei Abszissen x geben, die (9) befriedigen. Die 
beiden gesuchten Punkte wollen wir ^ und nennen, siehe wieder 
Fig. 137. Nun beachte man, dafi sich die quadratischen Gleichungen (7) 
und (9) nur in ihrein le'tzten, von x freien Glied unterscheiden. Mithin 
gilt die Formal (8) aueh fur die Abszissen der Punkte ^ und ip 2 , d. h.: 
Die Summe der Abszissen von und P 2 ist gleich der 
Summe der Abszissen von un< i 9V 

Dies aber hat eine gcometrische Bedeutung: Der Punkt M in 
der Mitte zwischen iflj und s $ 2 hat die Ahszisse \ {x x a; 2 ). (Wir 
erinnern an die letzte Bemerkung im 2. Beispiel, S. 183.) Deshalb 

13* 
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Wir suchen die Schnittpunkte einer beliebig gew&hlten 
Geraden mit der Hyperbel sowie die Schnittpunkte der- 
selben Geraden mit den Asymptoten der Hyperbel. 

Eine beliebige Gerade g wird nach Satz 2, S. 173, dureh eine lineare 
Gleichung gegeben: 

(5) Ax + By + C = 0, 

wo also A, B, C irgendwelche Konstanten seien und A und B selbst- 
verstandlich nicht beide gleich Null sein diirfen. Soil nun der Punkt 
(x; y ) ein Sehnittpunkt dieser Geraden mit der Hyperbel sein, so ist zu 
verlangen, daB seine Koordinaten x, y sowohl die Gleichung der Hyper¬ 
bel als auch die Gleichung (5) der Geraden g befriedigen. Somit handelt 
es sich daruni, zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten x, y (jetzt 
nicht Veranderlichen) aufzulosen. Dies geschieht, indem man eine der 
Unbekannten eliminiert, d. h. etwa y mit Hilfe von (5) diirch x aus- 
driickt: 

(6j = 

und diesen Wert von y in die Hyperbelgleichung einsetzt. Denn dann 
bleibt eine Gleichung Iibrig, die nur noch die eine Unbekannte x ent- 
halt, namlich: 

a* {Ax + Cf 
a 2 b 2 B 2 ~ 1 ' 

Wird das Quadrat ausgerechnet und wird alles mit — a 2 b 2 B 2 multi- 
pliziert, so kommt nach gchoriger Ordnung: 

(7) (a 2 A 2 — b 2 B 2 )x 2 + 2 a?ACx + a?(C 2 + b 2 B 2 ) = 0. 

7S P sun ? t ser Gleichung W ist und *«*■ 

LTm i r i 7 V hat , man die Koordinate * eines Punktes, 
GtoXn? to u! 9 H T yperbeI Schneidet Da (?) ^ne quadratische 
ScfsTl?Xf b e l ZW T ei - L ° SUngen ** also zwei Schnittpunkte. Aber 

werden Akn X? X , Lo l f U + ngen auch snsammcnfallen oder imaginar 
werden Also gxbt es hochstens zwei Schnittpunkte. Wir wollen sie 

Gleichune Cl) cind Und ** die L6sun ? en der quadratisehen 

BemerkuL rfeiXd™ ^ nach einer S. 114 gemachten 

dem KoeffizC 1“ f? M T Z ™ hen versehenen Bruch aus 
esXtT Und d6m Koeffi2ie nten von ^ in (7), d. h. 


X, -f X 0 = ■ 


2 a 1 AC 
a‘ A 1 — V* & 
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Nun betrachten wir die Schnittpunkte derselben Geraden g mit den 
beiden Asymptoten. Da die Gleichung (4) die Bedingung dafiir ist, daB 
ein Punkt (x;y) einer der beiden Asymptoten angehort, handelt es sich 



darum, x und y so zu bestimmen, daB sie sowohl die Gleichung (4) 
als auch die Gleichung (5) der Geraden g befriedigen. Wieder liegen 
also zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten x und y vor. Wie vor- 
hin eliminieren wir y, indem wir aus (5) entnehmen, daB sich y 
in der Form (6) durch x ausdruckt, und indem wir diesen Ausdruck 
statt y in (4) einsetzen: 

a 8 V B* ~ U 

Auarechnung, Multiplikation mit — a 2 £ 2 B 2 und Ordnung liefert: 

(9) (a 2 A 2 — ¥B 2 )x 2 + 2 a 2 A Cx + a 2 C 2 = 0. 

Dies ist wieder eine quadratische Gleichung fur x. Das war vorher- 
zusehen, denn die Gcrade g schneidet die beiden Asymptoten in zwei 
Punkten; esmuB also zwei Abszissen x geben, die (9) befriedigen. Die 
beiden gesuchten Punkte wollen wir 9^ und ijS 2 nennen, siehe wieder 
Fig. 137. Nun beachte man, daB sich die quadratischen Gleichungen (7) 
und (9) nur in ihrcm le'tzten, von x freien Glied unterscheiden. Mithin 
gilt die Formel (8) auch fur die Abszissen der Punkte 9^ und 9P 2 , d. h.: 
Die Summe der Abszissen von P x und P 2 ist gleich der 
Summe der Abszissen von 9|3 1 und 9f$ 2 . 

Dies aber hat eine geometrische Bedeutung: Der Punkt M in 
der Mitte zwischen und 9[S 2 hat die Abszisse \ (x x + x^). (Wir 

erinnern an die ietzte Bemerkung im 2. Beispiel, S. 183.) Deshalb 

13* 
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Inhalt. Mithin ergibt sich, dafi die ParaMogramme OR 1 P 1 S 2 und 
OfigPaSj gleichen Inhalt haben. 

Das Parallelogramm also, das von den Asymptoten 
und den durch einen Hyperbelpunkt P zp den Asymptoten 
parallel gelegten Geraden begrenzt wird, hat einen Inhalt, 
der fur alle Hyperbelpunkte P derselbe ist. 

Insbesondere heiBt eine Hyperbel gleichseitig, wenn ihre 
Asymptoten zueinander senkrecht sind. In diesem Fall kann 
man die Hyperbel be- 
sonders bequem dar- 
stellen, wenn man als 
Koordinatenachsen 
die Asymptoten be- 
nutzt. Denn wenn x 
und y die Koordinaten 
eines Punktes P der 
Kurve in diesem Ach- 
senkreuze sind, siehe 
Fig. 140, ist das so- 
eben erwahnte Parajle- 
logramm das Rechteek 
mit den Seiten x und?/. 

Mithin hat die gleich- 
seitige Hyperbel im 
neuen Achsenkreuze 
die einfache Gleichung: 

(10) xy — konst. 

Demnach ergeben sich die gleichseitigen Hyperbeln jetzt als die Bilder 
der Funktionen 

z,,, konst. 

(11) y= — 

Im ersten Beispiel auf S. 139 lag die Funktion y — 1 : x vor, und wir 
erwfihnten schon damals, dafi ihr Bild eine Hyperbel heiBt, siehe 
Fig. 92 ebenda. 

Wenn man die Einheit der y-Achse nicht so groB wie die der 
ai-Achse wUhlt, heiBt dies, daB man bei y in (10) noch einen kon- 
stanten Faktor hinzufiigen muB. Da man ihn durch Division auf die 
rechte Seite bringen kann, wo schon eine Konstante steht, folgt: 
Auch wenn die x-Einhcit und y -Einheit verschieden lang 
sind, ist das Bild der Funktion (11) eine gleichseitige Hy¬ 
perbel, deren Asymptoten die Koordinatenachsen sind. 
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SchlieBlich wollen wir annehmen, erne gleieheeitige Hyperbel habe 
als Asymptoten a x und a t eine Parallele zur K-Achse mit der Ordinate Jc 
und eine Parallele zur y-Achse mit der Abszisse h, siehe Fig - ^1* ^ 

dann P oder (x ; y) ein Punkt der 
Kurve, so sind x — h und y — h seine 
Abst&nde von den Asymptoten. An 
die Stelle der Gleichung (3.0) tritt also 
jetzt diese: 

(x — h)(y — k) = konst, 
oder ausmultipliziert: 

(12) xy — kx — hy + hk = konst 

Jede in xy, x und y lineare Gleichung 

(13) Axy + Bx + Cy + D =0, 

worin 4 + 0 ist, laBt sich aul diese Form bringen, denn nach Division 
mit 4 kommt: 

*y+s * + j y+ 1=°> 

so daB die Veigleichung mit (12) lehrt, daB hier 




wiri Denmaeh ist (13) die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, 
deren eine Asymptote zur y-Achse parallel ist und die Abszisse — C : A 
hat, wahrend die andere Asymptote zur as-Achse parallel ist und die 
Ordinate —B : A hat. 

Die Auflosung der Gleichung (13) nach y gibt: 


und dies ist eine sogenannte linear gebrochene Funktion von x. 
Es ist besser, — B und — D mit B und D zu bezeiehnen, weil dann das 
Minus zeichen fortfallt. Dann folgt der 


Satz 8; Das Bild einer linear gebrochenen Funktion 


Bx±D 
y Ax+C 


(A + 0) 


ist eine gleichseitige Hyperbel. Die Asymptoten der Hy¬ 
perbel sind zu den Koordinatenachsen parallel, und der 
Mittelpunkt der Hyperbel hat die Abszisse — G :A und die 
Ordinate B : A. 





§ 5. Schiefwinklige Koordinaten 


Im 8, Beispiel auf S. 145 und im 10. Beispiel auf S. 146 begeg- 
neten uns derartige Funktionen, namlich 


' Wx + w 


0,307 /iAA v — 0,807 x 4* 30,7 

y — — (100 X) = --- 

1 + ~273~ ~m~ + 1 

Satz 8 steht mit den Figuren 98, S. 145, und 99, S. 146, im Einklange. 


§ 5. Schiefwinklige Koordinaten \ 

Den rechtwinkligen Koordinaten, die wir bisher bestfindig benutzt 
haben, sind zuweilen sogenannte schiefwinklige Koordinaten vor- 
zuziehen. Zu ihrem Begriffe kommt man so: 

Ein Punkt P sei nebst seinen Koonlinaten 
x und y in einem rechtwinkligen Achsenkreuze 
OX, OY dargestellt, siehe Fig. 142. Die Ab- 
szisse x ist die Parallele IIP zur a;-Achse, 
die Ordinate y die Parallele QP zur y-Achse. 

Man denke sich nun die Achsen OX und OY 
sowie diese Strecken RP und QP als starre 
Stabe, die miteinander in O, R, P und Q 
durch Gelenke verknUpft seien. Wenn man 
dann den rechten Winkel XOY in irgendeinen anderen Winkel a 
verwandelt, geht eine neue Lage des Punktes P gegenuber den 
Achsen OX und OY hervor, weil OQPR dann ein Parallelogramm 
wird, siehe Fig. 143. Man sagt, dafi der 
Punkt P jetzt auf ein schiefwinkliges 
Achsenkreuz OX, OY bezogen sei, 
indem man nach wie vor die Parallelen 
RP und QP zu- den Achsen als .seine Ab- 
szisse x und seine Ordinate y bezeich.net. 

Nimmt man im urspriinglichen recht¬ 
winkligen Achsenkreuz OX, OY statt des Fig. 143. 

Punktes P eine Figur an und unterwirft 

man alle ihre Punkite demselben Verfahren, so geht eine neue Figur 
im schiefwinkligen Achsenkreuze hervor. Insbesondere gehen alle 
Punkte einer Kurve in die einer neuen Kurve fiber. Betrachten 
wir z. B. die Bildkurve der quadratischen Funktion 

1 Dieser Paragraph kann iiberachlagen werden. 




Fig. 142. 




200 


Viertes Kapitel: Einiges aus der analylischen Geometric. 


y=^wX 2 — x + 5 

in Fig. 144, die eine Wiederholung der Kg. 39, S. 51, ist, und ttben wir 
auf dies Bild das Verfahren aus, so geht die Abbildung der quadratischen 
Funktion in Kg. 145 hervor. 



I lvlllllllllllll 
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Fig. 144. 



Fig. 145. 


Der emzige Unterschied zwischen den recht- und scbiefwinkligen 
Koordmaten besteht also darin, daB an die SteUe des rechten Winkels 
AOF em hehebiger Winkel a tritt. Nach wie vor sind alle 
^Koordmaten zur x-Achse parallele Strecken und alle w-Koordinaten 
znr y-Achse narallele Strecken. U n 

m ^. 7“ fUr Vorteile die schiefwinkligen Koordi- 
A k0nne d' Zeichneriscl1 sind J a die rechtwinkligen bequemer 
toI m die Anwendung karierten Papiers erlauben. Aber das folgende 
^el wird den gelegentlichen Vorteil schiefwinkliger Achsenkreuze 

and Wlichen Halbachsen a 

H K “tn*u * - -r 

JiA 

(i) *_£ = 1 

- “ *■£ - r . Asym- 

**to*x= HP xLy J Q p S 7, i ? n em P mit Koordi- 

OQPR mc l ^ ko a . n f nommen > so muB das 

reehaensch ansradracken, haben wir ^unanW *? achen ? nbalt haben - Dm dies 
Asymptoten anamehmen, mittels derer d^ ^V ^®“ einheite ® auf den beiden 
sollen. Wir waWen also Koordina ten * und ij 

Al **®- ** MWieneinheit werdef wfr Jl^* 6 ir S endwo a uf beiden 

uen wn dann das Parallelogramm benutzen, das 
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diese beiden den Winkel « einschlieBenden Langeneinheiten als Seiten hat und in 
Fig. 146 geschrafft 1st. Mit dieser Flacheneinheit gemessen stellt sich die Flache des 
Parallelogramms OQPR als das Produkt xy dar. Demnach ist die Gleichung 



Fig. 146. 


der Hyperbel, bezogen auf das im allgemeinen schiefwinklige Achsen¬ 
kreuz ihrer Asymptoten, stets von der Form: 

( 2 ) xy — konst. 

Dies gilt auch, wenn man die Flacheneinheit anders wahlt. Denn dann tritt 
links noch ein konstanter Faktor auf, den man durch Division aui die reehte 
Seite bringen kann. Man wird zugeben, dafi die neue Gleichung (2) vor der 
alten Gleichung (1) Vorziige hat, ist sie doch sehr bequem nach y auflosbar in 
der Form y « konst. : x. Wenn iibrigens beide Koordinaten mit derselben Langen- 
einhaifc gemessen werden, hat der eine Scheitel A x der Hyperbel gleich groBe 
Koordinaten a; » j/ m. Da diese der Gleichung (2) geniigen miissen, ist dann die 
Konstante in (2) gleich m\ d. h . xy = m* stellt die Hyperbel dar. 


Nun wo lien wir noch einigo Umstande hervorheben, die man bei dor 
Anwendung schiefwinkliger Achsenkreuze beachten mufi. Da der Be- 
griff der achiefwinkligen Koordinaten allgemeiner als der Begriff der 
reehtwinkligen ist, muB man sich davor hiiten, ohne Priifung alles, 
was sich fiir das rechtwinklige Achsenkreuz ergab, auf schiefwinklige 


zu dbertragen. . _ _ _ , , c ir70 

Ein vor allem wichtiger Unterschied ist dieser: xsach Satzl, o. 
wird das Quadrat der Entfernung zwischen zwei Punkten I\ und P 2 
mit den Koordinaten x lt y t und x 2 , y 2 gegeben durch: 


(3) 

Dies gilt 
vorliegt, 


I\ Pi = (x x ~ x 2 f + (jh - y 2 f ■ 
nicht mehr, wenn ein schiefwinkliges Achsenkreuz 
denn dann tritt an Stelle der Fig. 119, S. 172, die Fig. 147, 
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in der das Dreieck P X SP 2 nicht rechtwinklig ist, so dafi der Satz 
des Pythagoras nieht anwendbar ist. Bei schiefwinkligen Koor- 
dinaten tritt an die Stelle von (3) eine umstandlichere Formel, die wir 
nicht benutzen wollen x . Hieraus ziehen wir die Lehre: tfberall da, 
wo man in der analytischen Geometrie Entfernungen 
zwischen irgendwelchen Punkten zu betrachten hat, wird 
man rechtwinklige Achsen bevorzugen. 



Fig. 147. 



Wenn demnach hier das schiefwinklige Achsenkreuz versagt, gilt 
dies doch nicht bei gewissen anderen Betrachtungen: Das Bild 
einer beliebigen ganzen linearen Funktion 

(4) y~cx + Jc 


ist auch in schiefwinkligen Koordinaten eine Gerade. Denn 
der anf S. 30, gegebene Beweis im Fall rechtwinkliger Koordinaten 
beruhte auf der Betrachtung ahnlicher Dreiecke, die auch im schiefen 
System auftreten. In der Tat, nach (4) ist 



das konstante Verhaltnis der Zunahmen von y und x. Sind also P und 
Q zwei zu (4) gehbrige Bildpunkte ( x;y) und (x + Ax; y + Ay), so 
bleibt das Dreieck mit den Seiten A x und A y stets zu seiner urspriing- 
lichen Gestalt ahnlich und ahnlich gelegen, wie groB man auch den Zu- 
wachs A x von x wahlen mag. Siehe Fig. 148. 

Die Schnittpunkte A und B der durch (4) dargestellten Geraden 
mit den Achsen ergehen sich, wenn man y = 0 Oder x = 0* wahlt. 
Fur sie ist demnach x — — 1c : c oder y = &, d. h. OA = — k : c und 
OB = fc, wobei OA mit der Einheit der x -Koordinaten und OB mit 
der Einheit der y -Koordinaten zu messen ist. Bezeichnen wir OA mit 

1 Mifc Hilfe der Trigonometrie, die wir hier noch vermeiden, erkennt man, dafi 
im Fall der Fig. 147 die Formel gilt: 

Pi P 2 a = (% — Xtf -4- (y x — y 2 f + 2 (x, — x 2 ) (y L — y 2 ) cos «. 
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B mit b, so ist also k = b und c = — k: OA — — b: a, so 
gibt: 

b , i 

y = --x±h. 

mit b und Ordnung der Gleichung liefert: 

± + A = i 
a ^ b x ‘ 

?lich gilt diese Gleichung einer Geraden, die auf 
hsen die Strecken a und h abschneidet, auch ixn 
inkligen Achsenkreuz und auch dann, wenn man die 
en auf beiden Achsen verschieden lang gewahlt hat. 
3 a mit der z-Einheit und b mit der y-Einheit messen. Damit 
3, S. 175, verallgemeinert. 
n ferner 

x + By y -\-Cy — 0 , A 2 x -)- B 2 y -|- C 2 — 0 

•hungen zweier Geraden im schiefwinkligen Achsenkreuze sind, 

; die erste auf den Achsen die Strecken a 1 = — C 1 : Ay und 
Cy : By und die zweite die Strecken a 2 = — C 2 : A 2 und 
\ : B 2 ab. Die Geraden sind parallel, wenn a x : by = a 2 : b 2 
i Ausrechnung dieser Gleichung gibt als Bedingung des 
lismus: 

AyB 2 — A 2 By = 0. 

auf den Parallelismus beziigliche erste Halfte des 
5, S. 177, gilt somit auch im schiefwinkligen Achsen- 
Dagegen ist die im Fall rechtwinkliger Achsen ebenda auf- 
Bedingung fiir das Senkrechtstehen nicht richtig 
Anwendung schiefwinkliger Koordinaten. Denn der 
daftir beruhte auf Fig. 124, S. 176, aus der wir entnahmen, 
Dreiecke P x R y und P 2 Q 2 R 2 einander ahnlich sind, weil sie 
e zueinander senkrechte Seiten haben, was im schiefwinkligen 
reuze nicht zutrifft. Die Bedingung fiir das Senkrechtstehen 
r viel umstandlicher. Wir sprechen sie nicht aus und merken 
tJberall da, wo man in der analytischen Geometrie. 
ader senkrechte Geraden zu betrachten hat, wird 
chtwinklige Koordinaten bevorzugen. 

Steigung einer Geraden von einem Punkte (x;y) nach 
nderen Punkte (x A x;y A y) bezeichnen wir auch jetzt 
sh A y : A x wie in Satz 7, S. 40. Der Unterschied besteht nur 
lafi die Strecken A y und A x im Fall schiefwinkliger Koor- 
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dinaten nicht zueinander rechtwinklig sind, siehe wieder Pig. 148. Wir 
konnen diesen Begriff der Steigung auch auf die Tangenten von Kurven 
anwenden und genau so wie friiher, vgl. S. 66 u. f., erkennen, dafi die 
Bildkurve einer Funktion y = f(x) an der zu irgendeinera x gehSrigen 
Stelle diejenige Tangente hat, deren Steigung durch den Differential- 
quotienten dy:dx angegeben wird, wobei an die Stelle der Fig. 69, 



Fig. 149. 


S. 66, jetzt die Fig. 149 tritt. Man 
kann daher genau so wie im reeht- 
winkligen Achsenkreuze die Tangente 
der B^dkurve ermitteln, indem man x 
eine beliebige Zunahme Ax erteilt imd 
die zugehorige Zunahme Ay von y so 
wahlt, dafi A y : A x gleich dem Diffa- 
rentialquotienten wird. Der so hervor- 
gehende Punkt mit den schiefwinkligen 
Koordinaten x-\-Ax, y + Ay liegt auf 


der Tangente des Kurvenpunktes (x;y). 

Weiter wollen wir hier auf die schiefwinkligen Koordinaten nicht 
eingehen; das Yorhergehende gentigt fur den Fall, wo der Leser sie ge- 
legentlieh gebrauchen will. In unserem.Buch werden wir rechtwinklige 
Koordinaten benutzen. Sobald also spaterhin kurzweg von 
Koordinaten' x und y die Rede ist, sind darunter immer 
rechtwinklige Koordinaten zu verstehen. 


§ 6. Dreieckskoordinaten 1 . 

AUgemein gesagt sind Koordinaten Grofien, aurch deren 

der g Fi7r, d t 6 Lage 1 I ge “ < l. WeIcher Punkte bestimmt wird. In 
deshalb au6er den g ebr auchlichen rechtwinkligen 

lieen^b ™ Und v, de r f" V ° ng “ Para S ra P hen betrachteten schiefwink- 
%en nochmanche Arten von Koordinaten anwenden. Wir veben nur 

z B r^c m d b, Eb K ene s r, zwei Punkte * 

r und Tpd" p b ® bebl J er Punkt p hat von ihnen gewisse Absttnde 
Jedem Punkte P werden also Strecken r, und r, zmreordnot 

UDd man kann ri und r * als Koordinaten von P bezeichnen 
W Bestonnungsstucke heifien, nebenbei bemerkt, dipol.rH zweD 

LLm d^°man r a und ** ^ denn 

zwei Streeter mi r deren f •****' gehdrt zu 

Punkt P, und drittens JehSrt ™ kl f ner als F * F * ist - E™ kein 

-_1_T ttens gehort zu zwei Strecken r x und r 2 , deren Summe 

or teaSr^w^de^pSerD^t 7°“ besollderer B ® d eutung 
S 1 ?raptuschen Darstellung von Mischungen sein 
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groBer als F t F 2 ist, nicht nur ein Punkt P, sondem auch noch ein 
zweiter Punkt Q, wie Fig. 150 zeigt. 

Der Umstand, daB die Ebene zwei Dimensionen hat, bringt eg 
mit sich, daB man zur Festlegung von Punkten in der Ebene 
immer mit zwei Bestimmungsstucken oder Koordinaten 



Fig. 150. Fig. 151. 


auskommt. (Im Raume miiBte man drei gebrauchen.) Wenn man 
also fur einen Punkt P in der Ebene mehr als zwei Bestimmungsstucke 
ausw&hlt, z. B. die Abst&nde von mehreren Polen, sind alle bis auf blofi 
zwei ixberzahlig, d. h. alle lassen sich durch bloB zwei ausdriicken. 
Dies wird sich insbesondere bei denjenigen Koordinaten zeigen, die wir 
jetzt betrachten wollen, bei den Dreieckskoordinaten. Wir wollen 
n&mlieh einen beliebigen Punkt in der Ebene dureh seine 
drei Abstande von den Seiten eines festen Dreiecks be- 
stimmen. Dabei bes'chranken wir uns auf den Fall, wo das 


feste Dreieck gleichscitig ist 1 . 

Unter a, 6, c verstehen wir die Seiten eines gleichseitigen Dreiecks 
ABC. Die Ecke A liege der Seite a gegenuber, B der Seite b 
und C der Seite c, siehe Fig. 151. Gemessen mit einer angenommenen 
lAngeneinheit seien x, y, z die lotrechten Abstande QP,RP, SP ernes 
beliebigen Punktes P von den Geraden a, b, c. Diesen Dreiecks¬ 
koordinaten jc, y, e geben wir bestimmte Vorzeichen: Die ® 

teilt die ganze Ebene in Halbebenen, und wenn P auf a selbst hegt, 
ist sein Abstand a von a gleich Null. Folglich ist es natuxgemaB fest- 
zusetzen: Die Koordinate * soil positiv oder negativ sem je nach- 
dem P in der einen oder anderen Halbebene liegt. ^ Halbebene 
mit positiven Abstanden ® wahlen wir diejemge, m der sicb aer 


""" ‘i Es gibt noch andere Artcn von Dreieckskoordinaten, die man nutJolted 
in gewiaaon Teilon der Gcometrie verwendet. Aber sie sind fur un 
so wkhtig. 
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Punkt A befindet. Ganz entsprecliend setzen wir fest, dafi y oder z 
positiv oder negativ sein soil, je nachdem P auf derselben oder auf 
der entgegengesetzten Seite von b oder c liegt wie dei Punkt B oder 
G. Nunmehr sind die Dreieckskoordinaten x, y, z irgendcines be- 
stimmten Punktes P der Ebene bestiinmte positive oder negative 
Zahlen. In jedem der sieben Gebiete, in die man die Ebene dureh 
die Geraden a, b, e zerlegt, kommt eine besondere Zusammenstellung 
der Vorzeichen von x, y,z vor, siehe Fig. 152. Fur den eingezeichneten 




Punkt P z. B. sind x und z positiv, wahrend y negativ ist. Insbesondere 
ist das Innere des Dreiecks ABC dasjenige Gebiet, in dem 
alle Koordinaten x, y, z positiv sind. 

Hat man x und y bestimmt gewahlt, so ist P der Schnittpunkt 
derjenigen ParaMen zu a und b, die in den Abstanden x und y und 
zwar auf der einen oder anderen Seite von a und b verlaufen je 
nachdem x und y positiv oder negativ sind. Die dritte Koordinate 
z von P muB sich deshalb berechnen lassen, falls x und y bekannt 
sind. Wie dies gesehieht, erkennt man leicht, wenn man dureh P auch 
die Parallele zur dritten Seite c des Dreiecks AB C zieht, siehe Fig. 153. 
Die dureh P gezogenen Parallelen zu den Dreiecksseiten enthalten seohs 
Strecken, namhch diejenigen, die von ihren Schnittpunkten mit den 
Dreieckseiten bis P gehen. Diejenigen beiden Strecken, die von den 
Schnittpunkten U und V mit der Dreieckseite a ausgehen, schlieBen 
mit di^r Seite ein gleichseitiges Dreieck ein, so daB sie einander gleich 
and. Ihre gemeinsame Lange sei r. Entsprechend sei I) die gemeinsame 
der beiden Strecken, deren Anfangspunkte auf b liegen, und i 
Ae der beiden Strecken, deren Anfangspunkte auf e liegen. Man sieht, 
*' y A und f die H6hen Y,m gleichseitigen Dreiecken mit den Kanten 
£, 9 und 5 sind. Nun weifi man aber oder kann, wenn man es, wie zu ver- 
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tmuten, nicht mehr weifi, leicht mittels des Satzes von Pythagoras aus 
oinem halben gleichseitigen Dreieck ableiten, daB sich die Hohe zur 
Kante in einem gleichseitigen Dreieck wie ]/ 3 zii 2 verhalt. Somit ist 


Oder: 


9 



Man erkennt ferner, daB BU — g, UV = j und VC~t), also 
die Sum me von y, p und g gleich der Lange der Xante des 
gleichseitigen Dreiecks ABC ist. Man inoge sich iiberzeugen, 
ciaB dies auch dann gilt, 

’wenn P nicht im Innern 
des Dreiecks ABC liegt, 
siehe z. B. Kg. 154. Man 
JtnuB in diesem Fall fiir j, 
t), j dieselben Vorzeichen- 
bestimmungen wie fiir x, 
y, z treffen, z. B. j posi- 
t iv oder ncgativ recRnen, 
je nachdem P auf der- 
selben Seite von a liegt 
wie A Oder nicht. In 
JB'ig. 154 ist also j und t) 
negativ, dagegen j posi- 
tlv, so daB f 4- t) + j in 
"Wahrheit eine Differenz 
bedautet, die abor augen- Fi 1B4 

scheinlich gleich der po- lg ‘ ’ ‘ 

sitiv gemessenen Kantenliinge des Dreiecks ABC ist. 

Diese Kantenliinge sei mit Jc bezeiohnet, so daB wir haben: 
C3) p + t) + $ = h 

Mier^us folgt durch Einsetzen der Werte (2) und Multiplikation mit 

1^3 : 2 die Gleichung: 

x + y + z~l vsx 

H>a k die Kantenlftngo des gleichseitigen Dreiecks MFC bedeutet, ist 
h nichts anderes als die Lange h der Hohe des Dreiecks. Somit 
Jcommt: 

(4) 


x + y + z — h. 
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ies ist die Gleichung, die zeigt, wie man die dritte Dreieckskoordinate z 
»endeines Punktes P sofort in der Form 

0 z —h—x — y 

irechnen kann, wenn man die beiden ersten Dreieckskoordinaten x 
id y von P kennt. 

Der Umstand, daB sich die dritte Zoordinate z in der Form (5) 
irch die beiden ersten ausdriiekt, maeht es rechnerisch erklarlich, 

,B es keinen Punkt P gibt,- dessen Dreieckskoordinaten samtlich negativ 
iren. Denn wenn x und y negativ sind, fallt z nach (5) positiv aus. 
sometrisch ergibt sich dasselbe daraus, daB es nach Fig. 152 kein 
ibiet gibt, in dem x, y, z alle drei das Minuszeichen haben. Die- 
ligen PunkteP, fur die x oder y oder z gleich Null ist, liegen auf a 
er 6 oder e. Die Ecken A, B, C des Dreiecks sind dadurch gekenn- 
ichnet, daB von ihren Koordinaten je zwei gleich Null sind. Es gibt 
inen Punkt, dessen Koordinaten samtlich gleich Null sind. 

Wir erwahnen nun die Anwendung der Dreieckskoordinaten 
der Chemie, um deren Willen wir sie iiberhaupt besprechen: Wenn 
} Langeneinheit gleich dem hunderten Teil der Hohe h des gleich- 
tigen Dreiecks AB C gewahlt wird, ist h = 100 zu setzen, so 
B (4) gibt: 

) x + y + z —100 . 

folgedessen kann man die Dreieckskoordinaten zur Veran- 
haulichung der prozentualen Anteile von drei Stoffen 
i einer aus ihnen hergestellten Mischung oder Verbindung 
nutzen. Enthalt die Mischung x% des ersten und y% des zweiten 
offes, so muB sie (100 — x — y)% der dritten enthalten, und dies sind 
ch (6) gerade z%. Deshaib versinnlicht uns der Punkt P mit den 
•eieckskoordinaten x, y, z eine bestimmte Art der Mischung. Bei dieser 
eutung sind x, y, z positive GroBen; es kommt also nur das Innere des 
eiecks AB C in Betracht. Jeder Punkt auf einer der drei Kanten ver- 
schaulicht eine Mischungsart, bei der einer der drei Stoffe fehlt; jede 
r drei Ecken dient zur Versinnlichung eines der drei reinen, unge- 
schten Stoffe. 

Man wird die Hohen des Dreiecks ABC zweckmaBig in Skalen 
cart einteilen, daB ihre FuBpunkte die Zahl 0 und ihre Enden die Zahl 
0 tragen, und dann durch die Teilpunkte die Senkrechten zu den Hohen 
hen. In Fig. 155 sind nur die zu 10, 20, 30,... gehorigen gezeichnet. 
t Hilfe des so entstehenden Netzes von Parallelenscharen kann man 
cht die Veranschaulichung bestimmter Misehungsarten vomehmen: 
ir Punkt P in Fig. 155 deutet diejenige Mischung an, bei der 10% des 
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ersten Stoffes mit 30% des zweiten und 60% des dritten Stoffes zu- 
sammentreten. 

Eine Gerade g durch A hat nach Fig. 156 die Eigenschaft, da 6 fur 
alle ihre Punkte P das Verhaltnis von y zu z dasselbe ist, d. h. alle die-: 
jenigen Mischungen, in denen das Verhaltnis des Anteils 
des zweiten zum Anteile des dritten Stoffes das namliche 
ist, werden durch die Punkte einer Geraden g durch A dar- 
gestellt. Dabei teilt diese Gerade g die Kante B C in einem Punkte 
G so, dafi das Verhaltnis von BG zu GC gleich dem reziproken Werte 
jenes Verhaltnisses ist. 




Wenn man will, kann man statt der lotrechten AbstSnde 
a;, y, z der Punkte P von den Seiten des Dreiecks die oben 
eingefiihrten Strecken £, p, § als Dreieckskoordinaten der 
Punkte P benutzen. Sie sind zu den Seiten des Dreiecks parallel, 
siehe Fig. 153 auf S. 206. Da ihre Summe nach (3) gleich der Kantenlange 
k ist, ward man damn 1c = 100 setzen. In diesem Fall bringt man die 
Skala von 1 bis 100 von C bis A, von A bis B und von B bis C ah. Will 
man dann z. B. den Punkt P mit den Dreieckskoordinaten £ =; 10, 
t) = 30, i = 60 haben, so zieht man durch den Teilpunkt 10 der Skala 
CA die Parallels zu B C, durch den Teilpunkt 30 der Skala AB die 
Parallele zu CA und durch den Teilpunkt 60 der Skala B G die 
Parallele zu AB. AUe drei sehneiden einander, da die Summe von 
10, 30 und 60 gleich 100 ist, in einem Punkte P. Man gelangt so 
zu demselben Punkte P wie in Fig. 155, wo x — 10, y = 30, z — 60 
gewflhlt worden war. Also kommt die Benutzung der Dreiecks¬ 
koordinaten £, p, 5 , wenn man k — 100 setzt, auf dasselbe hinaus 
wie die Benutzung der Dreieckskoordinaten x, y, z, wenn man h = 100 
setzt, und es ist Geschmackssache, was man lieber tun will. 

Nach Fig. 153 sind £ und p nichts anderes als s chief win klige 

Scheffers, Lehrbuch d. IHathematik. 14 
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Koordinaten des Pnnktes P in dem von a und b gebildeten Achsen- 
kreuze, da j parallel zu b und t) parallel zu a ist (vgl. S. 199). Daraus 
folgt, dafi alle diejenigen Punkte P, fur die zwischen £ und t) eine 
lineare Gleichung 

( 7 ) a i + 6 t) = c 

besteht, in der a, b und c Konstanten sind, auf einer Geraden liegen. 
Selbstredend sollen a und 6 nicht beide gleich Null sein. Wegen (2) kann 
man statt (7) schreiben: 


Nach (4) ist femer 


2o . 2b 

Vs + n y 


X + y + * 


gleich Eins. Daher darf rechts dieser Faktor hinzugefiigt werden, ohne 
daB dadureh ein Fehler entsteht. Dann kommt: 


2 a , . 26 

w x + w y 


■ (* + y + z). 


Bringen wir alle Glieder auf die linke Seite und fassen mr die mit x be- 

^ te S- 8 ° me * e V Jehafteten zusammen, so geht augenscheinlich 
erne Gleichung von der allgemeinen Form hervor: 

( 8 ) ax + by + cz = 0 , 

wo a } i, c Konstanten sind. 

PunkteTpr™ 11 ? Sich umkehren: Wir betrachten diejenigen 
2£l Da z * e “ e "» der Form (8) 

W gl81Ch h ~*~y i8t ’ ** die Bedingung 

aa + &j/+c(h — x — y) =0 
Oder 9J 

{a~c)x+(b~c)y=~. c l. 

Durch Multiplikation mit 2 : J/3 folgt hieraus nach (2): 

(® — <0? + (& — c)q 2cfc ‘ 

aader gleich sind, xmA da r n c sllmtlich ein- 

naten in dem Aehsenkreuz a’l\iZ- f 8chiefwin klige Koordi- 
raden Lrnie. AkoiTZZ’ t ' ** ^ ^eichung einer ge- 

** Slch er * eben: Dann und nur dann, wefn 
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die Dreieckskoordinaten x, y, z des Punktqs P eine Be- 
dingung von der Form 

ax + b y + cz —0 

befriedigen, in der nicht alle drei Konstanten a, b, c gleich 
grofi sind, ist der Ort des Punktes P eine gerade Linie. 

Dafi der Fall a =b —c unmbglich ist, sieht man daraus, dad die 
dann vorliegende Bedingung 

x+y + z=0 

mit der Gleichung (4) oder (6) unvereinbar ist. 


14 * 





Ftlnftes Kapitel. 

GrundbegrifFe der Integralrechnung. 


§ 1. Funktionen mit demselben Differentialquotienten. 


Wir gehen von einer sehr einfachen Bemerkung aus: 

1 st der Differentialquotient einer Funktion y — f(x) 
fur alle Werte von x gleich Null, so ist die Funktion eine 
Konstante. Die Bildkurve der Funktion hat namlich, wenn ihr Diffe¬ 
rentialquotient uberall gleich Null ist, iiberall Tangenten parallel 
zur rr-Achse, kann also nie steigen oder fallen und muB folglieh 
me zur z-Achse parallele Gerade sein; mit anderen Worten: Die 
Ordinate y hat fur alle Bildpunkte dieselbe GroBe. 

Wenn wir also von einer Funktion wissen, daB ihr Differential- 
quotient mcht nur fur einzelne Stellen, sondern fiir alle 
Werte von x innerhalb eines Intervalls gleich Null ist 
-wissen mr auch, daB die Funktion innerhalb dieses Intervalls konstant 


nni! i, ( ) T d U( f ) Zwei F ™ ktionen voa deren Differehtial- 
T Wenn Sich dabei herausstellt, daB 

beide Funktionen denselben Differentialquotienten haben 
was konnen wir daraus folgem? ’ 

Wir schliefien so: Auch die Differenz 


ist eine Funktion von x. 
quotient 


y =u(x)~v(x) 

Naeh der Summenregel ist ihr Differential¬ 


ly _ du__dv 

dx dx Tx 


dtfd^^hebe^ S d # rv ? 6Seibe Fuilktion von * sein wie 
konunt: h ^ Gheder rechts gegengeitig fort, und es 
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Nach der vorausgeschickten Bemerkung folgt somit, daB y eine Kon- 
stante ist. Da y die Differenz u — v bedeutet, ist also u — v — konst. 
Daher gilt der 

Satz 1: Haben zwei Funktionen u(x) und v(x) von x 
fur jeden Wert von x libereinstimmende Differential- 
quotienten, so ist ihre Differenz konstant: 

u (x) — v (x) = konst. 


Wir konnen dies oft anzuwendende Ergebnis so erl&utern: Ange- 
nommen, zwei Leute laufen Mntereinander her. , Sobald der eine 
langsamer laufe, tue es aueh der andere; die Gesehwindigkeit des 
einen sei also immer gerade so groB wie die des anderen. Der erste 
Laufer lege in x Sekunden den Weg u ( x ) und der zweite den Weg 
v(x) zuriick, etwa in Metern gemessen. Nach S. 70 sind du:dz 
und dv.dx ihre Geschwindigkeiten- zur Zeit x, und unsere Voraus- 
setzung besagt, dafi beide Geschwindigkeiten einander fUr jeden Wert 
von x gleich seien. Nun leuehtet ein, dafi, wenn der erste Laufer 
zu Anfang c Meter Vorsprung hat, dieser Vorsprung immer derselbe 
bleibt. Also ist stets u — v = c, d. h. konstant. 


Die Funktionen u(x) und v(x) haben Bildkurven, siehe Fig. 157. 
Die Yoraussetzung, dafi u(x ) und v(x) fiir jeden Wert der Abszisse 
denselben DiSerentialquotienten haben sollen, 


besagt im Bilde: Jede Parallele zur «/-Achse 
trifft die Kurven in Punkten A und B, denon 
Tangenten mit derselben Steigung, d. h. parallele 
Tangenten zukommen. Satz 1 lehrt, daB infolge 
dessen die Ordinatendifferenz u — v konstant, 
also A ± A s — — 6\ C 2 usw. ist. Die 

Kurve (v) entsteht daher durcsh Verschieben 
der starr gedachten Kurve (u) um irgendeine 
Strecke parallel zur Ordinatenaehse. Die Yer- 



Fig. 167. 


sehiebung lrann nach oben oder nach unten stattfmden. 


Den Satz 1 fassen wir noch etwas anders, indem wir die Gleiehung 
des Satzes nach v(x) auflosen: 


Satz 2: Hat eine Funktion v(x) fiir jeden Wert von a: den¬ 
selben Differeptialquotienten wie eine Funktion «(«), so 
hat sie die Form: 


v (x) ~u(x)-\- konst. 

Haufig, bei den praktischen Anwendungen meistens, braucht man 
die unabhftngige Verfinderliche x nur in einem gewissen Intervalle, 
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indem x auf alle Werte zwischcn zwei bestimmten Werten 
a und l beschrhnkt wird. Obgleich wir in Satz 1 und 2 von 
„jedem“ Wert von x gesprochen haben, ist damit doch nur jeder 
Wert innerhalb des fur a: erlaubten Intervalls gemeint. 

Nach Satz 2 sind uns alle Funktionen mit einem vorge- 
schriebenen Differentialquotienten bekannt, sobald es uns 
gelingt, eine einzige derartige Funktion zu ermitteln. Fragen 
wir z. B. nach alien Funktionen, deren Differentialquotient 2 a: ist. 
Eine Funktion von dieser Art ist ac 3 ; nach deM Satze sind also alle 
Funktionen von der verlangten Art von def Form x t -f konst. 

Dab sich unendlich viele Funktionen ergeben, indem eine will- 
kurliche additive Konstante vorkommt, soll.noch weiter erlautert 


werden. Wir benutzen dazu das soeben erwahnte einfacho Beispiel. 

nY . Da die Funktionen als Kurven abgebildet werden 

r/ und die Differentialquotienten die Steigungen der 

/ jar Tangenten angeben, bedeutet die Frage geometrisch: 

1 Wie sieht eine Kurve aus, bei der die Stei- 

'/ gung der Tangente an jeder Stelle ( x;y ) 

/ £ gleich 2a: ist? Wir kfinnen leicht an jeder Stelle 

° der Ebene eine Gerade von dieser Steigung zeichnen. 

Fig. iB8. Wenn wir z. B-. die Einheiten auf beiden Achsen 

gleich groB wahlen und irgendeinen Punkt P an- 
nehmen (siehe Fig. 158), hat-er ein bestimmtes x —0 Q. Wir gehen 
nun von P wagerecht um eine Einheit nach rechts weiter und dann 
um die Strecke 2 a: nach oben weiter (nach unten, wenn x negativ 

■ ist, also P links von der y-Achse 
f f ii e gt). Dadurch kommen wir zu 

f f einem Punkte T, der, mit P ver- 

J j bunden, diejenige Gerade durch P 
* f liefert, die die vorgeschriebene Stei- 
i t S un g ^ at - Weil die Tangente immer 
nur in nftchster Nahe ihres Be- 
f f ruhrungspunktes von Bedeutung fiir 
f t Kurve ist, zeichnen wir nur 

i i i v v C\' J [ J ein kurzes Stuck der Geraden PT 

i 1 1 / 1 ! durchP als einenPfeil. Ftthren wir 

<kes tiir viele Punkte der Ebene aus, 
so ergibt sich die Darstellung in 
Fig. 159 . Fig-159. Allen Punkten P, die un- 

zeichnen, die m jedem ihrer Punkte P den zugehdrigen Pfeil be- 


\ \\\ VW-f/f f iff f 
i 1 It t 


V \ \\v 

i * V V \ V 

m\u v 
1 U \ \ v 
- V \ \ \\ v 
im\v 


'S t if t t 
** t f h 11 
ill t t 
t/ f ft f 1 : 
* * 4/ 11 r 
ft n t 


1 'h titt 

\ t 1 1 t t 


imw 

imw 

nm\ 


*'t ft t 1 
''ftttl 
t ft t 1 


Fig. 159. 
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ruhrt. Die Pfeile sind Wegweiser fiir die einzuschlagende Richtung. 
tfberlafit man sich der Stromung, die sie anzeigen, so erhalt man 
Kurven wie die eingezeichnete, die wir absichtlich freihandig gezogen 
haben. (Nach S. 95 sind es iibrigens Parabeln.) 

Die Fig. 159 bezieht sich auf den Fall, wo der yorgeschriebenc Diffe- 
rentialquotient gleich 2x ist. 1st ein anderer Differentialquotient vorge- 
schrieben, so hat man durch jeden Punkt (x; y) der Ebene diejenige 
Gerade zu legen, die dort gerade diesen als Steigung hat. Man bekommt 
dann ein anderes Bild, das aber ebenfalls den Eindruck einer Stromung 
jnacht und bei dem wieder Punkte mit gleichem x parallele Wegweiser 
haben. Hiermit ist ein Verfahren gefunden, mittels dessen 
man die Aufgabe, zu einem gegebenen Differentialquo- 
tienten die zugehorigen Funktionen zu finden, angenahert 
durch das Zeichnen von Bildkurven, von Stromlinien, losen 
kann. Bei jeder derartigen Aufgabe sind, wie bewiesen wurde, alle 
Bildkurven einander kongruent. Ist eine von ihnen gezeiehnet* so 
kann man alle andern so herstellen: Man paust die Kurve und die 
y -Achse durch und verschiebt dann das Pauspapier langs der y- Achse. 
In jeder Lage gibt die Kurve auf dem Pauspapier eine der gesuchten 
Bildkurven. 

Dies angen&herte Verfahren gibt uns aber nicht die Form el fiir 
die erfragten Funktionen. Es ist blofi ein guter Notbehelf. 

DaB die Frage nach denjenigen Funktionen, die einen 
gegebenen Differentialquotienten haben, h&ufig in den An- 
wendungen auftritt, soil durch zwei Beispiele verdeutlicht werden: 

1. Beispiel: In einem zylindrischen Gefafl, das um seine- lotrechte Achse 
gedreht werden kann, sei Wasser. Die bei der Drehung auftretende Flieh- oder 
3tentrifugalkraft bewirkt eine Krtimmung der Oberflache des Wassers. Ist die 
Drehung gleichmEflig, so bildet^ich ein Gleichgewichtszustand aus. Die Frage ist, 
welche Oberflache das Wasser dann hat Nattirlich ist sie eine Rotationsfl&che, 
d. h. eine Flfiche, die durch Drehen einer ebenen Kurve um die Achse entsteht 
Wir fragen nach dieser ebenen Kurve, dem Profil oder axialen Querschnitte der 
Oberflache. Wir fassen — siehe Fig. 160 — irgendeine Stelle P dieses Profils ins 
Auge, benutzen die Drchachse als y-Achse und die wagcrechtc Gerade des Axial- 
schnitts, die auf dem Gef&Bboden liegt, als 
a~Achse, so dafi der Punkt P Koordinaten x 
und y hat Auf beiden Achsen nchmen wir 
diesclbe LEngeneinheit an. Zu jedem Ab- 
stande x von der Drchachse gehdrt eine p- 
wisse H5he y der OberflEche; also ist y eine 
vorerst noch unbekannto Funktion von x. Um 
diese Funktion zu ermitteln, denken wir uns 
die oberstc Schicht des Wassers langs des 
Profils in lauter gleich schwere sehr kleine 
Teilchen zerlegt. Auf jedes Teilchen wirkt Fig. 160. 






216 


Filnftes Kapitel: Grundbegriffe der Integralrechnuhg. 


die Schwere mit derselben Kraft nach unten. Sie sei mit a bezeichnet und durcli 
die Strecke P S veranschaulicht. Die Zentrifugalkraft dagegen, die wagerecht nach 
aufien hin wirkt, ist nicht fiir alle jene Teilchen dieselbe, vielmehr bekanntlich 
(wie beim Gesetze des Hebels) proportional znr Entfernung x des Teilchens von 
der Drehachse. Ist sie in der Entfernung Eins gleich b , so ist sie fiir das in 
P befindliche Teilchen gleich b x , dargestellt durch eine gewisse Strecke P F. Beide 
Krafte haben eine Mittelkraft P Q. Diese konnen wir nun in zwei Komponenten zer- 
legen, eine langs der Tangente t der Profilkurve, eine langs der Normale n zu t 
durch P. Der Komponente PN langs n wird durch die Unzusamraendriickbarkeit 
des Wassers das Gleichgewicht gehalten, die Komponente P T langs t dagegen 

L bewirkt eine Fortbewegung des Teilchens P 
^ /t auf der Oberflachie des Wassers. Wegen des 

j>'A' erreichten Gleichgewichtszustandes aber darf 

|§^ r >Mi bx *r das Teilchen P bei der Drehung nur um die 

1 Achse rotieren. Also muB die Komponente 
j gleich Null, PQ senkrecht zu t sein, 

rr is~ 4—~ % i 50 Q N zusamraenf&llt, siehe Fig. 161. 

. .-. === = r- Bedeutet P' auf der Profilkurve einen unend- 

£ .hch na he an P heranriiekenden Pimkt, desse’n 

Fig. 161. Koordinaten um dx und dy grdBer als die 

von P sind, so kommt P' auf die Tangenten t 
von P, und das rechtwmklige Dreieck mit den Katheten dx, dy wird dem recht- 
winkHgen Dreieck mit den Katheten VN = a und PV = hx ahnlich, da P P'JLPA ¥ 
wird. Also folgt: 

dy _ bx 
dx~~ a 

Die Profilkurve ist somit das Bild einer Funktion y von x , deren Diffe- 
rentialquotient gleich bx :a ist. Von jetzfc an liegt die rein matbematische 
Autgabe vor: Welche Funktionen y von x haben den Differentialquotienten 
Da x der Differentialquotient von ist, stellt bx: a den Differential- 
quotienten von | Jr 5 : a vor. Also fragen wir: Welche Funktionen haben denselben 
M^Btialqsotesta wie die Funktion ibx‘:a? Nach Sate 2 sind es die 


Fig. 161. 


wocirgendeine Konstante bedeutet. Mithin ist die Profilkurve eine Parabel (vgl. 
hJwLr t? S >' minetr P chse h ^. Dabei bedeutet c die H5he des 

S kur Z WrH U w r /P „ Uber & ^eststellung der Werte von a und 6 

wJ „^r! ; P P Teilchen bei P die Masse so ist sein Gewicht a = gu kg, 
ist ? \r P avl ^ tlo “ s . ioilstailt:e 9 -81 bedeutet, falls die Langeneinheit das Meter 

■;»«. 

ein Meter entfernt von der Drehachse gleich 4 n 2 n 2 Daher ist: 

~ - 9 77 2 n2 

.... ' ■ 2 a~ q 7 

mithin: 

n 2 n 2 

y=2— a»+c. 

. 9 

en z. B. m der Sekunde zwei Umdrehungen statt, so ist n = 2 und 
y = 8,05 a 2 + c * 
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Wean die Langeneinheit nicht das Meter, sondem das Zentimeter ist, 

y= 0,0805 x 2 + c. 

1st der Eadius des GefaBes 10 cm, so geht hierans fiir die hochste Stelle a = 10 der 
Wert y - 8,05 + c hervor. Diesen Fall zeigt Fig. 161 in verkleinertem MaBstab. 

2. Beispiel: Um die ungefahre Form der Kette einer Hangebrueke zu er- 
mitteln, konnen wir nns vorstellen, zwischen zwei gleichhoben Pnnkten A uMBhanrre 
ein Seil, von dem lofcreclite Seile ausgehen, die einen schweren Stab C D wagerecb-t; 
tragen. Siehe Fig. 162. Gegeniiber der Schwere dieses iiberaU gleich starken Stabes 
komme das Gewicht der unausdehn- 
bar gedachten Seile nicht in Be- 
traoht. Der tiefste Punkt des tra- 
genden Sells A B sei O. Die Wage- 
redite durch O sei die a-Achse, die 
Lotrechte durch O die ?/-Achse; aul 
beiden bonutzen wir dieselbe Lan¬ 
geneinheit. Die Langeneinheit des 
Stabes habe das Gewicht k. Auf 
irgend ein Stiick O P des Seils wirkt 
das Gewicht des zugehbrigen Stab- Fig. 162. 

stiickes U Q. Ist x die Abszisse 

von P» so ist dies Gewicht gleich kx . Das Gleichgewicht wird nicbt gestort, wenm 
wir uns den Bogen OP starr denken. Auf ihn wirken dann drei Krafte: Erstens 
die Scliwere k die langs der Mittellinie zwischen der y- Achse und der Lot- 
rechten PQ angreilt, zweitens die Spannnng s Q} die die andere Seilhalfte in O 
nach der negativen re-Aehse hin ausiibt, drittens die Spaimung s , die das obere 
Keststilck PA des Seils ausiibt. Diese greift in P in der Richtung der Tangente 
von P an. AJle drei Krafte kdnnen einander nur dann das Gleichgewicht halten., 
wenn sich aus ihnen, parallel verschoben, ein go schlossenes Dreieck/ und zwatr 
unter Beachtung der Fortschreitungssinne der Krafte, bilden lafit. Siehe die 
Nebenfigur. Die Koordinaten eines zu P unendlich benachbarten Punktes P' unteir- 
scheideu sich von donen vonP um dx } dy } und P' liegt auf der Tangente von P. 
Da t die Richtung der Tangente hat, wird das rechtwinklige Dreieck mit dem 
Kafcheten dx , dy zum rechtwinkligen Dreieck der Nebenfigur ahnlich und ahnlicli 
gelegen. Hieraus folgfc; 

dy __ kx 
dx ~~ s 0 

Wie k ist auch $ 0 konstant, weil $ 0 die Spannung an einer ganz bestimmten Stelle, 
nlmlich in 0, bedeutet. Hiemach ist die Seilkurve die Bildkurve einer Funktiom 
y von x , deren Differentialquotient gleich kx : s 0 ist. Welche Funktion ist dies ? 
Die Frage ist dieselbe wie im vorigen Beispiele, nur stehen k und s 0 an Stelle von & 
und Daher koinmt: 

k 

y ~ — •+ konst 

2 Sq 

Weil fiir x » 0 auch y » 0 (in 0) ist, muB die additive Konstante gleich 0 seim. 
Also ist: 
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Das SeH bildet daher eine Parabel 1 . 

In beiden Beispielen zerfiel die Losung der Aufgabe in zwei Teile. 
Im ersten Teil wurde durch Betrachtungen aus der Meehanik festge- 
stellt, welchen Differentialquotienten die gesuchte Funktion haben muJB. 
Dann lag die rein mathematische Aufgabe vor, eine Funktion zu 
finden, die diesen Differentialquotienten hat. 


§ 2. Das Integral. 

Handelt es sich darum, ein noch unbekanntes Gesetz zwisehen zwei 
Veranderliehen x und y zu ermitteln, so weiB man zunachst moistens 
von der gesuchten Funktion y von x , daB sie fur einen gewissen be~ 
kannten Wert von x auch einen bekannten Wert hat. Handelt es sich 
z. B. urn die Bestimmung des beim freien Fall in x Sekunden zuruck- 
gelegten Weges y, so ist fur x =0 auch y= 0 . Oder: Will man das 
Gesetz ausfindig niachen, nach dem sich ein erhitzter Korper mit 
der Zeit x abkiihlt, so wird man von einem Anfangszustande des 
Korpers ausgehen, also annehmen, daB er zu einer bestimmten Zeit 
so und so warm sei. Solche Angaben nennt man die gegebenen 
Anfangswerte von x und y. 

Man wird dagegen im allgemeinen nicht wissen, wie groB y fiir ein 
beliebiges x ausfallt. Wohl aber wird es oft gelingen, in jedem Augen- 
blicke festzustellen, um wieviel sich y von da an andert, wenn sich x 
von diesem Zustand aus weiter um eine sehr kleine, genauer um eine 
unendlich Meine GrdBe andert. Denn viele Naturerscheinungen bieten 
erhebhch emfachere Verhaltnisse dar, wenn man sie nur fur eine 
unendhch kleine Spanne von Veranderungen ins Auge fafit. Man 
aiso oft imstande, durch Betrachtungen nicht mathematischer 
vll f/r m ermitteln: Vorausgesetzt, -die unabh&ngige 

-f r3lche ^ ^gendemen Wert x erreicht und andere sich 
h ^ v em differential dx weiter; dann andert sich die ab- 

vSLT e rf ehe , T i as 1 Z " geh6ri S e Differential dy, und das 

▼erstSden* ^ ^ n ® c * unbekannte Funktion von « 
verstanden. Fur einen bekannten Anfangswert a von r 

habe y ein en bekannten Anfangswcrt 6; aufierdexn sei be- 

aul^h^gtwird^abo efn^eil^^dem^darGewieht des 1 reUs S 0/’ , n'°ht neS ®S 

vob P, sondern zur Lange des SeilWens f) V r nic ^ zur Abszisse x 

linie iervor, die w JaS Dann geht die Ketten- 





§ 2. Das Integral 
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kannt, wie sich dy : dx durch x ausdriickt, d. h. es liege 
a, ix JB erdem eine Formel vor yon der Form: 


( 1 > &-'<*>• 

jVtit anderen Worten: der Differential quotient von y sei 
gegeben, Wie driickt sich dann y selbst durch x aus? 

Dies ist die Grundaufgabe der Integralrechnung. Man 
nennt die gesuchte Funktion y von x ein Integral; die Aufgabe, sie 
zu finden, bezeichnet man als die Aufgabe, f(x) zu integrieren. Warum 
man die gesuchte Funktion ein Integral nennt, das soil jetzt durch 
eine Betrachtung erlautert werden, die zugleich die zu losende Aufgabe 
anschaulicher macht. Dabei wird es sich empfehlen, ein einfaches Bei- 
splel ins Auge zu fassen: 

Gesucht wird eine Funktion y von x. Erstens soil y= 0 
sein, wenn a; —Hist. 1 Zweitens soil y den Differentialquo- 
tienten haben: 


< 2 ) 


dy _ , 


x 2 . 


Die Forderung (2) kann so geschrieben werden: 

(3) d y =0,1 a: 2 dx. 

Sie zeigt: Wenn x z. B. den Wert 4 erreicht hat und dann von da uni 
anendlich wenig, um dx, zunimmt, wird y um 0,1 .16. dx oder 1,6 dx 
zunehmen. So konnen wir fur jeden Wert von x feststellen, um wieviel 
y 'wachst, wenn x unendlich wenig von dem angenommenen Wert an 
■weiter w 8 ,chst. Wir kennen also alle kleinsten Teilchen dy, 
aus denen sich y Schritt fur Schritt durch fortw&hrende 
-Addition zusammensetzt. Deshalb hat zuerst Jakob Bernoulli 
(1654 —1705) oder vielleicht sein Bruder Johann (1667—1748), beide 
selrweizerische Zeitgenossen von Leibniz (S. 69), die gesuchte Funktion. 
y die functio integralis, das Integral, namlich den Gesamtwert 
oder das Ganze genannt im Gegensatze zu ihren kleinsten Teilchen 
dy , den Differentialen. 

Wir konnen nun ein Naherungsverfahren anwenden, das zwar 
mivhselig ist, aber zu einer besseren Einsicht verhilft: 

Zuerst ist x = 3 und y = 0. Lassen wir x von 3 an um recht wenig, 
z. B. um 0,01 zunehmen und fassen wir diese Zunahme angenahert als 
das Differential dx auf, so zeigt (3), daB y um 0,1.3 2 .0,01, also um 

1 Dies ist eine willkiirliche Annalnne. Entsprechend wie im folgenden ware 
die Aufgabe zu behandeln, wenn man als Anfangswert von x irgendeine andere be- 
stri mint e Zahl wahlte. 
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fl^009 zunimmt. Da y zuerst gleich Null war, haben wir jetzt zwei 
Wertepaare: 


X 

y 

3 

0 

3,01 

0,009 


Vom Wert 3,01 ar wachse x wieder um 0,01. Wenden wir abermals 
die Fonnel (3) an, indem wir jetzt a; =8,01 annehmen und Ax durch 
0,01 ersetzen, so gebt als Zuwachs von y der Wert 0,1.3,01 2 . 0,01 
Oder 0,009 0601 hervor. Damit erhalten wir ein drittes’Wertepaar: 


X 

y 

3,02 

0,0180601 


Von diesem Zustand aus wachse x abermals um 0,01. Die Formel 
(3) gibt jetzt, ebenso wie vorher angewandt, als Zuwachs von y 
den Wert 0,1.3,02 2 .0,01 oder 0,0091204, so daB ein viertes Werte- 
paar hervorgeht: 


X 

y 

3,03 

0,027180 5 


So konnten wir fortfahren. Wa trend x Schritt fiir Schritt um dieselbe 
woBe 0,01 wachst, ist die Zunahme von y Schritt fiir Schritt anders 
namlich zuerst 0,009, dann 0,009 0601, dann 0,009 120 4 usw. Dies hat 
semen Grund dark, daB in (3) rechts die GroBe s auftritt, die von 
Schntt zu Schott emen anderen Wert hat, namlich zuerst 3, dann 

3,01, dann 3,02, dann 3,03 usw. 

Dies Verfahren ist nur angenahert; richtig ware es nur dann, 
wenn der jeweilige Zuwachs von a; nicht 0,01, sondern unendlich klein 
ware. Molgedessen hauft sich Fehler auf Fehler. Die Fehler lassen sich 

InS?' W t Dn TL Vi ? kleinere Schritte maeht ’ z - B - * immer um 
0,000001 wachsen IaBt; dann kommt man aber auch viel langsamer 

vorwarts. Immerhin konnen wir uns eine VorsteHung davon machen 
wie das y, das irgendeinem Wert a; entspricht, als Summe aller der- 
jenigen unendlich vielen und unendlich kleinen Zhnahmen 
Ay hervorgeht die y Schritt fur Schritt vom Wert Null an erfahrt 
wenn die unabhangige Veranderliche vom Wert 3 an bis z wachst! 

ScMimg rSteUUIlS UDS ZU d6r fUr Integrale gebrauchlichen Be- 

Eine Summe namlich, die aus vielen Gliedem besteht, die nach 
emem gewissen Gesetz aufemander folgen, schreibt man am be- 


§ 2 . Das Integral. 


221 


quemsten so, dafi man nur ein aHgemeines Glied der Summe angibt, 
davor das Zeichen S (= Summe) setzt und sonst noch geniigende 
Angaben macht, aus denen herauszulesen ist, was gemeint- ist. Man 
kann z. B. die Summe 

1 “ 2 * 3 ~ - ' 991 100 

so sehreiben: 

100 „ 


auch wird man sofort wissen, was der Ausdruck 

10 

Sn a 

4 

bedeutet, namlich die Summe der n 2 , . gebildet fiir alle Werte n = 4, 
5,... 10, also 4 2 + 5 2 + ... 10 2 . Ahnlich verfahren wir nun, um das 
Integral y auszudriicken. Hier handelt es sich aber um eine Summe 
von nach Null strebenden GroBen, deren Anzahl iiber jede ZabI 
wachst. Derartige Summen bezeiehnet man nach Leibniz mit einem 
langgezogenen Summenzeichen, dem Integralzeicheny^ (Man unter- 
scheidet also wie zwischen dem Differential dx und der Differenz Ax. 
vgl. S. 67.) Wir sehreiben also nach (3) so: 

X 

(4) y— C 0,1 a: 2 da:. 

3 

.Diese Formel soli besagen: 

y ist die Summe aller unendlich kleinen Zunahmen dy r 
die die Werte 0,1 x 2 dx haben, wobei jedoch in diesen Sum- 
manden die GroBe x nach und nach die Werte 3, 3 +da;, 
3 4- %dx, 3 + 3da;... haben soli, bis die unabh&ngige Yer- 
anderliche nach unendlich vielen Schritten irgendeinen 
Wert x erreicht hat. 

Gelesen wird (4) so: y ist das Integral iiber 0,1.a; 2 .da; 
von 3 bis x. tfbersetzt man sich die Worte „IntegraI iiber“ mit „Summe 
aller“, so ist die Redeweise vollig verstandlich. Aber die Formel (4) 
ist nicht die Lbsung der gestellten Aufgabe, sondern nur 
eine andere Ausdrucksweise der noch zu losenden Aufgabe. 
Wir haben es, wie der Leser sieht, gar nicht eilig mit der Losung der 
Aufgabe; die wird sich nachher sehr einfach ergeben. Vorlaufig ist es 
uns viel wichtiger, den Anfanger mit dem Wesen der Aufgabe und der 
gebr&uchlichen eigentiimlichen Darstellung (4) vertraut zu machem 
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Und dies wird uns noch besser gelingen, •wenn wir nunmehr daran gehen, 
der Summe (4) eine graphische Bedeutung beizulegen. 

Die Formel (3) lautete: 

dy = 0,1 x 2 d x. 

Sie gibt den jeweiligen Zuwachs von y als Produkt von 0,1 ^ und 
dx an. Dabei ist dx der etwa wie vorhin immer gleich groJJ ange- 
nommene, aber nach NijU strebende Zuwachs von x. In 0,1 x 2 
dagegen ist fur x der jeweils schon erreichte Wert* zu setzen, von 
dem aus die unabhangige Veranderliche beim nachsten Schritte 
wieder um dx bis zum folgenden Werte x + dx zunimmt. Das 
Produkt aus dx und 0,1 x 2 kann man nun bildlich durch die 
Macbe eines Rechtecks darstellen, dessen Seiten die Ltagen 

kz un( ^ 0,1 x 2 haben. Wir nehmen 

■p ein Achsenkreuz an, siehe Fig. 163, und 
/- errichten als Ordinaten die jeweiligen 
Z. Werte von 0,1 x 2 . Da wir init y die 

Ti/f- x gesuchte, uns noch unbekannte Funk- 
d ^ 0n ’ ^ eze ^ ne ^ haben, mtissen wir 

o 4 J\ x ab ^ diese Ordinaten zur Ver- 

~~ ZSPuJl > me ^dung von Verwechselungen 

f -* anders bezeichnen, etwa mit 2 . Wir 

Fig. 163. benutzen also ein ^^-Koordinaten- 

00 a _ system. Zu einer beliebigen Abszisse 

vy =x gehort dann eme Ordinate OP-.-n i nr , Bc 

SL 0?Zi nL"ihL% fr‘ * steUe B ° a* 

FimktiOMiTci.li quadratischen 

ziemjich rieichriittip rn 0 n .r / k lst kl<s unsere Betrachtuug 
Baktor 0,f^ to SuiS, SST ? ,te “® “%«">*■ den einen 
als unendlicb kleiner Zu wards’ * a: .^ ar - Der andere Faktor dx ist 

Abszissenaeie sTatf £ Z * unendlich ***> Streeke der 

= i,l = A _ ? nehmen w eine kurze Streeke i„i, 

Sreug genommen mi *5 Dlffer “ tial dx an > »® dafi sich die 

Behandlung der Aufgabe bezieht. 36116 ° ben erlauterte angenaherte 

0,1 z* <£ 80: Zu6rSt ist * =3 > also der eine Faktor 


dy = Q i lx 2 dx 

s ^ 4 4sa*sss£ “ «*» 

r auKt d y 18t daher die Fl&che des 
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aus A 0 A 1 und A 0 B 0 zu vervollstandigenden Rechtecks. Nunmehr ist 
x von 3 Oder OA 0 bis zum Wert 3 + dx oder OA t gewachsen. Die 
Ordinate A 1 B 1 stellt jetzt wiederden zugehorigen Wert 0,1a; 2 dar, also 
den ersten Faktor des Produkts dy, wahrend der zweite Faktor wieder 
dx, d. h. die kleine Strecke A^A^—AqA,) ist. Dies Produkt dy, d. h. 
das zweite Glied der zu berechnenden Summe, ist demnach der Inhalt 
des aus A X A 2 und A. z B r zu vervollstandigenden Rechtecks. Alsdann 
1st x bis zum Wert 3 + 2 dx oder OA 2 gewachsen. Jetzt ist also 0,1 x 2 
oder 0,1 • OA 2 2 die Ordinate A 2 B 2 und dx gleich A Z A Z . Daher hat das 
aus A 2 A 3 und A 2 B 2 zu vervollst&ndigende Rechteck als Inhalt den 
dritten Summanden jener Summe, usw. Hierbei ist noch anzumerken: 
Wenn wir die z-Einheit gleich der a-Einheit wahlen, wie es in Fig. 163 
geschehen ist, gilt als die Flacheneinheit das Quadrat ttber dieser 
Langeneinheit. 

Gehen wir so Scbritt fur Schritt weiter, bis die unabhangige Ver- 
anderliche x irgendeinen Wert OQ erreicht hat, so ist der zugehorige 
Wert der gesuchten Funktion y die Summe der Inhalte 
aller jener Rechtecke. Richtig wird die Figur 163 erst, wenn die 
Strecke A 0 A 1 (=A 1 A 2 =A 2 A 3 — ■ • •) nach Null strebt. Das lafit sich 
nicht zeichnen, wohl aber denken. 

Die Punkte B 0 , B lt B 2 , B z . .. sind die Stufeneckpunkte einer 
Treppe, die unterhalb der Bildkurve der Funktion z =0,la; 2 hinlduft. 
Alle Stufen sind gleichbreit, namlich gleich dx. Dagegen sind die 
Stufen verschieden hoch, weil die Bildkurve verschieden stark ansteigt. 
Aber auch die StufenhOhen sind unendlich klein. Denn wir 
haben uns die Ordinaten A 0 B 0 , A l B l , A 2 B 2 ... unendlich dicht neben- 
einander zu denken; daher ist jedo folgende nur unendlich wenig von 
der vorhergehenden verschieden, weil z — 0,1 x % als quadratische Funk¬ 
tion stetig ist. 

Mittlerweile wird der Leser selbst schon zu einer Vermutung dar- 
iiber gelangt sein, was durch die Summe y der Inhalte aller jener unond- 
lich schmalen Rechtecke dargestellt wird, namlich die Flache, die 
einerseits von der Abszissenachse, andererseits von der Kurve B 0 P 
und linkB und rechts von den Ordinaten A 0 J5 0 und QP umgrenzt wird. 

In unserer Figur 163 freilich 1st diese Flache grdfler als die Summe 
der Rechtecke, da zwischen Treppe und Kurve noch lauter kleine Drei- 
ecke liegen. Wenn man sich aber vorstellt, dafi die Ordinaten A 0 B 0 , 
A l B l ,A z B t .. . unendlich nahe aufeinanderfolgen, kann man beweisen, 
dafi der Unterschied, namlich die Summe der Inhalte dieser Dreiecke, 
nach Null strebt. Dies geschieht so: 

In Fig. 164 haben wir Fig. 163 wiederholt und auBerdem noch 
oberhalb der Bildkurve cine zweite Treppe mit denselben Stufenbreiten 
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emgezeichnet. Zwischen beiden Treppen liegen kleine Reehtecke, 
die in Fig. 164 geschrafft sind. Offenbar ist die Summe der. vorhin 
erwaimten kleinen Dreiecke kleiner als die Summe dieser gescbrafften 
Reehtecke. Daher geniigt es, nachzuweisen, daB die Summe 
dieser Reehtecke unendlich klein wird. Ihre Summe kann 
man leieht bilden, indem man alle Reehtecke parallel zur z-Achse so weit 


\z p 



Fig. 164. 



yerschiebt, bis sie gerade iibereinander liegen und eine Saule bilden, 
wie es in Fig. 164 geschehen ist. Die Grundlinie dieser Saule ist dx, 
die Hohe die DiSerenz yon QP und A 0 B 0 , also ihr Flaeheninhalt 
gleich dem Produkt der Strecke QP — A 0 B 0 mit der naeh Null 
strebenden GroBe dx, und daher strebt der Flaeheninhalt der 
Saule nach Null. 

Dieselbe SchluBfolgerung gilt, was sogleich hier bemerkt werden 
kann, ganz unabhangig von der Gestalt der Bildkurve, die hier das Bild 
der Funktion 0,1 x % ist und in anderen Aufgaben eine andere Kurve 
sein wird. Denn wenn die Kurve nicht wie in Fig. 164 steigt, sondern 
wie in Fig. 165 fallt, laBt sich ebenfalls jene erste Treppe zeichnen, 
indem man wieder zwischen der Anfangsordinate A 0 B 0 und der End- 
ordinate QP lauter gleiehsehmale Reehtecke einschaltet, wobei die HiShe 
mnes jeden Rechtecks stets gleich der linken begrenzenden Ordinate 
ist. Nur liegt hier diese erste Ikeppe oberhalb der Kurve. Die 
wife vorhin in Fig. 164 konstruierte zweite Treppe liegt dagegen jetzt 
unterhalb der Kurve, aber die DiSerenz zwischen den Flacheninhalten 
bis zur einen und anderen Treppe ist auch jetzt gleich dem Inhalt 



einer Saule und strebt also nach Null, weil 
die Saule unendlich schmal wird. 

Wenn endlich die Bildkurve teils steigt, 
teils fallt, wie in Fig. 166, kann man sie in 
einzelne Teile AB, BC, CD, DE zerlegen, 
so daB sie in jedem einzelnen Teile nur 
steigt Oder nur fallt. Fur die Teile AB 


Kg. 166. 
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und CD gilt dieselbe SchluBfolgerung wie bei Fig. 164, fur die 
Teile BC und DE dieselbe wie bei Fig. 165. Das Endergebnls ist 
also auch hier, dafi die Summe der sehmalen Rechtecke, deren Hohen 
jeweils die links gelegenen Ordinaten sind, nach der Flache strebt, 
die statt von der ergten Treppe von der Kurve begrenzt wird, so- 
bald die Rechteekbreiten nach Null streben 1 . Also folgt: 

Satz 3: Liegt in der Ebene die Bildkurve einer Funk- 
tion z = /(a?) vor, die innerhalb des Intervalls, in dem man 
die Werte der Abszisse x betrachtet, stetig ist, so ist die 
Flache, die von der z-Achse, von der Anfangs- und der End- 
ordinate A 0 B 0 und QP und von der Kurve begrenzt wird 
(siehe Fig. 167), gleich der Summe der Inhalte derjenigen 
unendliclh vielen gleichbreiten, aber unendlich sehmalen 
Rechtecke, die man sich in folgender Weise hergestellt zu 
denken hat: Man teilt A 0 Q in lauter . 
gleich grofie und nach Null stre- \ z 

bende Teile dx, errichtet in jedem 

Teilpunkte die Ordinate bis zur JP 

Kurve und zieht durch jeden Ordi- 'TTTlTnTff 

naten-Endpunkt die Parallele zur 

s-Achsc im positiven Sinn dieser ^ i ,l 11 * 11 111 1 1111 L I I 

Achse bis zur folgenden Ordinate, ° 

die, wenn niitig, zu verlangern ist. 16,1 

Diese Geraden begrenzen die Rechtecke. 

Unser Satz gilt aiich, wenn die Bildkurve teils oder ganz unterhalb 
der ®-Achse verlauft. Doch wollen wir dies erst nachher er- 
lautern, um jotzt nicht zu weit abzuschweifen. 

Kehren wir vielmehr zu der auf S. 219 gestellten Aufgabe zuriick. 
Sie bestand darin, diejenige Funktion y von x zu fihden, die fur 
x =3 den Wert Null hat und deren Differentialquotient 




ist. Emerscits sahen wir, daB wir die Aufgabe durch die Eormel 


0,1 x 2 dx 


ausdriicken kflnnen. Andererseits haben wir erkaniit, daB sich y als 

1 Dieser SchluQ gilt nicht mehr, wenn die Kurve in dem betrachtetcn Interval 
unendlich oft steigfc und f&llt. Aber derartige aufiergewohnliche Funktionen kommen 
fiir um nicht in Betracht. 

Scheffers, Lehrbuch d. Mathem&tik. 
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die Somme der Inhalte voa unendlich vielen unendlich schmalen 
Rechtecken auffassen laBt und dafi diese Summe nichts anderes ist 
als die Flache, die von der a>Achse, von der Ordinate der Stelle 
a: =3, von der Ordinate der beliebigen Stelle x und von der Bild- 

kurve der Funktion z — 0,1 x i 
begrehzt vrird. Siehe Kg. 168. 
Dabei gilt als Flacheneinheit, 
weil wir x und z mit derselben 
Einheit gemessen haben, das 
Quadrat, dessen Seite eben jene 
Einheit ist. Es ist in Fig. 168 
besonders angegeben. (Die Figur 
brauchen wir nachher noch ein- 
mal, daher die dann zu be- 
sprechenden iibrigen Angaben 
darin.) Beide Arten, uns 
Fig. 168. von der gesuchten Funk¬ 

tion y von x einen Begriff 
zu machen, geben noeh keineswegs die Lfisung der Aufgabe. 

Aber -wir wollen diese Losung jetzt endlich bringen. Sie ist sehr 
emfach: y soli ja den Differentialquotienten 



haben. Nun hat a: 8 den Differentialquotienten 3a: 2 , also 4 x 3 den Diffe- 
rtotaalquofdenten z 2 , daher|. 0,1. a* den Difierentialquotienten 0,1a: 2 . 

, *** ^ e ^ lie Funktion, die denselben Differentialquotienten wie 
y hat. Nach Satz 2, S. 213, hat daher y die Form 


y— ^-+ c > 


•wo e eine Eonstante ist. Da femer fur 
tion y gleich Null sein soil, muJ3 


a: =3 der Wert der Funk- 


id 


0 — fo + c t d. h. c = 
sein. Demnach ist 

die gesuchte Funktion. 

o- A 1 ! 0 An -A e A Flg ' 168 geschraffte Flache den Wert (5), wo 

so *£? 2eh ? \ de w FigUI haben wir = 7 angenommen, 

~ f ch , ^ y der w ert f c -.7 3 - T %- oder 10,533 * . ergibt 

^ 10 ' 633 • ' ■ f “ he angcgebwien 
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Wir kdnnen die Aufgabe und ihre Losung (5) in der 
einen Gleichung zusammenfassen: 

X 

(6) fo,lx*dx = 

3 

Verweilen wir noch ein wenig bei ihrer geom.6trisch.en Deutung in 
Fig. 168. Lassen wir die Endabszisse x oder 0 Q um unendlich wenig, 
um dx oder QQ\ zunehmen, so ajidert sich auch die Flache?/. Sie 
wachst um den Inhalt dy des unendlich schmalen Streifens PP QQ, 
der oben durch ein unendlich kurzes Kurvenstiick PP' begrenzt wird. 
Der Inhalt des Streifens ist grofier als der des Rechtecks PRQQ !'. 
Wenn wir durch P' die Parallele zur a-Achse ziehen, bis sie die 
verlangerte Ordinate QP in R' txifft, entsteht dagegen ein zu groBes 
Rechteck R'P'QQ'. Also ist: 

Rechteck PRQQ' <dy< Rechteck R'P'QQ'. 

Da QP die zu x gehorige Ordinate z = Q } lx 2 und Q'P' die zu x + 'dx 
gehorige Ordinate 0,1 (x + dx) 2 ist, kommt: 

0,1a? 2 . dx < dy < 0,1 (x + dx ) 2 . dx. 

Dividieren wir mit dem Zuwachs dx , der positiv ist, so bleibt nach 
wie vor der erste Ausdruck kleiner als der zweite und dieser kleiner 
als der dritte. Also kommt: 

0,1 x 2 < <c 0,1 x 2 -j- 0,2 x d x + 0,1 d x 2 . 

Folglich ergibt sich durch den Grenziibergang nach Satz 10, S.. 65. 

a-w*'- 

Der Leser moge sich dariiber klar werden, daB wir kier den 
friiheren Weg umgekehrt eingesehlagen haben: Wir haben gezeigt, 
daB die Fiache y eine Funktion ist, deren Differential- 
quotient glcich 0,1a: 2 ist, wahrend wir vorher zeigten, daB 'die 
gesuchte Funktion y, d. h. die Funktion, deren Differentialquotient 
gleich 0,1a; 2 ist, als die Fiache dargestellt werden kann. — 

Die Betrachtungen, die wir hier an einem Beispiele durchgefuhrt 
haben, gelten im groBen und ganzen auch sonst. Wir diirfen uns 
deshalb jetzt kurz fassen. 

Die allgemeine Integrationsa ufgabe lautet: 
Gesucht wird eine Funktion y von x, die erstens fur 
einen gegebenen Anfangswert x — a den Wert Null hat 

15* 
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und die zweitens einen gegebenen Differentialquotienten 

( 7 ) £-/(*) 

hat, wo also f(x) eine gegebene stetige Funktion von x sein 
soil (In unserem Beispiele war f(x) die Funktion 0,1 x 2 und a =3.) 

Statt (7) konnen wir schreiben: 

(8) dy = / (x)dx . 

Diese Formel zeigt: Wenn die unabhangige Veranderliche irgendeinen 
Wert x erreieht hat und dann um dx zunimmt, soli dadurch eine Zu~* 
nahme von y um f (x)dx bewirkt werden. Also: 

Satz4: 1st y eine Funktion von x , die fur x=a den 
Wert Null hat und deren Differentialquotient dy :Ax gleich 
einer gegebenen stetigen Funktion f(x) ist, so hat man y 
aufzufassen als eine Summe von unendlich vielen unend- 
lich kleinen Zunahmen f(x)dx, die eintreten, wenn x vom 
Anfangsw.ert a bis zu einem beliebigen Werte Schritt fiir 
Schritt jedesmal um die unendlich kleine GroBe dx zu¬ 
nimmt. Dabei ist in f(x) unter x der jeweils schon erreichte 
Wert der unabhangigen Yeranderlichen zu verstehen. In 
Formel: 

X 

y = f f(x)ix. 

a 

Die Formel liest man so: y ist das Integral iiber f{x) dx r 
erstreckt von a bis x. 

Wie im Beispiele konnen wir immer y als FI ache deuten. An 
die Stelle der Bildkurve von z = 0,1 x 2 tritt die der Funktion 
z = f(x ). Wenn die Einheiten der x und z irgendwie gewahlt 
sind, ist als Flacheneinheit das Rechteck zu benutzen, dessen beide 
Seiten diese beiden Langeneinheiten sind. In Satz 3 haben wir schon 
ausgesagt, daB jene Flache als Summe von unendlich vielen unend¬ 
lich schmalen. Rechtecken aufgefaBt werden darf. 

Wir haben nun nur noch einen Umstand zu erortem, den wir 
oben (auf S. 225) erwahnten, ohne darauf einzugehen; Jedes von den 
schmalen Rechtecken hat die Grundlinie dx, w&hrend seine Hohe die 
Jeweils erreichte Ordinatenlange f(x) ist, so daB der Inhalt des Recht- 
ecks das Produkt f(x)dx ist. Hierbei sind nun die Vorzeichen 
heider Faktoren f (x) und dx zu beachten. Daher kommen vier 
Fake vor, siehe Fig. 169—172: 
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. TT^ rZ :die Bildkumi m 

3 =f'{x) liegt oberhalb der ^-Achse, d. h. / («) ist auch positiv. » e 
Mg. 169. Hier ist die Flache f(x)dx positiv. . 

2. Fall: x nimmt wie jorher zu, a er ie Die 

unterhalb der avAchse, d. h. /(*) ist ™gativ. Siehe g. 

Mache f{x)dx ist jetzt negativ. 



_ . , , j v. fix ist negativ, wahrend die Bildkurve 

3. Fall: x xiimmt ab, d.h. ax isx neg<*wv, 

oberhalb d«r z-Achse liegt, d.h. /(«) P-Bv >* Si«h« Fig. 

Die Flaehe /(*)U let jetzt negativ unter - 

4. Fall: * nimmt TO vorher ab “"J' * “ , w ” gu, 

balb der z-Achee, 4 h. / (*) 1st negativ. Siehe Kg. 172. Die 

i(x)dx ist alsdaim positiv. 

In den Fallen 4 and 4 TZS. teen! 

Endwert von z das ziigehonp » lsBt Cnsne Betraeh- 

als Anfang wahlt und x von da an abnenm 

tung gibt den 

Satz 6: Das Integral 

. 1 /=*f f(x)dx, 

gebene Funktion /(*) ist > . inem Koordinatensystem 
Zu diesem Zweck hat »**-.■ * e die Bildkurve der 
mit Dann ist die 

gegebenen Funktion z 7W A bszissenachse, der zu*=« 
Flache, dig von der Kurve, der abm , bi ejl * ff eh5rigen 

gehorigen Ordinate und der zu em^^^ , gt dabei dag aus 

Ordinate begrenzt wird. Fla Rechteck Die Flache 

der a- und der Z -Einheit hergestellte RechtecK. n 
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tana als die Sumxne derjenigen unendlich yielen un- 
endlieh schmalen Rechtecke aufgefafit werden, die ent- 
stehen, wenn man zwischen der Anfangs- und der End- 
ordinate lauter Ordinaten in gleicben und nach Null stre- 
benden Abstanden einschaltet und durch jeden ihrer End- 
punkte die Parallele zur z-Achse zieht, bis sie die folgende 
Ordinate trifft. Der Inhalt eines solchen unendlich kleinen 
Keehteeks ist mit Riicksicht auf sein Yorzeichen in Rech- 
nung zn stellen, das yon den Yorzeichen der Grundlinie 
and Hohe abhangt* Das erste Vorzeichen ist positiv oder 
negativ, je nachdem ist, das zweite, je nachdem die 
Kurve positive oder negative Ordinaten hat. Voraus- 
gesetzt wird ferner, dafi f(x) in.dem betrachteten Intervalle 
von a bis x eine stetige Funktion von x sen 



Fig-173. Fig. 174. 


Zur Erlauterung der Yorzeichen mogen noeh die Fig. 173 und 
174 dienen. Das Integral 


Jf(x)dx 

a 

to. 1 ? Fig :. 1 , 73 ’ wo der Advert x> a ist, die Summe der geschrafften 
Machenstiicke, yon denen das linke positiv, aber das rechte negativ 
Kt. Iu Wahrhert stellt also hier das Integral eine Fl&chendifferenz dar. 
Dasselbe gilt m Fig. 174, nur sind Her die Yorzeichen gerade umgekehxt, 
wed der Endwert x<a ist, die unabhahgige Yeranderliche x also ab- 
ni inm t, d. h. ax negativ ist. 


. ma “ Eitegrale wirklich berechnet, dariiber sagt Satz 5 
& S f den beleuchten. In den 

TY apheil o f bett W Eeis P iele ’ iQ denen die Berechnung 
derlntegraJe keme Schwierigkeiten machen wird. Erst viel spate? 
werden wir die eigentlichen Integrationsveriahren bespreclien P 





§ 3. Beispiele zur FlSchenmessung. 

Die Aufgabe, Flachen auszumessen, ist nach dem Vorhergehenden 
eine Aufgabe der Integralrechpung. Zur Einiibung des Integralbegnffes 
empfiehlt es sich daher, zuerst Beispiele aus der Flachenmessung durch- 
zunehmen. Wir werden sehen, dafl manche in den Naturwissen- 
sehaften und in der Technik auftretende GroBen als Integrate zu den- 
nieren sind. Daher erhellt, daB man mancherlei in den An- 
wendungen wichtige Begriffe in besonders ansenaulic er 
Weise durch Flachenraume darstellen kann. Wir erwabnen 
es, um darauf Mnzuweisen, daB Aufgaben iiber Flachenmessung auch 
fiir andere Zwecke wichtig sind. 

1. Beispiel: Die Bildkurve der quadratischen Funktion « + i bx + «** «■* 
Parabel (vgl. S. 95). Man soli die Flache berechnen, die zwischen der , 
der z-Achsc, der Ordinate der Stelle x = x„ und der zu emem beliebigen * gehonge 
Ordinate gelegen ist. Diese Flache ist das Integral: 


y=f (« + c&)d%, 


d. h. diejenige Funktion y von L, die fur « = *. den Wert Null hatundderen 
Diflerentialquotient gleich a+ bx+ cx> ist. Wir kennen s c hon_erne Funktion 
von x, die diesen Difierentialquotienten hat. Denn da 3, x, 
qnotienten von a,£a?, ^ sind, ist a+ hx+ cx* der von 

ax -f \ &a* + 

Dio gesuehte Funktion y von x ist also eine Funktion, diedemelbenDiflerential- 
qnotienten hat wie diese. Nach Satz 2, S. 213'hat sie deshalb die Form. 

y = ax 4* \ 1*3? + $ cajS + ^ » 

wo h eine Konstante ist. Weil y ~ 0 sein soil, wenn x=* 0 ist, mu3 
0~ax o + i lx* 4* J w* 

sein, d. h, t T € , - 

jc = — — 

so daB sich ergibt: 

(1) y= «(* —*o)+ + &{&-***)- 

Nun ist zu beachten, dafi die Flache y aus positiven und negativesi Stihcken be- 
stehen kann. Zahlenbeispiele sind deshalb nfltzlich: Bei der Parabel, die die 
Bildkurve der Funktion 

e= 6— 4x + a* 

ist, siehe Kg: 176, wo wir wie im vorigen Paragraphen die Ordinate mit 2 bezeichn«i 
zum Unterschiede von dem Werte y der Flache, erhalten wir, da a - 6, 6- 4, 

cs=l ist, nach (1) die Fl&che: 

(2) y = 6 (x —x 0 ) — 2 ( 1 * — z 0 l ) + 4 (P? — V) • 
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Da die Parallel vollstandig oberhalb der z-Achse verlauft, stellt die Formel die 
Flache mit Pluszeichen vor, wemi a; > x Q ist, mit Minuszeichen, wenn x < x 0 ist. 
Die Flache z. B., die zwischen den zu x = 0 und x , = 4 gehorigen Ordinaten liegt, 
ist, wie man durch- Einsetzen von x 0 — 0, x « 4 in (2) erkennt, gleich 13 J Flachen- 
einheiten. In Fig. 375 sind die Abszissen- und Ordinateneinheit, gleich grofi, so 
dafi die Flacheneinheit ein Quadrat ist. Setzen wir in (2) fur x 0 deri^Wert 0 und 
fhr x den Wert — 1, so ergibt sich der zwischen der Abszisseriachse, uer Parabel, 
der y-Achse und der zu x = — 1 gehorigen Ordinate gelegene Flachenraum mit 




Fig. 175. Fig. 176. 

Minuszeichen, da *< x Q ist. In der Tat kommt der Vert ~8J. Der Flachen- 
rarnn ist also gleich 8 J Flacheneinheiten. Daraus folgt, dab die Flache, die 
zwischen der z-Achse, der Parabel und den zu x 0 = — 1 und x = 4 gehorigen 
Ordinaten liegt, gleich 13£ -f- 8J oder 21f Flacheneinheiten ist. Die Formel (2) 
gibt wirklich diesen Wert, wenn darin x 0 = — 1, x = 4 gesetzt wird. 

JNTehmen wir jetzt die Parabel an, die das Bild der quadratischen Funktion 
z — ■—8 4- 8z— 2x 2 

ist, siehe Fig. 176, so ist a = — 3, b = 8, c = — 2, so dafi (1) die Flache gibt: 

’ W V=~- 3*(« -- x 0 ) H- 4 (z 2 — r 0 2 ) — |(z» — x *). 

Wahlen wir z. B. x 0 = 0, x = 4, so kommt y = 9-J. Dahier x *>z 0 ist, liegt entweder 
der Fall der Fig. 169 oder der Fall der Fig. 170 vor, d. h. die oberhalb der as-Achse 
gelegenen Flachenstiicke sind positiv, die unterhalb -der z-Achse gelegenen negativ. 
Weil die Parabel zwischen a: = 0 und x = 4 die z-Achse zweimal durchschneidet, ist 
das Ergebnis 9^ gleich dem oben gelegenen Flachenstiick, vermindert um die beir 
den unten gelegenen. Die SchnittsteUen der Parabel mit der x-Achse gehen aus 
der quadratischen Gleichung 

—3 + 8 z — 2 z 2 =. 0 
her vor, woraus nach S. 110 folgt: 

x = 2 ± |/Io" 
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Oberlxarb der a>Achse liegt also das Flachenstiick you 

a 0 = 2 — ^10 = 0,419 bis it = 2 + £ VlO = 3,581. 

AM dies Fiachenstuck allein wollen w jetzt die Formet (3) anwenden. Weil hier 
x — x 0 = ^10, 

* 2 — x a 2 = (it + r 0 )(x—x 0 ) = 4 KlO 

a 3 — *a 8 = (*“ + x x B + i 0 2 )( x —%) = i4 i& K10 


ist, wobei KlO positiv ist, kommt nach (3): 

y = 3| - ^0 = 10,541. 

Da diese Flache, vermind'ert am die beiden unterhalb der z-Achse gelegenea 

Stiicke von it = 0 bis is = 2 — £ VlO und von * = 2 + J ^10 bis x = 4, 
nach der vorigen Redlining gleich 9 } ist, miissen diese beiden spiteen Stucke 

unterhalb der a-Achse zusammen absolut genommen gleich 3 . l/l0 — 9J oder 

rund 1,208 Flacheneinheiten sein. Jene “ beiden spitzen Stucke smd ubngens 
wegen der Symmetrie der Parabel hinsichtlich del zu it =2 gehorigen_Or<knate 

(vgl. S. 95) gleich groB, so dafi auf jedes | (3£. VlO — od ® r h ■ ( 5 ^ 10 — 
FllcheneinhJten entfaJlen. Dieser Wert crgibt sich in der Tat,_aber negativ, 

vvenn in (3) fur x 0 der Wert Null und fin x der Wert 2 - £ V10 gesetzt mA 
Die Formal (1) fur die Flache von x 0 bis it bei irgendeiner Parabel 
^ z = a + bx + a? 

kaiui noch etwas anders geschrieben werden. Wir wcllen Muddle 

. gehBrige . Airfangs- mi ,»”"?? fjfSlZX 

Ordinate bestimmen, die zur Mitte zmschen beiden, fl. 

\ (x 0 + x) gehort. Nach (4) gehort tor 

Abszisse x 0 die Ordinate z 0 — « + ix 0 + cx 0 ’ 

„ i(x+Xo) „ .. Sl =« + £H* + *o> + i c (*+^’ 


gr 2 ss a 4* b%A~ ca ^- 


Also ist: 
4aher 


00 + 4 H + *» = 6ffl + 36(3 + Zo) + 2 ' C(?? + ^ + X ‘ l 




i(x -x 0 )% + 4a, + 0*) - *(*- *> + V) + iC[ *' , h 

J _ , m , r Rache y . Wenn wir £ (*-*> M beteiclmen, 
Dies aber ist der Wert (1) der Flache ^ ^ fo v t daher: 

so daB die Strecke von a 0 bis x gleich Parabel mit »»f 

Die Flache y, die von der x-Ach >. ldkarve eiaer qB adrm- 
2,-Achsc paralleler Achse, d. h. <»»• { 0 rdinate 0 o und e.ner 
tischen Furlktion a + &x + ' steU r s ich, wenn 0, die in der Xjtte 

End ordinate * 2 begrenzt wild, * Ordinate ist und a. von 

zwischen den Geraden 0 O f dar: 

sowie Zj von 0 2 den Abstan > 

^ y.= i"l0 o +40 x +r s )- 

Siehe Fig. 177. 
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2. Beispiel: Jetzt liege die zweyyertige Funktion 2 ]fx + 8 vor. Hire Bild- 
kurve, siehe Fig. 178, geht aus der in Fig. 106, S. 164, hervor, wenn man die Ordi- 
naten verdoppelt und dann die Kurve um 8 Einheiten nach oben verschiebt. Uro 

die Satze des vorigen Paragraphen 
anwenden zu koimen, miissen mi 
festsetzen, dafi J/x entweder positiv 
oder negativ genoinmen werden soil. 
Im ersten Fall gilt die obere, im 
zweiten die untere Kurve. Die 
Flache, die von der Kurve, der 
a-Achse und den zu x = 1 und 
einem beliebigen x gehorigen Ordi- 
naten begrenzt wird, hat den 
Inhalt: 

% 

Fig. 177. Fig. 178. V= f @Vx+8)dx. 

1 

Sie ist eine Funktion y der Endahszisse x mit dem Differentialquotienten 
= 2 ]/x + 8 = 2 + 8. 

AuBerdem ist sie gleich Null fur z = 1. Nun ist a ^ der Differentialquotient von 
f 3 *. Denmach hat die Funktion 

4**+ 8z 

demelben Differentialquotienten wie y, so daB aus Satz 2, S. 213, folgt; 

y = t V r ® 3 + 8*+ k, 

wokeineKonstanteist. Day = 0 fiir z = 1 sein muB, kommt: 

0 = 4 f'T 3 + 8 +k. 

TOd ^positiv angenommen, so ist KT 3 = +1, sonst gleich-1. Also ist im 
*=-*-8 =-9*. 

d*gegen im zweiten Fall: 



*= + 4 —8 = —6|. 

Im Fall Yx > 0 ist also: 


rad im FaD <Q : 


y = 11 ^+ 8®—94 


y= 4 Ka 3 + 8*—6|. 

4-8+8 -C3* Oder 33i Wbfilw), d « ersten Formel den Wert 

Wert—4* 8+ 8-4_64 oderiai . -r* ne S atlv gemeint ist, den 

daher die Gr6Be 33 £ _ lfj oder 184 DW “ Flg ' 178 g eschl affte Flitche hat 
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3. Beispiel: Eine Funktion / (a) habe far x = a einen positiven Vert, ebeiiso 
ito grafiere Werte von x, so daB ihxe Bildkurve fur x ^ a oberhalb der z-Achse 
verlSuft, etwa wie A P in Fig. 179. Nun soli die Flache bestimmt widen, die von 
der Kurve von A bis P und von den Strecken 0 A und 
0 P begrenzt wird. Dabei sei A der zu x = a und P 
der zu einem beliebigen x > a gebarige Punkt der 
Bildkurve. Die Flache ist jetzt nicht so begrenzt 
wie bisher. Wir fiiiren die Aufgabe deshalb auf die 
Bestimmung anderer Flachen zuxilck, indem wir die 
Ordinaten BA und QP ziehen. Die Flache zwischen 
der a-Achse, der Kurve und BA. und QP ist das 
Integral 



Das Dreieck OB A hat wegen BA - /(«) den Inhalt *»/<«)*, stdlt 

T 

ff(x)ix+iaf(a) 

di. no OQPAO vor. is. 1 ** 

ah uziehen, die gleich %cf(«) ist. Demnach hat die m Dig- i» 6 

Flache den Inhalt: 

(6) y = //(*)<**+ !«/(“) — !*/(*)• 

In der Figur hahen wir ubrigens die 

ist hier /(*) = 16 : z 2 AuBerdem haben wir a - 2 angenomm 
ist. Dakar kommt: 

8_ 
x * 


f IB 


+ 4- 


• flip -filT J s: 2 d61 

Das Maria AM UfJ il 

Wart Nall list and derail Driferentialqnotie t — IS : 2 . Damned, ist 

da, DOMtfUAUmt van 1 :* * *«£ " Fonn 

das Integral nach Satz 2, S. i ltf, emB 

_+ fc , 

, , FfiI x = 2 soil die Funktion gleich Null sein; 

wo ft eine Konstante bedeutet. Fur 
1c ist daher gleich 8. Also kommt: 

8 .12-—- 


16 


»—r + 8+4 ' 


8_ 

as 


la **. 1* ist . - 4 »“ 4 '"• »»>»">“ *■ 

€mal so groB wie die Flachenei ei. -ompgsen. bei denen 

In den. Bei s Pi^ n war, Bondem such 

5L£a2 ££££**-■ *'** ■»'*“ 
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Endabszisse gleich einer bestimi$ten Zahl setzt. Wird^ von. vorn- 
herein die Aufgabe gestellt, die Flache zu berechnen, die von dei 
u>Achse, der Bildkurve der Funktion f(x) und den zu bestimmten 
Abszissen x = a und x gehorigen Ordinaten begrenzt wird, so 
handelt es sich um den Wert des Integrals 

X 

y— f i f(x)Ax 

a 

fur x = b, also um den "Wert von: 

b 

(7) 

a 

Man nennt a und & die Grenzen. des Integrals. Wir diirfen bei der 
Losung der Aufgabe nicht von vornherein als obere Grenze den be- 
stimmten Wert l einsetzen, weil wir ja zunachst eine Funktion von x 
ermitteln miissen, die den DiFerentialquotienten f(x) hat. Wollten wir 
von vornherein setzen, so wiirde nicht eine Funktion von x 

gesucht, sondern eine bestimmte Zabl. Diese konnen wir nicht 
geradezu finden. Vielmehr miissen wir auch dann, wenn die 
obere Grenze des Integrals wie in (7)bestimnit gewahlt 
worden ist, vorerst die obere Grenze notch beliebig, gleieh 
z, lassen: 

X 

(8) fi (x)d x . 


Erst naeh Erledigung der Aufgabe, dieses Integral zu be- 
reehnen, setzen wir im Ergebnisse den bestimmten Wert i 
far % ein. 

Man nennt ein Integral (7), bei dem beide Grenzen bestimmte 
Zahlenwerte haben, ein bestimmtes Integral. 

Wir nehmen jetzt an, zwei Kurven c x und 
c 2 seien gegeben, die zwischen zwei Senkreehten 
zur z-Achse verlaufen, siehe Kg. 180. Dann 
ist die Flache zwischen den Grenzgeraden und 
beiden Kurven die Differenz der Flache von 
der x-Acbse bis zur oberen Kurve c x und der 
Flache von der .r-Achse bis zur unteren Kurve c 2 . 
Jede dieser Flachen ist nach Satz 3 als eine 
Summe von unendlich schmalen Rechtecken auf-. 
zufassen, die in der Figur angedeutet sind. Die 
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geieh der Ordinatendifferenz yon Cl unde S f 

ssss^sriVi s \ t i ™ cueb “' b - - «rT A .t 

1st” °di7 5j'*" z ® er * den ’ der *-Aolise und der neuen kurve y liegt. 
l t p *?; Bildkurve von f,(x) una e 2 die von Ux), so bedeutet 

L b t s E .tr™ der “ '■«-*» s. u rt 


FlSche (e.c,) =Flaehe (xcj ~ Flaehe (xc 2 ) = Blache (a 7 ) 

ist, wo die Bezeichnungen ohne weiteres verstandlich sind, ergibt sich, 
wenn a und x die Abszissen der Anfangs- und Endordinate bedeuten: 

% % X 

( 9 ) f h (a) dx - j'u{x) dx = yi/,(a f 2 (x)]dx. 

a a a 

Ehe wir dies als Satz aussprechen, bemerken wir, dafi man unter dem 
Integranden des Integrals (8) die Funktion f(x) versteht (entspreefaend 
"vvie man vom Subtrahenden, Minuenden und Dividenden redet). SGt 
Benutzung dieser Bezeichnung konnen wir die Formel (9) so wieder- 
geben: 


Satz 6: Die Differenz zweier Integrale zwisehen den- 
selben Grenzen ist gleich dem Integral der Differenz der 
Integranden zwischen denselben Grenzen. 


4. Beispiel: Die iin 1, Beispiel betrachteten Funk- 
tionen: 


— 3 -f 8 x — 2x z und 6 — 4 x + x 2 


haben als Bildkurven Parabeln Cj und c 2 , die sich, in 
dasselbe Koordinatensystem eingetragen, in zwei Punkten 
schneiden* Siehe Fig. 176 und Fig. 175 sowie die neue 
Fig. 181. Die Schnittpunkte sind leicht zu finden. Sie 
haben Abszissen x, zu denen bei beiden Kurven die- 
selben Ordinaten gehoren; alsa ist flir sie: 


— 3 H- 8 a; — 2 a: 2 = 6— 4a;-f a 2 


oder 

3a; 2 — 12z-f 9 = 0. 

Diese quadratische Gleichung hat die Losungen x = 1 
und 2=3 (vgl. S. 110). Wollen wir nun die geschraffte 



Fig. 181. 
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Fl&che zwischen den beiden Kurven c t und % bestimmen, 
Differenzkurve y , d. h. die Bildkurve der Funktion: 


oder 


(—3 + 8a;-— 2 a?)— (6 —4a; + a; 2 ) 
— 9 + 12 a — 3a; 2 . 


so bilden wir die 


Sie ist auch eine Parabel und. schneidet die a-Achse an den Stollen x = 1 und 
x = 3-. Die gesuchte Flache ist das bestimmte Integral: 

3 

/» 

J (— 9 + 12a: —3a ?)dx. 

1 

Zuerst berecbnen wir aber wie gesagt das Integral mit veranderlich gelassener oberer 
Grenze x: 


X 



+ 12a —3 x*)dcc. 


Wie der Leser selber ausrechnen moge, ergibt sich: 

V = —9a; + 6a; 2 — a? -f 4. 

Fnr a; = 3 komjnt also der Wert y = 4 fur die in Fig. 181 geschraffte Flache. 

Da wir beim Flachenmessen sind, schalten wir noch einige Bemer- 
kungen ein, die sieh zwar auch darauf beziehen, aber imsere Be- 
trachtung der Integrate nicht weiterbringen. Deshalb mogen diese 
bemerkungen m Meinerem Brack stehen; man mag sie nach Belieben 
mitnehmen oder uberspringen. Gebraucht werden sie in unserem 
Buche mcht. 
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Zim&cbst besprechen wir eine Vorrichtung zmn mechanischen Ausmessen be- 
liebiger Flachenstiicke, ein sogenanates Planimeter, insbesondere das Polar- 
pi ani meter: 

Wir nebmen eine Strecke AB von der Lange l (siehe Fig. 182) an, die 
wir an! der Ebene irgendwie fortbewegen, bis sie in eine Endlage UV kQmmt Die 
Enden A und B beschreiben Kurven ATI and BY. Die Strecke iiberstreiclit eine 
gewisse, in der Fignr gepnnkteteFlacbe, die wir bestimmenwollen. Urn von AB naeh 
UV zu kommen, konnen wir aucb. so verfahren: Wir verschieben l parallel, bis A nach 
U kommt, so dafi l ein Parallelogxamm ABUW iiberstreicht. Dann dreben wir l aus 



der lAge VW via V in .die W ££ SfjSJ 

vorhin angenommene Bewegungsvorgang. W - A, B t eine der 

eolches Verschieben und Dreben —1 ausnben* 

Xagen, die I bei der riehtigen Bewegung ge g verschieben l parallel 

m' l von AB parallel nach drehm 1 ami, vie zwei 

2 vi Ay By nach VWy und drehen ; endhch am U xn die s0 U egt 

der Zwischenlagen A* B* und_4 a B a ein, e j^zahl von Zwischenlagea des 

der Fall der Fig. 184 vor. Wenn w erne groBere and D*ehen 

Stabes einschalten und von ]eder lage i Fiachen der Parallelogramme nnd 

iibergehen vi. in Fig. 186, -weicht die f Xhe ab to ler Stab 1 bei der riehtigen 
Kreisausschnitte nur noch wenig yonder e jnzelnen Schritte fiber jede ZaM 

Bewegung fiberstreicht. Wenn die Ajlza *L .ndiich dicht aufeinandei foigen, fiadet 
wachst und die benuzten Zwiscbenlagen ii beweisen, »t nlcht schwer. 

voile tfbereinstimmung- statt Dies m alter btrenge zu 

Aber das Gesagte mag hier geniigen ^ ^ Entiemnng a hat, ein BU- 

Am Stabe 1 sei nun an emer StelieP, <h auf ro Ut, wenn man 

chen angebracht, dessen Achse der Sta * sic h ein wenig fiber der Ebene 

duich geeignete Vorkehrungen den Stab l tarc Zeigem rrichtung angebracht, 

hin bewegenden Stab ersetzt "ngen ^Weg eine Stelle anf dem 

so daB man unmittelbar ablesen kann, emen wie ng 
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Umfange des Radchens zurticklegt. Wir lassen nun den Stab l (siehe Fig. 186) zuerst 
ein Parallelogramm von der Hohe d h und dann einen Kreisausschnitt mit dem Zentri- 
winkel dtp beschreiben. Obgleich das Radcken bei der ersten Bewegung auch in der 
Achsenricbtung glei^et, rollt docli dabei nur ein Stiick 
des Umfanges von der Lange dh ab. Bei der z Wei ten 
Bewegung rollt dagogen der Kreisbogen dh ab, der 
zum Zentriwinkel d(p und Radras a gehdrt. Daher ist 
dh - adcp nach S. 6, wenn wir den Winkel d<p im 
Fig. 186. Bogenmafi messen. Nach AbschluB beider Bewegungen 

lesen wir also an der Zeigervorrichtung den Weg 

dr - dh 4 * adcp 

ab. Andererseits haben die Flachen des Parallelogramms und Kreisaiisschnittes die 
Summe 

dF = Idh •+* yPdy, 

denn Idcp ist der Bogen, l der Radius des Kreisausschnittes. Nach der ersten Forme! 
ist: 

dh — dr — ad (p; 

setzen wir dies in die zweite ein, so kommt: 

dF — Zdr-f \l(l — 2a)d(p . 

Die Gesamtiiache, die der Stab bei der angenomm^nen Bewegung von der An- 
fangslage AB bis zur Endlage Z77 beschreibt, ist eine Summe von lauter solchen 
Teilen dF fur den Fall, daB dh und d(p nach Null streben. Bemerkt werden muB 
dabei, daB dh oder dtp negativ in Rechnung zu setzen ist, sobald eine der bei den 
Bewegungen entgegengesetzten Sinn annimmt, was sehr wohl vorkommen kann. 
Die Summe aller GroBen l dr ist gleich der Konstante l, multipliziert mit dem aul 
dem Radchen 2 um Schlusse abgelesenen Gesamtwerte r aller Drehungen dr, 
Beim zweiten Glied \ l(l — 2a) d(p ist der Faktor \l(l— 2a) konstant. Die 
Summe aller dieser GroBen ist also gleich (l — 2&), multipliziert mit der 
Summe der Winkel aller Kreisausschnitte. Sorgen wir ,nun dafiir, daJB 
die Summe aller Winkel dq gleich Null wird, so bleibt als Gesamt- 
fULehe etnfach: 



(10) F = Zr, 

wo l die Stablange und r den vom Zeiger angegebenen Weg anf dem Radumfange 
bedeutet Die Vorriehtung, die dazu dient, die Summe aller Winkel d <p gleich Null 
zu machen, besteht in folgendem: An den Stab l kniipfen.wir in A mittels eines Ge- 
lenkes einen zweiten Stab von beliebiger Lange m an. 
4™^ £ "N ^ as an dere Ende P dieses Stabes, der Pol, wird 

' \ N Jp Ip 7 ) e ^ nes Stiftes an einer Stelle der Zeichenebene 

Y J befestigt, siehe Fig. 187.~ Jetzt lassen wir B eine ge- 

/ schlossene Kurve c duichlaufen. Dabei macht der 
Punkt A eine pendelnde Bewegung langs eines Kreis- 
* bogens um P hin und zuriick, so daB der Stab Z einen 

, „ # gewissen Flachenraum zwiscben. diesem Kreisbogen 

mm aer Kurve e uberstreicht, wobei aber die von der Kurve c eingeschlossene Flacbe 
nur enrnial, dagegen der ubrige Teil jener Flache doppelt von l iiberstrichen wird, 

ln . verscHedenen . Shmen der Bewegung. Da die Strecken dh 
und die Winkel i, f im emen Sum positiv, im anderen negativ sind, heben sich die 
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doppelt liberstrichenen Flachenraume auf, und es bleibt als das Ergebnis die 
von, der Kurve c eingeschiossene Flache F iibrig. Denkt man. sich durch 
irgendeinen festen Punkt. eine Parallel© zu l gezogen und laBt man sie wahrend der 
Bewegung bestiindig parallel zu den jeweiligen Lagen von l , so pendelt diese Parallel© 
durch einen gewissen Winkel hin und zuriick in ihre Anfangslage. Die Winkel, die 
sie bei jedem Teil der Bewegung beschreibt, sind die Wipkel drp; die Sum me aller 
Winkel dip ist also in der Tat gleich Null, so dad die Formel (10) gilt. 

Mithin ist die Flache F der geschlossenen Kurve c 
gleich der Lange von l , multipliziert mit der am 
Radchenrande abzulesenden Zahl r. Das Planimeter 
ist iibrigens so eingerichtet, daB man am Radchen¬ 
rande nicht r, sondem. sogleich das Produkt Ir , also 
die Flache F abliest. 

Die Winkel d </> heben sich gegenseitig nicht auf, 
wenn ,jene gedachte Parallel© zu l in ihre Anfangs¬ 
lage zuriickgelangt, nachdem sie eine ganzo Um- 
drehung urn ihren festen Punkt gemacht hat. Dieser 
Fall, fiir den also die Formel (10) nicht gilt, tritt 
ein, wenn der Pol P wie in Fig. 188 im Innern der 
Kurve c angebracht worden ist. Solche Falle 
miissen also vermieden werden. Ist die aus- 
zumessende Flache F zu groB, so zerlegt man sie in kleinere Stiicke, die man 
einzeln ausmiBt. 

Wir wollen jetzt zeigen, wie man ohne -besondere Yorrichtung ange- 
nahert die Flhche einer gezeichnet vorliegenden geschlossenen Kurve 
bestimmen kann. Jede Flache kann man durch Teilung mittels gerader Linien 
in Stiicke zerlegen, die wie die in § 2 betrachteten Flachen je durch eine Kurve, eine 
Gerade und zwei dazu senkrechte (Jeraden begrenzt 
werden. Wir beschr&nken uns daher auf Fl&chen, die 
von einer r-Aehse, einer Kurve c und zwei Ordinaten 
eingeschlossen werden. 

Ein erstes Niiherungsverfahren ergibt sich so: 

Wir zerlegen die Flache, siehe Fig. 189, durch eine Anzald 
Ordinaten z 0 , z lt z 2 ... z n in n Streifen von gleicher 
Breite m und fassen jeden Streifen als ein auch oben 
geradlinig begrenztes Trapez auf. Der Inhalt des Fig. 189. 

ersten Trapezes ist nach bekannter Formel 4 m (z 0 4- sq). 

Die Summe aller Trapeze gibt fiir die Gesamtflache als Naherungsformel die soge- 
nannte Trapezformcl: 

(H) F — m (i + z 2 + *. • 4* 0 n _ x + l z n ). 

Eine andere N&herungsformel beruht darauf, daB man die Kuxvenbogen durch 
Parabelbogen ersetzt, n&mlich durch Bogenstiicke von Bildkurven quadratischer 
Funktionen a + + ex®. Wir sahen, daB die Fl&che zwischen der Parabel, der 

a-Achse, einer Anfangsordinate z 0 und einer Endordinate z % den in (5) ange- 
gebenen Wert 

y » i m (z$ + 4 Zi + %) 

hat, wenn z t die Mittelordinate ist und m dieselbe Bedeutung wie vorhin hat. Hier 
fassen wir also zwei aufeinander folgende Streifen der Flhche angen&hert immer als 
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Fig. 190. 


n 


Fig. 191, 


einen Streifen einer Flache auf, die obcn von einer Parabel begrenzt winl. Dwh&lh 
werden wir zwischen Anfangs- und Endordinate eine ungerade Anzahl 1 von 

Ordinaten in gleichen Abstanden, einschalten, um eine gerade Anzahl 2 n von 
Streifen zu (rhalten, von denen wir je zwei nach der 
Formel zusammen berechnen. Es scion s*, sr 2 * * ■ 2 m 
alle 2n+ 1 Ordinaten, Der Abstand jo zweior vonoin- 
ander sei m. Siehc Fig. 190. Nun ant zu ftumxmoron: 

i m [( 3 o + 4 Z\ -f 2 2 ) + (z% 4- 4 % + £<) + ... 4* 

+ fen--2 + 4 22ft-1 + -2n)I* 

Dadurcn ergibt sich fur die Flache F als Niiherungs* 
formel die sogcnannte Parabel formel odor SwkonkcIh 1 
Regel: 

(12) J?-im[(z 0 + z 2n ) + 4(ej + 2 , + ... + 2 gn _,) + 2(*„+s 4 + • • ■ + 8 )1. 

Beide Regeln (11) und (12) fiihren zu um so besseren Ergebnissen, je mohr 
Ordinaten eingeschalten. werden. Wir warnen aber vor allzu grofier Wert- 
schatzung dieser Naherungsformehi. Fir gewiss© 
Kurven geben sie auffailend schlachfce Werte. Wextn 
man z. B. den Halbkreis vom Radius Kim wahlt und die 
Flache in 10 gleichbreite Streifen teilt, so daB w 0,2 kt, 
kann man die 11 Ordinaten genau berechnen, also die Oita 
der Regeln priifen, da man ja weiB, daB die FUtahe gleich 
\ n Hier ist, wie man aus rechtwinkligen Dreiecken, slab# 
Fig. 191, leicht berechnen kann: 

%= o, 4 = 0,6, 2 2 = o,8,^ s„= i K 2 I, | Ke, s s =. i, 

2# = £ ^6. 2 7 =£ J/§1, 2 S = 0,8 , 39 = 0,6, 3,0=0, 

so daB die SiMPsowche Eegel (12) fur n = 5 (namlich 2n + 1 = 11) liefert: 

0.8 _ 

15 (15 + 2 Ysi + 2 ]/(>). 

IS wahrend sich doch J „ oder nind 1,5708 ergeben sollte. Also 
schondie zweite Dezimale ist falsch. Die Trapezformel (ll)gibt; bier 

0.08 (9,5 + J/‘H + 2f/6j. 

Dies ist rund 1,5185, also ein auBerordentlich schlechtes Ergebnis. 

bestehtdari^dia^^^ 3 ^wfahren der an gena5erten Flichenmes.uag 

Sn WaTe aht^r w * 0 auf , Pa P ier ausscbneidet und auf einor 

darstellT wisW^Rr Jhf em Pa pierstiick ab das die Flicheneinteit 

. o st der Bruch aus beiden Gewichten die gesuchte Flkchen zahl 

§ 4. Verschiedene Anwendungen des Integralbegriffs. 

A. Berechnung von Mittelwerten. 

* Gr8Ben V\> % • • • y n gegeben sind, verateht man unter 

fz, mV. rsi slnT,"i*‘. ei od " .rCtt 

jnittei lhre bumme, dividiert nut lhrer Anzahl: 


U) 


m — %± ii y* ~b • • • + yn 
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Diese Form el kann man nieht mehr zur Ausrechnung benutzen, wenn 
es sich urn das Mittel von unendlich vielen GroBen handelt, 
von denen wir voraussetzen, daB sie eine stetige' Reihe bilden, so daB 
jede folgende GroBe nur unendlich wenig von der vorhergehenden ab- 
weicht. Man denke z. B. an die mittlere Tagestemperatur eines Ortes 
oder an die mittlere Geschwindigkeit eines Stromes. Urn die Formel (1) 
fiir Mittelwerte von unendlich vielen GroBen brauchbar zu machen, 
legen wir ihr zuniichsi, eine geometrische Deutung unter. Auf einer 
Geraden, der z-Achse, siehe Fig. 192, errichten 
wir in gleichen Abstanden s voneinander Lote, 

Ordinaten, und machen sie gleich y tl y t ... y n . 

Jede Ordinate benutzen wir als Hohe eines Recht- 7 J, 

ecks, dessen Grundlinie die im Fufipunkt an- e - 

stoBende folgende Strecke e sein soli. Diese Fig. 192. 

Rechtecke haben die Inhalte ey lt ey 2 ... sy n . . 

Ihre Summe ist gleich der in (1) im Zahler stehenden Summe, multi- 
pliziert mit e. Andererseits ist ns die Summe der Grundlinien aller 
Rechtecke. Da nun naeh (1) 

(2) ne.m=ey l + ey t + ... + ey n , 

ist, folgt: Das Mittel m ist die Hohe desjenigen Reehtecks, 
dessen Grundlinie die Summe der Grundlinien- aller n 
einzelnen Rechtecke und dessen Inhalt die Summe der 
Inhalte aller n einzelnen Rechtecke ist. 

Diese Deutung l&Bt sich nun anwenden, wenn es sich um das Mittel 
von unendlich vielen stetig aufeinander folgenden GroBen handelt. 
Vorgelegt sei namlich eine stetige Funktion: 

(3) ' y —/(*)• 

Geben wir dann dem x vom Anfangswerte x~a an Werte a, a+ dx, 
a+Zdx usw., die bei bestandiger Zunahme um dieselbe unendlich 
kleine GroBe d-x hervorgehen, bis x schlieBIich irgendeinen Endwert b 
erreicht, so gehdren zu diesen a:-Werten Werte von y, und wir suchen 
das arithmetische Mittel aller dieser y. Zeiehnen wir die Bildkurve 
der Funktion (3), so sind die y diejenigen Ordinaten,.die zu x — a, 
a + dx, a + 2dx... gehdren. Benutzen wir nun d,x als die Strecke e, 
so steht in der Formel (2) rechts nach Satz 3 die FlSiche F, die von 
der ai-Achse, der Kurve und den zu x = a und x — b gehdrigen 
Ordinaten begrenzt wird. Links in (2) ist der Faktor ne die Summe 
aller da:, also die Strecke b — a, so daB (2) ergibt: 

(4) (b — a)m —F. 
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Satz7: Das arithmetische Mittel m aller derjenigen 
Ordinaten einer stetigen Kurve, die zu alien in unendlich 
kleinen, aber gleichen Abstanden aufeinander folgenden 
Abszissen von x=a bis x =1 gehoren, ist die Hohe des- 
jenigenRechtecks iiber derGrundlinie l — a, das inhaltgleich 
mit der Flaehe F ist, die von der as-Achse, der Kurve und 
den zu x — a und x =1 gehorigen Ordinaten begrenzt wird. 
(Siehe Fig. 193.) 



P 



Fig. 194. 



Fig. 195. 


Nach Satz 5 folgt weiterhin aus (4): 

Satz8= Das arithmetische Mittel m aller derjenigen 
Werte einer stetigen Funktion f(x), die zu alien von a an 
um dieselbe unendlich kleine GroBe waehsenden Werten 
x von x,— a bis x =1 gehoren, ist: 

b 

m=^— J f(x)dx. 

a 

Die Aufgabe, einen Mittelwert von unendlich vielen stetig auf¬ 
einander folgenden GroBen y zu bestimmen, kommt also auf die Be- 
stimmung eines Flacheninhalts F zuriick, der in efn Rechteck von der- 
selben Grundlinie zu verwandeln ist. 

Bei der Definition des arithmetischen Mittels von 
unendlich vielen GroBen kommt es ganz wesentlich darauf 
an, welche GroBe x als unabhangige Veranderliche be- 
standig um dieselbe unendlich kleine GroBe zunehmen soil. 
Man kann namhch bei einer und derselben Aufgabe zu verschiedenen 
Ergebnissen kommen. Am besten wird dies durch ein Beispiel gezeigt: 
Ein Halbkreis vom Radius Eins liege vor, siehe Pig. 194. Wir suehen 
die mittlere Lange der auf seinem Durchmesser errichteten Ordinaten. 
Den Durchmesser denken wir uns in unendlich viele, unendlich kleine, 
aber gleichlange Teile geteilt; in jedem Teilpunkte sei das Lot errichtet. 
Das arithmetische Mittel aus diesen Loten ist. dann die Flaehe \n des 
Halbkreises, dividiert mit derGrundlinie 2, also \ti. Man konnte aber die 
Aufgabe' auch so auffassen: Der Halbkreisbogen wird in unendlich 
viele gleichlange Teile geteilt; dann wird von jedem Teilpunkt aus das 
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Lot auf den Durehmesser gefallt, siehe Fig. 195. Das arithmetische 
Mittel dieser Lote ist offenbar kleiner, weil jetzt die Zahl der kleineren 
Lote verhaltnismaBig viel grbBer ist. Wir sind hier allerdings noeh nieht 
imstande, dies Mittel auszurechnen, und werden spater darauf zuriick- 
kommen. Daher sei nur angemerkt, daB sick der Wert 2 : n ergeben wird, 
der ungeffthr gleicli 0,6 ist, wahrend der vorige Wert \tz ungefahr gleich 
0,8 ist. Bei der ersten Teilungsart ist die best&ndig Um dasselbe Diffe¬ 
rential d x waehsende GroBe x der Abschnitt auf dem Durehmesser, 
von dem Punkt A aus in Fig. 194 gerechnet; bei der zweiten Teilungs¬ 
art ist x der Bogen auf dem Halbkreise, vom selben Punkt A 
aus in Fig. 195 gerechnet. Im ersten Fall also fassen wir die Lange 
des Lotes QP als Funktion der Strecke AQ ~x auf, im zweiten als 
Funktion des Bogens AP =x. 

Meistens besteht allerdings infolge der Natur der Aufgabe kein 
Zweifel, welche GroBe bestandig um dasselbe Differential wachsen soil: 


1- Beispiel: In L sei eine Lichtquelle; kings einer Strecke AB> auf deren 
Vcrlangerung iiber A hinaus L liege, sei eine zu AB senkrechte kleine Scheibe S 
verschiebbar, siehe.Fig. 196. Hat sie die Entfernung Eins von L , so moge die 
Helligkeit, die sie von L erfahrt, mit Eins bezeichnet werden. Wie grofi ist die 
mittlere Helligkeit der Scheibe $, wonn sie von A bis B 
verschiebbar ist? Dabci sei LA = a, LB « 6, also l >a. 

Offenbar hat man sick hier vorzustollen, daB AB in un' | 

endlich vide gleiche Teilo getoilt, S in jeden Teilpunkt go- i \ o- icA R 

bracht und daselbst die Helligkeit fostgestcllt werde. Das — srkj£ . - \ 

Mittel aller dieser Helligkeitcn soli bestimmt werden. Die *-&—-* 

Grofie x ist also der Abstand LS der Scheibe S von L. *Fig. 196. 

Die Scheibe hat nach' dem 2, Beispiel, S. 161 u. f., die 
Helligkeit y » 1 : x Nach Satz 8 ist daher die mittlere Helligkeit: 


---- / c 

) ~~ a J x 2 


Bei der Borochnung des Integrals lassen wir nach S. 23G zunilchst die obere Grenze 


willkiirlich. Das Integral 


./> 


ist eine Funktion von x mit dem Differentialquotienten 1 : xK Nun hat — 1 : x den- 
selben Differentialquotienten. Nach Satz 2, S* 213, hat daher das Integral den Wert 
— 1 :x + konst. Da es fiir x » a gleich Null sein soli, muB die additive Kon- 
stante gleich 1 ; a sein. Also ist 1 : a *— 1: x der Wert des Integrals. Wenn wir 
sohliefilich x = l setzen, gibt (6): 

1/1 X \ 1 





24:6 Fiinftes Kapitel: Grundbegriffe der Integmlreehnung. 


Wo mu.fi die Scheibe S angebracht werden, damit sie gerade diese mittlere Ileiligkeit 
von L empfangt? Da sie im Abstande x von L die Ileiligkeit 1 : a 2 hat, fragen wir, fur 
welchen Wert von x 

1 _ 1 __ 
x 2 ab 

x== Vab <***». ^ 1st das geometrische Mittel von a und b. Zur 
Tanry ^ ^ ^j 11 ?? r ^ er ^ ^ als Durchmesser den Kreis, ziehen von L die 
Ste^iSMrifft ^ SClllagen um ^ den ■ Kleis durch der AB an der gesuchten 

B. Berechnung statischer Momente. 

Statische Momente spielen eine Rolle in der Mechanik. Wir 
wollen nur die von ebenen Flachenstucken F betrachten, die gleieh- 
artig nnt Masse belegt seien, so daB etwa auf der Flacheneinheit die 
Masseneinheit ruht, die Flache also dieselbe Mafizahl wie die Masse hat, 
vorausgesetzt, daB wir nicht wie auf S. 229 fur die Flache eine negative 
Zahi erhalten, in welchem Fall die Masse gleieh der mit - 1 mnltipli- 
ZIe . r e , n f ls ^‘ iAesen Fall wollen wir nadiher erortcrn. Dcnkt man 
sic c e ache F in lauter unendlich kleine Teile zerlegt, so versteht 
man unter lhrem statischen Moment M g in bezug auf eine Achse g, die 
m der Jtbene der Flache liegt, die Summe der Produkte aller unendlich 
Klemen * lachenteile nut ihren Abstanden von der Achse g. Wir konnen 
uns vors ellen, die Flache sei durch unendlich dichte Parallelen zu g 
und durch unendlich dichte Lote zu g in lauter 
unendlich kleine Rechtecke zerlegt, wie es Fig. 197 
andeutet. Am Rande der Flache liegen aller dings nur 
Stiicke von Rechtecken. Aber wir diirfen liier wie 
in § 2, S. 223 u..f., die Randlinie der Flache F durch 
eine Treppe von unendlich schmalen und unendlich 
niedrigen Stufen ersetzen. Da jedes der Rechtecke 
unendlich klein werden soli, diirfen wir als seinen 
• -d , , ^ bstand von der Achse g die Lange l des Lotes 

,, ei “ e f T^ ecbtec ksecke aus auffassen. Fiir alle Rechtecke in dem- 
selben Streifen zwischen zwei Parallelen zur Achse g ist dieser Abstand 

SSt , ^ , Statis f e Moment aller Rechtecke dieses Streifens ist 
3T I ei< ? \ “ ultl P Uziert “it d er Summe der Rechtecke, d. h. 
ifffJ n l u m t S ?? en<U ich schmalen Streifens (in der Figur 
g chrafft). Das statische Moment dieses Streifens betrggt somit IdF; 
daher ist das der ganzen Flache F gleieh der Summe aus alien Streifen dF, 
jeder multiphziert mit semem Abstande l von g. Das ist eine Summe 
von unendlich vielen unendlich kleinen Grofien, also ein Integral 

( 6 ) 



M t = f IdF. 
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Die Grenzen des Integrals konnen wir in diese Formel nicht ein- 
schreiben, obgleich kein Zweifel bestehen kann: wir haben eben alle 
Streifen dF der Flache zu beriieksichtigen. Eine bestimmte Dar- 
stellung erhalten wir, wenn wir bestimmte Beispiele betrachten: 

2. Beispiel: Das statische Moment eines Rechtecks mit den Seitenlangen 
h und k in bezug auf die eine Seite k soli berechnet werden. Wir benutzen diese 
Seite als y- A'chse, eine der beiden anliegenden Seiten als z-Achse, siehe Fig, 198. 
Wird die Flache in Streifen parallel zur y- Achse von der Breite dx zerlegt, so 
haben alle Streifen dieselbe Flache cl F—kdx. Die Entfernung l eines bcliebigen 
Streifens von der ?/-Aohse ist x. Also kommt das statische Moment: 

h h 

M k — j x.kdx = pk x d x, 

0 0 

denn x geht von Null bis h. Das Integral mit willkttrlich gelassener oberer Grenze x 

X 

J hxdx 
0 

hat den Differentialquotienten 'kx, ist also nach Satz 2 gleich \kx l + konst., und 
weil es fur x ~ (1 auch gleich Null ist, hat die additive Konstante den Wert Null. 
Setzen wir nun als obere Grenze h statt x ein, so kommt: 

M k = lkh\ 




Fig. 198. Fig. 199. 

8. Beispiel: Das statische Moment M y in bezug auf die ^-Achse soil fiir 
diejenige Fl&che bestimmt werden, die von der a-Achse, von der vom Anfangs- 
punkt ausgehenden Bildkurve der Funktion 

]/x 

und der zu x *= h gehbrigen Ordinate k « tfh begrenzt wjrd, wobei J/x positiv an- 
genommen sei. Siehe Fig. 199 (vgl. Fig. 106 auf S. 154). Die Bildkurve ist eine 
Parabel, deren Achse auf der a:-Achse liegt. Wed Vx positiv sein soli, kommt 
jedoch nur die obere Halfte der Parabel in Betracht. Der Inhalfc eines Streifens 
dF*der Flache, dessen linke Ordinate y zur Abszisse x gehort, ist ydx % da wir ihn 
als ein Rechteck auffassen diirfen. Der Abstand l von der ?/-Achse ist gleich x. 
Mithin gibt (6): 

ft ft h 

M y •"“* jxy d x = /'i Vxdx = pc- dx. 

0 o o 
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Bei der Berechnung lassen wir zunachst wieder die obere Greuze willkiirlich. Die durch 
das Integral 


j x 1 dx 
0 

darges’fcellte Funktion hat denselben Differentialquotienten xi wie f xf. Also hat 
das Integral den Wert l X 2 konst. Da es fiir x = 0 auch gleich Null sein soil, 
ist die additive Konstante gleich Null. Wenn wir schlieBlich x — h setzen, kommt: 



M y = 

4. Bei spiel: Das statische Moment M x der- 
selben Flache wie im vorigen Beispiel soil in be- 
zug auf die z-Achse gefunden werden. Hier haben 
wir die Flache in Streifen parallel zur a-Achse zu 
zerlegen, wie es in Fig. 200 angedeutet ist. Die 
Breite ernes Streifens clF ist dy , seine Lange 
gleich h — x , also dF — .(h — x) dy, weii -der 
Streifen als Rechteck aufgefaBt werden darf. Der 
also nach (6): 


(7) 




y=Jc 

■■ 


x)dy. 


y=o 


Dl ® < ? renzett ^ lmd * S eben den kleinsten und griiBten Abstand der Streifen von der 
® c se an. Man kann das Integral auf zwei Arten berechnen, indem man entweder 
* ° der Sf als nnabhangige VeranderUche auffafit. Benutzen wir a;, so ist y = ]/x einzu- 
setzen, benutzen wir y, so ist * = y* einzusetzen. Im ersten Fall ist zu beachten, 
daB wir in (7) die Grenzen fiir y, namlich 0 und k, angegeben haben. Fiir y - 0 
ist aber x - 0 und fur y = k ist x = h. Also sihd im ersten Fall fur x die 
Urenzen 0 und h emzuschreiben. Ferner ist in diesem Fall auch der Zuwachs dy 
durch x auszudriicken. In dieser Hinsicht haben wir: 


dy 

dx 


dx$ 

dx 


2 Vx 


also dy-. 


2 Vx 


dx, 


Wenn wir also alles durch x ausdrucken, nimmt (7) die Form an: 


( 8 ) 


M. 


“ n 

: =fvx (h — X) — dx =J\ (h ■ 


-x)dx. 


Mrlich ^M C Integfal deS I “ tegrals lassen wir wieder z «nachst die obere Grenze will- 


-x)dx 


kt eine Funktion von z, die den Differentialquotienten }(h-x) oder Ih 
Eme solche Funktion ist aber auch Also hat das Integral den¥ert 


I - x hat* 
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%hx — \x 2 + konst. Da es fur x = 0 den Wert Null haben soli, ist die additive 
Konstante gleich Null. Setzen wir schlieBlicb fur x nach (8) die obere Grenze h 
ein, so kommt: 

^9) 

Nun wollen wir das Moment (7) auch auf die zweite Art bestimmen, indem wir y als 
unabhangige Veranderliche benutzen, also x ~ y 2 in (7) einsetzen, Dann haben wir: 

k 

(10) M x = j y(h—y 2 )dy. 

o 

Der Leaser bemerke, daB wir an den Grenzen nicht mehr y = 0 und y = % wie in 
(7) geschrieben haben, wejil jetzt kein Zweifel dariiber moglich ist, auf 
welches Veranderliche sich die Grenzen beziehen, da unte.r dem Inte¬ 
gral zeic hen nur noch y vorkommt. Bei der Auswertung des Integrals (10), in 
dessen Integranden also jetzt y die Rolle der unabhangigen Veranderlichen spielt. 
lassen wir zunachst wieder die obere Grenze willkurlich. Das Integral 

y 

fy (h — y r )dy 
o 

ist diejenige Funktion von y, die den Differentialquotienten y(h— y 2 ) oder hy—f 
hat und fur y = 0 verschwindet. Die Funktion \ hy *~~hat augenscheinlich 
denselben Differentialquotienten. Daraus folgert man leicht, daB das letzte Integral 
eben diese Funktion von y ist Sotzt man schlieBlich fiir y nach (10) die obere 
Grenze Jc , so kommt: 

(11) M,- PP-JK 

Beide Wear to (9) und (11) stimmen iiberein, wcil k = J/J ist. Man kann auch 
schreiben: 

( 12 ) 

Wir hatten uns auf den Fall beschr&nkt, wo die Flache F voll- 
st&ndig auf der einen Seite der Geraden g liegt. Wenn die Flache F 
auf der andern Seite von g gelegen ist, versieht man das statische 
Moment mit dem Mmuszeichen. Demnach wird also der Abstand 
l des Streifens d F positiv oder negativ in Rechnung ge- 
bracht, je nachdem der Streifen auf der einen oder andern 
Seite der Geraden g liegt. Die Flftchen dF sind dagegen 
positiv in Rechnung zu stellen, da y, 
sie die positiven Massen bedeuten. 

5. Boispiel: Stellt man sich dieselbe Auf* 
gabe wie im 8. Boispiel, aber jetzt in bezug auf q 
die unterhalb der as-Achse gelegene Fl&che, 
siehe Fig. 201, wobei also y » — ]/ x ist, wonn 
Vx die positive Wurzel vorstellt, so ist die 
Streifenflache dF in der Form ydx offenbar 



Fig. 201. 





250 


Funftes Kapitel: Grundbegriffe der Integralrechnung . 


eine negative Grbfie. Man mub also statt dessen — ydx schreiben. Dies aber ist 
auch jetzt gleich ]f~x dz, so daJ3 man zu demselben Werte des Moments wie im 
3. Beispiel kommt. Dies war zu erwarten. 


Wenn man die Flache F in der Fig. 197 auf S. 246 ,durch eine 
Linie in Teile F 3 und F 2 zerlegt, zerfallt jeder Streifen dF in ein zu 
F x und ein zu jF 2 gehoriges Stuck dF t und dF 2 . Das statische Moment 
von dF in bezug auf die Gerade g ist IdF , wahrend dF x und dF 2 
in bezug auf g die Momente ldF x und ldF 2 haben. Da nun aber 
dF =AF 1 + dF 2 , also 

IdF =HF X + UF 2 


ist und die statischen Momente aller Streifen zu addieren sind, ergibt 
sich: Das statische Moment eines ebenen Flachenstiicks F 
in bezug auf eine in seiner Ebene gelegene Achse g ist 
gerade so groB wie die Sumrae der statischen Momente 
seiner Teile F^ und F 2 in bezug auf dieselbe Achse. Dasselhe 
gilt, wenn man F in mehr als zwei Teile zerlegt. 



6. Beispiel: Wir betrachten die gesamte 
Flache, die von der Bildkurve der zweiwertigen 
Funktion y = |/x, d. h. von der Parabel, und den 
zu x ~ h gehorigen Ordinaten + k und — k be- 
grenzt wird, siehe Fig. 202. Offenbar ist ihr 
Moment M y in bezug auf die y -Achse gleich 
der Sum me der Momente des oberen und unteren 
Flachenstiicks. Daher hat die in Fig. 202 ge- 
schraffte Flache in bezug auf die y ~Achse nach 
dem 3. Beispiel das Moment 

My = ih* 1/hT 


Dieselbe Flache hat in bezug auf die a>Achse das statische Moment Null. 


Wir wollen nun die Integralformeln fiir die statischen Momente 
derjenigen Flache F berechnen, die von der a;-Achse, von der Bildkurve 
einer vorgeschriebenen Funktion y = / (x) und von den zu x ==a und 
x = J gehorigen Ordinaten begrenzt wird, und zwar sollen. die Momente 
M x und M y in bezug auf die cc-Achse und y -Achse aufgestellt werden. 
Wir nehmen die Abszisse b groBer als a an. Ferner setzen wir fest, daB ein 
Moment in bezug auf die a>Achse positiv oder negativ gerechnet werden 
soil, je nachdem die Flache oberhalb oder unterhalb der sc-Achse liegt. 
In bezug auf die y-Achse setzen wir das Entsprechende fest. 

Wir zerlegen die Flache F in Streifen parallel zur y- Achse, inddm 
wir x von a bis b um gleiche Teile dx wachsen lassen und alle Teil- 
ordinaten errichten. Diese Streifen sind, wenn -¥ x berechnet werden soil, 
aJlerdings nicht zu der Geraden parallel, in bezug auf die das Moment 
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gesucht wird (also nicht wie in Fig. 197). Aber M x ist~gleich der 
Summe der Momente aller Streifen in bezug anf die ar-Aehse. Strebt dx 
nach Null, so’werden die Streifen unendlich schmal. Sie konnen als 
Rechtecke aufgefaBt werden. Alle haben Grundlinien yon der Lange 
dx, wahrend ihre Hohen die verschiedenen Ordinaten y gind. Naeh 
dem 2. Beispiel hat nun das Rechteek mit den Seiten dx und y in 
bezug auf die Seite dx das statisehe Moment | y 2 dx (da jetzt 
7i und k die Werte y und dx haben). Mithin ist 

X~ b 

(13) M x = j \y 2 dx. 

X—CL 

Das Integral stellt aber eine Summe dar. Diese Summe ist halb so 
groJB wie die aller y 2 dx. Also kamn man auch schreiben: 

X~b 

(14) M x = \ J y 2 dx. 

x =a 

Dies gilt nur unter der Voraussetzung, daB b > a sei (wie wir aus- 
driicklieh annahmen) und die Flache F oberhalb der x-Achse liege. Ware 
die Flache F unterhalb der x-Achse gelegen, so hatten wir das Minus- 
zeichen hinzuzufugen. Liegt die Flache F teils oberhalb, teils unterhalb 
der sc-Achse, so zerlegt man sie in ihre Teile (vgl. z. B. Fig. 17B, S. 230), 
berechnet M x fur die einzelnen Teile und summiert damn unter Be- 
achtung der Vorzeichen. 

Um M y zu finden, benutzen wir dieselben Streifen wie soeben. Da 
sie zu der Achse parallel sind, in bezug auf die jetzt das Moment gesucht 
wird, kann man die Formel (6) unmittelbar anwenden, indem man darin 
l =x und d F —ydx setzt. Alsokommt: 

x= b 

(15) M y —Jxydx. 

%=*a 

Dieser Wert ist, falls b > a ist, auch dem Vorzeichen nach richtig, sobdd 
y positiv ist. 

In (13), (14) und (15) mufi man natiirlich fiir y die gegebene Funk- 
tion / ( x) einsetzen, so dafi beide statisehe Momente dureh Integrate 
dargestellt werden, deren Integranden nur die VerMderJiche# enthalten. 

7. Beispiel: Auf Grund von (14) ergibt sich das statisehe Moment M± der Im 
4. Beispiel betrachteten Flache schneller als damals so: Man hat a = 0, b = h und 
y = l/UT zu setzen, so daB (14) liefert: 

h 

M x = \J xdx. 

o 
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Das von 0 bis x erstreckte Integral hat den Wert l x 2 . Demnach kommt wie 
in (9): 

Die Formeln (13) imd (15) gestatten, die statischen Momente 
M x und M y der Flache F ebenfalls dureh Flachenr&ume zu 
veranschaulichein: Wir nehmen an, daB' die Flache F von der Bild- 
kurve einer Funktion y = /(#) und von den zu x = a imd x = b 
gehorigen Ordinaten sowie von der tc-Achse begrenzt sei. Bilden 
wir nun die Funktionen: 

(1 6 ) u ==t 2/ 2 -ir/WJ 2 , v =xy =xf(x), 

so sind sie als eine w-Kurve und eine v-Kurve darstellbar, deren 
Ordinaten mit u und v statt mit y bezeichnet sind. Infolge von (16) 
lassen sich die Formeln (13) und (15) so schreiben: 

b b 

( 17 ) M x = j*\udx , M y = !*vdx. 

a * d 

Nach Satz 5, S. 229, sind nun diese Integrate nichts anderes als die 
Flachen der u- und ^-Kurve zwischen den zu x = a und x = 1) 
gehorigen Ordinaten. In der Tat also lassen sich. die Momefrte M x 
und M y als Flachen darstellen, sobald man die u- und v-Kurve auf 
Grund von (16) gezeichnet hat. 

8. Beipiel: In den vorhergehenden Beispielen betrachteten wir Flachen, die 
cinerseits von der Bildkurve der Funktion y — ]f~x begrenzt waren. In diesem Fall 
gibt (16) liir den einfachen Wert: 

u.~ l-x. 

Die ■u-Kurve ist daher die Gera do, die vom Anfangspunkte mit der .Steigung i 
ausgeht. Daher ist der im 4. und 7, Beispiele berechnete Wert von Mx gleich 
der Flache, die von dieser Geraden, der a-Achse und der zu x = h gehorigen 
Ordinate \h begrenzt wird, also gleich der Flache eines reclitwinkligen Dreiecks 
init der Grundlinie h und der Hohe l-h, so dafi sich M x — J/i 2 wie im 4. und 
7. Beispiel ergibt. 

C. Bestimmung der Schwerpunkte von Flachenstiicken. 

In der Mechanik wird gezeigt, dafi es in jedem ebenen Flachen- 
stiick F einen Punkt S, den Schwerpunkt der Flache, derart gibt, 
daB die Flache in bezug auf j e d e in ihrer Ebene gelegenen Gerade g 
dasselbe statisehe Moment M hat wie der Punkt 8 selbst, sobald man 
sich in S die Gesamtmasse der Flache vereinigt denkt. Da die Masse 
nach Voraussetzung (S. 246) gleich der Flache sein soil, ist also, wenn s 
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den Abstand des Punktes 8 von g bedeutet (siehe Fig. 203), das Produkt 
s F gleich dem Moment M g , mithin: 

M g 

S “* F * 

Sind M x und M y die statischen Momente der Flache F in bezug 
auf die x- und z/-Achse und bedeuten £ und i) die Abszisse und Ordinate 
des Schwerpunkts 8 , so folgt: 

no\ r— M*. U = — 

(lo) £ t v p * • 

Damit £ \md t) die richtigen Vorzeichen bekommen, hat man zu be- 
achten: ilf*. wird positiv oder negativ fiir Flachen mit positiven oder 
negativen Ordinaten xj gerechnet und M y positiv oder negativ fur 
Flachen mit positiven oder negativen Abszissen x. 


ill 


lUlik 


w 



Fig. 203. 


Fig. 204. 


<j. Beispiel: Der Schwerpunkt der im 3. Beispiele betrachteten halben 
Parabelflache F soil bestimmt werden, siebe Fig. 204. Nach Satz 5 ist die Flache 

h h h 

J p= j ydx=* f]/x dx= f xi dx. 

0 0 o 

Wir iiberlassen dem Leser die Berechmmg dieses Integrals. Man findet: 

F=z$h]/h. 

Nach dem 3. und 4. Beispiel ist ferner: 

My = t h 2 Vh, Mx = { h 2 . 

Nach (18) kommt somit: 

E * I -hYh 

odei, da die Endordinate J/T mit 1c bezeichnet wuide: 




E = 


\k. 


D. Berechnung' von Tragheitsmomenten. 

Das Tragheitsmoment T g einer ebenen Flache F in bezug auf 
eine in ihrer Ebene gelegene Achse g wird in der Mechanik wie das sta- 
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tische Moment als eine Summe von Produkten, erklart mit dem einzigen 
UnterscMede, daB jedes unendlich kleine Flachenstiickchen nicht mit 
seinem Abstand l von g, sondern mit dem Quadrat dieses Abstandes 
zu multiplizieren ist. An die Stelle der Formel (6) tritt also hier diese: 

(19) T t =fl 2 dF, 

wobei wieder zu bemerken ist, daB die Formel nur dann richtig ist, 
to n die Flaehenstreifen d F mit dem Pluszeichen in die Rechnung 
<?mtreten. Das Tragheitsmoment ist im Gegensatze zum statischen 
Moment eine stets positive Grofie. 


10. Beispiel: Die Tragheitsmomente T x und T y der im 3. Beispiele be- 
trachteten Flache in bezug auf die Koordinatenachsen sollen berechnet werden. 
Statt der Formel fur M y im 3. Beispiel haben wir: 
k h h 

Ty = J^x 2 ydx~ j*& \/ xdx — j*clx «■% h i = 4 W J/h = } W Jc. 
o o o 


Statt (7) bekommen wir ferner: 

T x = py 2 Qi—x)dy. 
y = o • 

Dies Integral laftt sich wieder auf zwei Arten berechnen, je nachdem man alles 
durch x ausdruckt, indem man y = ]/~x setzt, oder alles durch y , indem 
man x — y 2 setzt. Wir wollen den zweiten Weg einschlagen: 

Jc 


11. Beispiel: Wie grofl ist das Tragheitsmoment eines Kechtecks mit den 
Seiten h und Jc in bezug auf die Seite k? Zerlegen wir das Beehteck in Streifen parallel 
zur Seite Jc, indem wir k als y -Achse benutzen, so ist l gleich dem von Null 
bis h veranderlichen x zu setzen und dF ein Rechteck mit den Seiten dx und Jc. 
Also kommt: 


/* n 

Tjg =f t 2 Jcdx = f kx 2 dx. 


Die Funktion hat denselben Differentialquotienten wie das von Null bis x er- 
streckte Integral, und da sie auch fur x — 0 verschwindet, ist geradezu: 


fkx 2 dx = %Jcz 2 . 


Setzt man x — h als G-renze ein, so kommt: 

(20) \Jch\ 
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Da die Flache F des fiechtecks gleich kh ist, kana man auch schreitxm": 

T k ~$Fh*. 

Wie bei den statischen Momenten (S. 250) erkennen wir auch bei 
deu Triigheitsmomenten: Das Tragheitsmoment einer ebenen 
Flache F in bezug auf eine in ihrer Ebene gelegene Gerade 
ist gleich der Summe der Tragheitsmomente aller Teile 
jF lt F 2 usw. der Flache in bezug auf dieselbe Gerade. 

Nun werde die Aufgabe gestellt, die Tragheitsmomente T x und T y 
der Flache F in bezug auf die a-Achse und y-Achse auszudriicken 
fiir den Fall, wo die Flaohe einerseits von der Bildkurve irgendeiner 
Funktion 

andererseits von der z-Ackse und auBerdem von den zu x = a und x = b 
gehorigen Ordinaten begrenzt wird. Wir nehmen dabei b>a an und 
setzen voraus, daB die Flache vollstandig oberhalb der tr-Achse liege. 
Die SchluBfolgerung ist wie auf S. 251 mit folgenden Unterschieden: 
Als Moment des Streifens ydx mit der Grundlinie dx und der Hohe y 
in bezug auf die.u-Achse ist nicht ^y 2 dx, sondern nach(20) der Wert 
^rfdx zu setzen, so daB statt (13) kommt: 

x*=b 

T x =J'\y z dx 

x=a 

Oder, da die Summe aller \y z dx das Drittel der Summe aller y*dx ist: 

x—b 

(21) T m = \Jy*dx . 

Fernerhin ist in den Betrachtungen, die zu (15) fuhrten, jetzt statt 
l = x der Wert x 2 zu setzen, so daB kommt: 

(22) T y = Cx^ydrX . 

z=a 

12. Bei spiel: Das im 10. Beispiel berechnete Tr^heitsmoment T % kann maa 
nach (21) auch in der Form 

h 

T x = i f 

*0 

bilden. Der Integrand V~x 3 Oder ast ist der Differentialquotient von 1 2 !• Deshalb 
hat das Integral mit veranderlicher oberer Grenze x den Wert 

konst. 
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Da es fur x = 0 verschwindet, muB die Konstante gleich Null sein. Setzt man 
schliefllich x—h ein, so kommt: 


T x = 


3 




Weil k = Y h ist, stimint dieser Wert mit dem im 10. Beispiel iiberein. 


E. Aufgaben tiber Bewegungen. 

EmPunkt oder, wie man auch sagt, ein Mobil beschreibe irgend- 
eine gerade oder krumme Bahn. Die Lange des Weges werde von einer 
bestaminten Stelle, dem Nullpunkt 0, an gemessen. Zur Zeit x befinde 
sich das Mobil urn y Langeneinheiten vom Nullpunkt entfernt, immer 
gemessen langs der Balm selbst. Findet die Bewegung gesetz- 
mafiig statt, 'so ist y eine Funktion f(x) von x. Wir erorterten auf 
S. 70, dafi der Differentialquotient dy :dx die Geschwindig- 
keit des Mobils zur Zeit x ist Ihr Wert hangt wesentlich von 
den Einheiten der Lange und der Zeit ab. So bedeutet z. B. 2,35 m/sek. 
eine Geschwindigkeit fiir den Fall, wo die Langeneinheit das Meter 
und die Zeiteinheit die Sekunde ist. Wenn nicht die Weglange y 
selbst, sondem die Gesckwindigkeit als Funktion der Zeit x gegeben 
ist, kommt die Frage nack der Art der Bewegung auf die Frage zuriick, 
welche Funktionen y von x diese gegebene Ge- 
schwindigkeit als Diherentialquotienten haben, also 
auf eine Frage der Integralrechnung. 

Die Zeit braucht nicht vom Beginne der Be¬ 
wegung an gemessen zu sein, ebensowenig braucht 
das Mobil zu Anfang der Bewegung gerade im Null- 
Fig. 205. punkte zu sein. Wir nehmen daher aUgemeiner an 
(siehe Fig. 205): 

Zur Zeit x = a sei das Mobil an der Stelle y ~b des 
Weges; zu beliebigen Zeiten x sei seine Geschwindigkeit 
t? als stetige Funktion v {x) der Zeit x gegeben. Gefragt 
wird, welche langs der Bahn zu messende Entfernung y von 
0 das Mobil zu beliebiger Zeit x hat. 

Gesucht wird also eine Funktion y von x, die erstens fiir x = a 
den Wert y ~b und zweitens fiir beliebiges x die gegebene Funktion 
v ( x ) ^Is Differentialquotienten hat. Nun erfullt das Integral 

X 

J v(x)dx 

a 

die zweite Bedingung. Nach Satz 2, S. 213, mufi daher die gesuchte 
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Funktion y von x die Form 

* 

y — fv(x)dx + konst. 

a 

haben. Da das Integral fur a; — a gleich Null ist, aber y fur x — a 
naeh der ersten Bedingung gleich b sein soli, muB die additive 
Konstante gleich 6 sein. Demnach ist 

X 

y = l"v(x)dx + b 

a 

die einzige Funktion, die beiden Bedingungen geniigt. Wir wollen diese 
Schluflfolgerung durch einen Satz festlegen: 

Satz 9: Die einzige Funktion y von x, die fur as = a den 
Wert b hat und deren Differentialquotient eine gegebene 
stetige Funktion v(x) ist, wird dargestellt durch: 

X 

y = fv(x)dx + b. 

a 

Ferner hat sich ergeben: 

Satz 10 : Hat ein Mobil zur Zeit x die Geschwindigkeit 
n(£)und ist es zur Zeit x — a vom Anfangspunkte der Weg- 
messung um b Lhngeneinheiten entfernt, so ist es zur Zeit 
x um 

X 

y =Jv(x)dx+ b 

a 

Lhngeneinheiten von dieser Stelle entfernt. Der Weg ist 
dabei langs der geraden oder krummen Bahn des Mobils 
in einem bcstimmten Sinne zu messen. 

Man sieht auch leicht ein, wie man die mittlere Oder durch- 
schnittliche Geschwindigkeit des Mobils fur eine gewissc Zeit- 
spanne, etwa von x = x 0 bis x = x lt berechnen kann. Nach S. 70 ist 
sie namlich gleich dem in dieser Zeitspanne zuriickgelegten Weg, divi- 
diert mit x x — x^ Wenn nun das Mobil zur Zeit a: 0 .an der Stelle y 0 
und zur Zeit x x an der Stelle y x der Bahn ist, schlieBt man so: Zur 
Zeit x — x 0 ist y — y 0 , und allgemein ist y eine Funktion von x, 
deren Differentialquotient die gegebene Funktion v ( x ) vorstellt. Nach 
Satz 9 muB demnach 

X 

y —Jv(x)dx~\-y () 

x 0 

Scheffers, Lehrbuch d. Matliem&tik. 


17 





258 


Filnftes Kapitel: Grundbegriffe der Integralrechnung. 


sein, also insbesondere flir x ~x x : 

yi == Jv(x)dx->ry 0 , 

so daB 

Vi — Vo — ■Jv(x)dx 
*0 

ist. Division mit % — x 0 liefert die mittlere Geschwindigkeit v m - in der 
Zeitspanne von x = x 0 bis x — : 





Nach Satz 8, S. 244, bedeutet dies: Die mittlere Geschwindi’g- 
keit v m ist das arithmetische Mittel aller Momentangeschwin- 
digkeiten v , die sich ergeben, wenn die Zeit x von x 0 bis x x immer 
um dieselbe unendlich kleine Grofie dx wachst. 


Zur Formel des Satzes 10 ist noch zu bemerken: Die Weglange y 
nimmt nach Satz 7, S. 104, zu Oder ab, je nachdem ihr Differential- 
quotient oder die Geschwindigkeit v (x) positiv odor negativ ist. Eine 
Umkehr der Bewegung kann also nur zu denjenigen Zeiten 
x stattfinden, flir die die Geschwindigkeit v(x) gteich Null 
wird. Dies ist auch begriiflich einleuchtend: „Stillstand bedeutet 
Kuckgang‘\ .Man beachte aber, daB die Geschwindigkeit, falls sie 
zuerst positiv war und gleich Null geworden ist, nachher doch unter 
Umstanden wieder positiv werden kann. Dann tritt keine Um¬ 
kehr ein. 


13. Beispiel: Eine Bewegung heifit gleichformig, wenn die momentane 
Geschwindigkeit konstant, gleich c ist Nach Satz 10 ist dann: 


>= J*cdx+b—c(z — a) + l. 


d. h. der Weg ist cine lineare Funktion der Zeit, vgl. S. 34. 

14. Beispiel: Ein Punkt bewege sich so, daB seine Geschwindigkeit x Se- 
kunden nach Beginn der Bewegung gleich x n ist Welchen Weg y legt er in x 
Sekunden zuriick ? Hier ist v (x) = i R , a = 0,5 = 0, also nach Satz 10: 
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Die mittlere Geschwindigkeit in der Zeitspanne yon x 0 bis x x ist nach (23): 


% 



n + 1 Xi — x 0 


15. Beispiel: Um das Gesetz des freien Falls im luftleeren Raum 
zu finden, macbt man Gebraucb vom Tragheitsgesetze: Wenn ein Mobil 1 infolge 
der Einwirkung yon Kxaften zur Zeit x eine gewisse Geschwindigkeit v erreicht bat 
irnd von diesem Augenblick an alle Kraftewirkungen aufhoren, bewegt sich das Mobil 
weiterhin bestandig mit dieser erreichten Geschwindigkeit, also mit konstanter Ge¬ 
schwindigkeit, so daJS es yon da an in jeder Zeiteinheit v Langeneinheiten zuruck- 
legt. Mit Hilfe der Atwoods chen Fallmaschine kann man ein plotzliches Aufheben 
der Anziehungskraft der Erde bewirken und feststellen, dad, wenn dies nach 
einer Sekunde des Falles geschieht, von da an in jeder Sekunde rundlO m zuriick- 
gelegt werden. Geschieht es jedoch nach x Sekunden, so zeigt die Maschine, dad 
von da an in jeder Sekunde rund 10 x Meter zuriickgelegt werden, d. h.: ‘Durch 
den freien Fall erreicht das Mobil in x Sekunden eine momentane Geschwindigkeit 
v = 10 x, genauer v = gx, wo g die Gravitationskonstante 9,81 ist. Also hat 
man beim freien Fall, v (x) = gx zu setzen. Rechnen wir den Weg vom Beginne 
des Falls an, so ist daher nach Satz 10 die Weglange in Metern: 

X 

y= fgxdx = igx 2 . 
j 


F. Berechnung von Mittelkraften. 

Das NEWTONSche Gravitationsgesetz (vgi.6.Beispiel, S. 142) 
gilt fur Massen, deren Volumina als materielle. Punkte aufgefaBt werden 
konnen. Um die Wirkung ausgedehnter Massen aufeinander zu be- 
rechnen, denkt man sich die Massen in unendlieh kleine Teiichen 
zerlegt und stellt die gegenseitige Wirkung eines jeden Teflchens der 
cinen Masse auf jedes der anderen fest. So kommt man zu nnend- 
lieh vielen unendlieh kleinen Kraften, deren Gesamtwirkung zu 
ermitteln eine Aufgabe der Integralrechnung ist, die wir hier jedoch 
nur in einfachen Fallen losen wollen, wo alle Einzelkrafte langs 
derselben Geraden wirken. 


16. Beispiel: Ein homogener materieller 
Rundstab AB iibt auf eine in der Verlangerung 
seiner Achse uber A hinaus gelegei\e und in einem 
Punkte M yereinigte Masse m eine Anziehung aus, 
die bestimmt werden soil. Die Langeneinheit des 
Stabes habe die Masse fj. Wir denken uns den Stab 
A B in lauter unendlieh kleine Stiieke zerlegt, indem 



wir die Entfernung x von M Schritt fur Sehritt vom 

Werte M A = a an um dx bis zum Werte MB -b wachsen lassen, so dad jedes Stuck 


die L8.nge dx und daher die Masse ud-x hat; siehe Fig. 206. Wird die Kraft, die 


1 Wir beschranken uns auf den Fall, wo das Mobil als ein materieller Punkfc 
aufgefafit werden darf. 


17 * 
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von der Masse 1 auf die Masse 1 in der Entfernung 1 ausgeiibt wird gieich 1 
gesetzt, so ist die Kraft, mit der ein um die Strecke x von M entfernfces Stiick- 
chen p&x auf die in M vereinigte Masse m wirkt, nach dem Gravitationsgesetze 
gieich 

mu dx 
? ‘ 

Da alle Einzelkrafte in der Richtung nach M wirken, addieren sie sich zu einer 
Mittelkraft: 

A 

Der Leser moge selbst diese Berechnung durchfiihren. Man kann fragen, wo man die 
in einem Punkte vereinigt gedachte Gesamtmasse p (Jb — a) des Stabes anbringen 
mufite, damit sie dieselbe Wirkung auf die Masse m ausiibe wie der Stab. Offenbar 
mufite sie eine Lage auf AB in einer Entfernung x von M derart haben, dafi ihre 
Wirkung m^(b — a) : x 2 gieich der soeben berechneten wird. Also miiBte x- ab 
sein, so dafi sich dieselbe Konstruktion wie in Fig. 196 fiir das 1. Beispiel (S. 245) 
ergibt. Man darf sich daher nicht vorstellen, die Masse /u (a— b) sei in der 
Mitte von AB vereinigt. 

17. Beispiel: Die Dehnung soil festgestellt werden, die ein lot- 
recht hangender elastischer homogener Stab durch sein Gewicht und 
ein unten angehangtes Gewicht erfahrt. Wenn wir uns den Stab zunachst 
auf wagerechter Ebene liegend demken, ihn an einem Ende befestigen und am 
anderen einen Zug auf ihn ausiiben, ergibt sich die Dehnung, die er erleidet, mit. 
Hilfe des Elastizitatsmo dul's P, dessen Wert vom Material abhangt In Zenti- 
metem bedeutet namlich 1 : E die Verlangerung, die ein Stab von 1 cm Lange und 
1 qcm Querschnitt durch einen Zug von 1 kg erfahrt. Ist der Stab von anderer 
Lange und Dicke sowie die Zugkraft eine andere, so gilt der Satz, daB die 
Dehnung zur Lange und zur Zugkratt geradezu, zum Querschnitte dagegen 
umgekehrt proportional ist. Nun werde der Stab, der etwa l cm lang sei und 
einen Querschnitt von Q qcm habe, lotrecht aufgehangt und unten durch ein 
angehangtes Gewicht von P kg belastet. Wir denken uns den Stab von oben her 
in lauter gleichlange unendlich kleine Teile zerlegt, indem wir die Entfernung 
x vom oberen Ende Schiitt fur Schritt von 0 an bis l um dx anwachsen lassen. 
Das Teilchen, das x cm vom oberen Ende entfernt ist, hat die Last von P kg 
sowie die des unteren Stabrestes zu tragen. Dieser Rest ist ein Zylinder von 
(l — x) cm Lange und Q qcm Querschnitt, mithin von Q (1 — x) ccm oder 
0,001 Q. (I — x) cdm Inhalt. Ist & das spezifische Gewicht des Stabes, so hat dieser 
Rest, da 1 cdm s kg wiegt, ein Gewicht von 0,001 s Q (l — x) kg, so daB auf jenes 
Stabteilchen das Gewicht 0,001 s Q(l — x) -+• P (in kg) wirkt. Da das Teilchen 
die Lange d x in Zentimetern und den v Querschnitt Q in Quadratzentimetern hat, 
erfahrt es folglich die Verlangerung: 

[0,001s Q (l - X )+P]*±, 

ausgedriickt in Zentimetern. Die Gesamtdehnung des Stabes ist die Summe: 

i 

f [0,001 sQ(l 

o 
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Versteht man unter a und l die Konstanten 


0,001 sQl+P 0,001 s 

a= EQ ’ i= E ’ 

so lafit sich das Integral einfacher schreiben und ausrechnen. Es kommt: 
l 

— bx) dx = al — J- b P. 

o 


Hiernacli ist, wenn die Werte von a und b wieder eingesetzt werden, die Gesamt- 
dehnung in Zentimetern: 


P_ 

EQ 


,.8 P 
l H- 0,0005 "gr~ 


Da das Eigengewicht G des Stabes 0,001 s Q l Kilogramm betragt, konnen wir 
hiexfiir schreiben: 


(24) 


P±jG 

EQ 


Hangt kein Gewicht am Stab, ist also P = 0, so ergibt sich 



als Dehnung des Stabes durch sein eigenes Gewicht. Die Vergleichung 
mit (24) zeigt, dafi die eigene Schwere des Stabes auf seine Dehnung 
gerade so wirkt, als ob das halbe Gewicht des Stabes als Last unten 
anhange, der Stab selbst aber gewichtslos sei. Fiir Kupfer z. B. ist 
8=9 und E ~ 1300 000. Hat der Stab 10 m Lange und 4 qcm Querschnitt und 
tragt er eine Last von 100 kg, so ist Z = 1000, Q = 4, P = 100, woraus sich eine 
Dehnung um rund 0,023 cm ergibt. 


Diese Auswahl von Anwendungen des Integralbegriffs mag zu- 
nachst geniigen. Wir haben uns eine Beschrankung auferlegt, weil 
wir nur Beispiele vorfuhren wollten, in denen die Rechnung auf Grund 
der bisher gefundenen Satze durchfiihrbar war. Insbesondere ist dies 
der Grund dafur, da8 wir in den Beispielen unter B., C. und D. immer 
die Bildkurve der besonders einfachen Funktion y = Vx benutzt haben. 
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sind nach Satz 2, S. 213, alle derartigen Funktionen die von der Form 

x m ~* r 1 

(1) l^TT+ k(mst - 

Aber die Tatsache, daB jede Funktion, dereu Differentialquotient 
x m ist, die Form (1) bat, ka,nn uns leicbt verleiten, unsere Fahigkeiten 
zu iiberschatzen. Die Saehe hat namlich einen Haken: In (1) kommt 
to + 1 im Nenner vor, und man darf nicht mit Null dividieren. 
Also darf m +1 nicht gleich Null, d. h. to nicht gleich — 1 an- 
genommen werden. Demnach wissen wir noch nicht, wie das 
Integral 

X X 

Jx~ 1 dx oder f ^ 

a « 

zu berechnen ist. Das ist eine sehr merkwurdige Liicke. Sie fiihrt 
uns zu der wichtigen, Aufgabe: 

Diejenigen Funktionen y von x zu ermitteln, die den 
Differentialquotienten 

dy 1 

(2) Tx “ x 


haben. , , . , ., . 

Das gegenwartige Kapitel ist der Losung dieser Aufgabe gewidmet. 

Wir werden zu SuBerst wichtigen Funktionen gelangen. 

Da der Bruch 1 : x fur jedes x auBer x — 0 stetig ist, gehort nach 
der Vorschrift (2) zu jedem unendlich kleinen Zuwachs dx von x ein 
unendlich kleiner Zuwachs von y, namlich dy =dx :x , auBer an der 
Stelle x = 0. Die gesuchten Funktionen sind daher fur alle 
Werte von x auBer x = 0 stetig. Man 
kann sich leicht eine Yorstellung vom unge- 
fithren Verlauf ihrer Bildkurven machen. Dazu 
dient das auf S. 214 auseinandergesetzte Yer- 
fahren: Ist P oder (a;; y) ein Punkt einer Bild- 
kurve, so bekommen wir nach (2) seine Tan- 
gente in Fig. 207, indem wir von P das Lot 
PQ auf die tpAchse fallen, vom FuBpmkte Q 
die u-Einheit auf der y-Achse ruckwarts, im 



Fig. 207. 


bis P atoagen und schlieBlich T mit P durch die 
Gerade verbinden, denn diese Gerade hat die Ste%ung 1 ™ 

verlanet; Fiihren wir dies an moghchst vielen Stellen aus, sie 
Fig 208 (die wir willkurlich durch einen Kreis begrenzt babe K 
bekommen wir wie auf S. 215 eine Schar von Wegweisem, die erne 
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Stromung andeuten. Die Stromlinien 
suchten Funktionen. Man sieht, daB 
verlaufen, je naher sie der y-Aehse sind. 
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Y 
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/ / y y ^ 
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/ / y S' 

■if /yy^rj^ -\ 
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/^y 7 


Pig. 208. 

daB sich alle Stromlinien, . die dort 


sxnd die JBildkurven der ge- 
die Kurven um so steiler 
Die j/-Achse teilt die Figur 
symnxetrisch, d. h. zwei 
Pnnkte, die zur y-Achse 
symmetriseh liegen (sich nur 
durch das Vorzeichen von x 
unterscheiden), haben sym- 
metris ch zur ?/-Achse gelegene 
Tangenten. Die Bildkurven 
kommen von unten her, sich 
springbrunnenartig nach bei- 
den Seiten in immer flacher 
werdenden Bogen ausbrei- 
tend. 

Wegen der Symmetrie 
zur y-Achse braucht nur 
die reehte Halfte der 
Figur untersucht zu 
werden. Wir behaupten, 
ableiten l~ —.«« uorr verlaufen, aus einer cinzigen 
duiC V Wei verschieden e Verfahren. Um dies 
SSSk'S 7 er f ehen ’. Wird der Leser gebeten, mit dem 
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mit dem in (2) angegebenen Differentialquotienten 1 : x, und falls F(x) 
eine Funktion ist, die diesen Differentialquotienten hat, wird nach 
jenem Satz auch F(x) + konst, eine Funktion sein, die den Differential¬ 
quotienten 1 : x hat. Die Bildkurve von y =F(x) + konst, geht aus 
def von y = Fix) hervor, wenn man alle Ordinaten um dieselbe Kon- 
stante vergroBert oder verkleinert, und das gesehieht eben, wenn man 
das Pauspapier so verschiebt, daB sich die z/-Achse in sich bewegt, wobei 
man die Bewegung nach oben oder unten hin ausfuhren kann. Hier- 
nach sind alle rechts verlaufenden Stromlinien einander 
kongruent, namlich die Bilder aller Funktionen von der 
Form y — F(x) + konst. 

Was nun zu erortern ist, fallt manchem schwer, obgleich es an sich 
einfach ist; es ist.blofi eine ungewohnte SchluBfolgerung. Das haben 
uns verschiedene Anfragen von Lesern der friiheren Auflagen dieses 
Buches gezeigt. Wir wollen deshalb ausfuhrlich zu Werke gehen. 

Zur Vorbereitung tue man folgendes: Vorhin war die durch den 
Einheitspunkt der x-Aehse gehende Stromlinie gezeichnet worden. Jetzt 
falle man von moglichst vielen Punkten dieser Kurve auf die y-Achse 
die Lote (die also zur x-Aehse parallel sind) und bestimme auf diesen 
Loten die Mitten. Man wird dann beobachten, daB die von diesen 
Mitten gebildete neue Kurve wieder in das Strombild von Fig. 208 gut 
hineinpaBt. Statt die Mitten zu nehmen, kann man auch z. B. von 
jedem der Lote nur ein Drittel nehmen oder auch zwei Drittel usw., 
ia man kann auch jedes der Lote nach rechts hin z. B. verdoppeln o er, 
weil das fur die kleine Figur zu viel ist, jedes Lot nach rechts hin um 
seine Halfte vermehren, usw. Allgemein: Man kann alle Lote von den 
Punkten jener Stromlinie auf die ?/-Achse nach irgendeinem konstanten 
Verhaltnisse verkleinern oder vergroBern, immer wird man dadurch zu 
einer Kurve kommen, die gut in das Strombild von Fig. 208 hinein¬ 
paBt. Wir bitten den Leser dringend, das, was soeben gesagt wurde, 
nicht nur zu lesen, sondern wirklich auszufiihren! Worauf beruht 
nun dieser zunachst nur erfahrungsmaBig festgestellte Umstand? Der 
Schliissel des Geheimnisses liegt einfach darin, daB die a;-Einheit zwar m 
Fig 207 angegeben, aber tatsachhch gar nicht benutzt worden ist. Des r 
halb haben wir auch die z-Einheit in Fig. 208 gar nicht angegeben. 
In Fig. 208 ist es also ganz gleichgultig, wie groB man die as-Einheit 
wahlt. Hat man nun irgendein bestimmtes Zahlenpaar x, y als Koordi- 
naten eines Punktes angenommen, z. B. x =3, y =5, und ersetzt man 
die g- Einh eit z. B. durch die halbe Strecke, so wird der Punkt, der in dem 
neuen System die Koordinaten x = 3, y — 5 hat, dadurch aus dem 
alten Punkte gewonnen, daB man auf dem Lote vom alten Punkt auf 
die y-Achse die Mitte nimmt. das Lot also durch das halbe Lot ersetzt, 
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denn jetzt bedeutet x = 3 nur noch eine halb so groBe Strecke wie vor- 
her. Hieraus erhellt: Jede Stromlinie geht wieder in eine Stromlinie 
iiber, wenn alle Lote von ihren Punkten auf die y -Achse nach irgendeinem 
konstanten Verhaltnisse verkleinert oder vergrofiert werden. 

Nebenbei bemerkt: Nach S. 88 sind deshalb alle Stromlinien zu- 
einander affin; dabei ist die t/-Achse die Affinitatsachse, weil die Lote 
auf diese Achse nach konstantem Verhaltnisse geandert werden. 

Wenn wir nun aber die zuerst gewahlte x-Einheit beibehalten 
wollen, kommt das geometrische Verfahren augenschemlich darauf 
hinaus, daB die Abszissen x mit irgendeiner positiven Konstante a 
multipliziert werden diirfen. Mithin sind alle rechterhand der 
y-Achse verlaufenden Stromlinien die Bilder aller Funk- 
tionen F(ax), wo a irgend eine positive Konstante be- 
zeichnet. 

Zum tHberfluB wollen wir dies nun auch rechnerisch beweisen. An- 
genommen war, daB F(x) die zuerst in Fig. 208 eingezeichnete Strom¬ 
linie durch den Einheitspunkt der a;-Achse zum Bilde habe, d. h. daB 
y =F(x) das Bild derjenigen Kurve sei, der die in (2) angegebene 
Steigung 1 : x zukommt und die fur x =1 die Ordinate y = 0 hat, so 
daB F(l) =0 ist. Die Voraussetzungen sind demnach: 

< 3 > . 

und 

(4) F(l) =0. 

Zu beweisen ist, daB die Funktion F(ax) unter diesen Voraussetzungen 
ebenlails den Differentialquotienten 1 : x hat. Wir setzen ax—z und 
benutzen die Kettenregel. Wegen F(ax) —F(z) kommt : 

dF (ax) _ dF(z) _ dF(z) dz 


Nach (3) ist aber: 


und wegen z —ax ist: 


Einsetzen dieser Worte gibt: 


dF(ax) __ a _ 1 

dx z ax x ' 


wie zu beweisen war. 
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Blicken wir auf das bisher Gesagte insgesamt zurtick, so folgt: 
Erstens: Jede rechts von der y- Achse verlaufende Stromlinie ist 
das Bild einer der Funktionen F(x) -f ft, wo ft irgendeine positive oder 
negative Konstante bedeuten kann. 

Zweitens: Jede rechts von der y- Achse verlaufende Stromlinie 
ist das Bild einer der Funktionen F(ax), wo a irgendeine positive Kon¬ 
stante bedeuten kann. 

Aus beiden Ergebnissen zusammen wird geschlossen: Jede Funk- 
tion F(x) -f ft muB sich auch in der Form F(ax) darstellen lassen, 
d. h.: hat man irgendeine positive Konstante a angenommen, so gibt 
es auch immer eine Konstante ft derart, daB 

(5) F(ax)=:F(x) + k 

ist und zwar fur alle positiven Abszissen x. Wir diirfen insbesondere 
x =1 wahlen. Dann kommt F (a) —F( 1 ) -f k oder nach ( 4 ) • einfach 
F(a ) = ft. Somit ist ft nichts anderes als der Wert F(a) der Funktion 
F(x) fiir x — a. Setzen wir ihn in (5) ein, so kommt: Fur alle posi¬ 
tiven Werte von x ist 

F{ax) =F(x)+F(a). 

Bezeichnen wir nun irgendeine positive Abszisse x mit b, so folgt: 

F(al)=F(b) + F(a). 

Wir haben daher gefunden: 

Diejenige uns noch unbekannte Funktion F(x), der die 
beiden Eigenschaften 

(6) und F( U = ° 

zukommen, hat fiir beliebige positive Werte a und i die 
Eigenschaft: 

(7) F(ab)^F(a) + F(b). 

Dies bedeutet geometrisch: Die Sum me der zu irgend zwei 
Abszissen x == a und x =1 gehorigen Ordinaten F(a) und F(b) ist 
gleich der Ordinate F(ab) desjenigen Punktes, dessen Abszisse das 
Produkt x =z<xb der beiden Abszissen a und l ist. 

Wer einmal etwas von Logarithmen erfahren hat, wird durch 
(7) an die Formel logu& ==loga-flogJ erinnert. Wir wollen 
jedoeh die Logarithmen nicht als bekannt voraussetzen. 
Nur deshalb erinnern wir an sie, weil wir dadurch eine neue Bezeich- 
nnng begriinden: Eine Funktion von x namlich, der die Eigenschaft 
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zukommt, dafl ihr Wert flir ein Produkt x~ab immer gleieh der 
Summe ihrer Werte fur x =a und x =& ist, heiBt eine logarith- 
mische Funktion oder ein Logarithmus. Die uns allerdings 
immer noch unbekannte Funktion F(x) ist demnach ein Logarithmus. 
Aber es gibt, wie sich spater zeigen wird, noch andere Logarithmen. 
Daher miissen wir der Bezeichnung noch einen Zusatz geben: Der 
Leser wird uns beistimmen, wenn wir meinen, daB wir auf natiir- 
lichem Weg zur Betrachtung dieser Funktion F(x) gefuhrt worden 
sind. Denn wir gingen von dem auffallenden Uinstand aus, daB die 
Differentiation aller moglichen Potenzen von x wieder alle moglichen 
Potenzen von x mit Ausnahme von x~~ l oder 1 : x liefert, und wurden 
dadurch veranlaBt, nach denjenigen Funktionen zu forschen, die den 
Differentialquotienten 1 : x haben. Darum bezeichnen wir die 
Funktion F(x) als den naturlichen Logarithmus von x , ab- 
gekiirzt: log nat x, gelesen: Logarithmus naturalis (von) x. Kiirzer 
ist die Bezeichnung In#, die wir kiinftig anwenden wollen. Nach 
ihrem ersten Entdecker Neper (1614) heiBen diese Logarithmen 
auch NEPERSche Logarithmen. 

Unterlnrr verstehen wir also einfach diejenige Funktion 
einer positiven Abszisse x , deren Differentialquotient 
gleieh 1 : x ist und die flir x =1 den Wert Null hat. 

Hier sind nun zwei Bemerkungen am Platze: Erstens die, daB wir 
nur einen neuen Namen eingefiihrt haben, blofie neue Benennungen 
aber ernsthafte Leser nicht abschrecken diirfen. Zweitens die, daB die 
natiirlichen Logarithmen nicht diejenigen sind, die in den gewohnlichen 
Logarithmentafeln stehen und zum Rechnen angewandt werden. Zu 
diesen kommen wir spater. 

ZusammengefaBt sind unsere Ergebnisse diese: 

Satz 1: 'Der naturliche Logarithmus von d. h. die¬ 
jenige fiir alle positiven Werte von x stetige Funktion In x, 
deren Differentialquotient 

dlnx _ 1 
dx x 

ist und die fiir # = 1 den Wert Null hat: 

In 1 = 0, 

mit anderen Worten die Funktion 

X 

In x ==: f — dx 

J X 
1 

hat die Eigenschaft, daB fur beliebige positive Werte a 
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und b stets 

In ab — In a -f In 6 

ist, in Worten: der Logarithmus eines Produktes ist gleich 
der Stimme der Logarithmen der Faktoren. 

Um den Wert von In x fur ein positives x besser abschatzen zu 
konnen als nach Fig. 208 durch die Stromung, stellen wir das Integral 


= f-di 

j * 


nach Satz 5, S. 229, als Flache dar. Wir 
zeichnen namlich in Fig. 209, indem wir die 
Einheiten auf beiden Aehsen gleich groB wahlen, 
die Bildkurve der Eunktion 



Fig. 209. 


also eine gleichseitige Hyperbel (vgl. S. 197), deren Asymptoten 
die Koordinatenachsen sind. Wir brauchen sie nur fiir positive 
Wertevonas. Die Flache, die von der ar-Achse, der Hyperbel, 
der zu x — 1 und der zu einem beliebigen x gehorigen Ordi¬ 
nate begrenzt wird, ist. gleich In a;, gemessen mit der Flachen- 
einheit. Ist x grofier als Eins (wie in Fig. 209), so ist In x positiv, ist x 
dagegen kleiner als Eins (aber immer noch positiv), so ist In a; negativ, 
weil die Abszisse dann von 1 bis x abnimmt (vgl. S. 229, 3. Fall). 

Also ist In a; > 0 fiir x > 1 und In a: < 0 fiir 0 < x < 1. 

Man nennt In- x auch den hyperbolischen Logarithmus 
(log hyp a;), weil er durch die Hyperbelflache dargestellt wird. 






mnwmrArAmm 



]nir?9iaEM 


Fig. 210. 

In Fig. 210 haben wir einen Teil der Fig. 209 in groBerepi MaB- 
stabe gezeichnet. Das groBe geschraffte Quadrat ist die Blacheneinheit, 
die kleinen bedeuten also die Flache 0,01. Wir zahlen die kleinen Qua- 
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drate ab, die zwischen der a;-Achse und der Hyperbel in den einzelnen 
von Ordinaten begrenzten Streifen liegen, wobei wir die Bruehstiicke 
der obersten Quadrate abschatzen. In den Streifen zwischen den zu 
x = 1,0, x = 1,1, x = 1,2... gehorigen Ordinaten liegen folgende An- 
zahlen von kleinen Quadraten: 

Von 1,0 bis 2,0: 9,6 8,6 8,0 7,4 6,9 6,5 6,1 5,7 5,4 5,1. 

Von 2,0 bis 3,0: 4,9 4,7 4,5 4,3 4,1 3,9 3,8 3,6 3,4 3,3. 

Von 3,0 bis 4,0: 3,2 3,1 3,-Q 3,0 2,9 2,9 2,8 2,7 2,7 2,6. 

Wir bitten den Leser, dies dureh eiriige Stichproben zu bestatigen; 
fiir die Dezimale allerdings konnen wir nicht genau einstehen. Um 
nun In x z. B. fiir x = 2,3 zu berechnen, addieren wir alle diese Zahlen 
von 9,6 an bis 4,5 und erhalten 83,4 als Anzahl der kleinen Quadrate 
von x = 1 bis x = 2,3. Da jedes dieser Quadrate 0,01 Flacheneinheiten 
hat, kommt In 2,3 = 0,834, abgerundet 0,83. In dieser Weise entsteht 
folgende Tafel von Werten, die der Leser dureh einige Proben bestatigen 
moge l . 


X 


x * 

In x 

X 

Ins 

X 

\nx 

X 

EEB 

£ 

\nx 

1,1. 

0,10 

1,6 

0,47 

2,1 

0,74 

2,6 

0,96 

3,1 

1,13 

3,6 

1,28 

1,2 

0,18 

1,7 

0,63 

2,2 

0,79 

2,7 

0,99 

3,2 

1,16 

3,7 

1,31 

1,3 

0,26 

1,8 

0,59 

2,3 

0,83 

2,8 

1,03 

3,3 

1,19 

3,8 

1,33 

1,4 

0,34 

1,9 

0,64 

2,4 

0,88 

2,9 

1,06 

3,4 

1,22 

3,9 

1,36 

1,6 

0,41 

2,0 

0,69 

2,5 

0,92 

3,0 

1,10 

3,5 

1,25 

4tf 

1,39 


Priifen wir die logarithmische Eigenschaft an einem Beispiel: 
Nach der Tafel ist In 1,3 -f- In 2,7 = 0,26 + 0,99 = 1,25. Andererseits 
ist 1,3.2,7 =-3,51. Die Tafel gibt In 3,5 =1,25. Also ist, soweit wir 
es hier priifen konnen, wirklich In 1,3 -f In 2,7 = In (1,3.2,7). Die 
logarithjnisohe Eigenschaft kommt' in Fig. 209 und 210 so zum Aus- 
dnick: Die Hyperbelflache von z = l bis x = a vermehrt um 
die Fl&ehe von x = 1 bis x = t ist gleich der Fl&che von 
x = 1 bis x = ai. 

Dieser "Weg, vermoge der Hyperbelflache zur Kenntnis der Funk- 
lion In a; zu kommen, ist aber nur ein Notbehelf. 

§ 2.. Berechnung des naidrlichen Logarithmus. 

Wir konnen gar nicht so nachdrucklich, wie wir es wohl mochten, 
den Umstand betonen, dafl der so groflartig klingende Name: natiirlicher 

1 Einige Male ist die dritte Dezimalzahl eine Fiinf, so dab die Abrundung 
unsicher wird. Wir haben in diesen Fallen die zweite Dezimalzahl erhoht oder er- 
niedrigt in der Weise, dab der Wert so bervorgeht, wie man ihn ans genau be- 
rechneten Tafeln entnehmen karnn 
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Logarithmus eben doch nur ein Name ist. Von bloB pomposen Be- 
nennungen sollte man sieh nicht einschuchtern lassen, aber leider ist 
das nur allzu haufig der Fall. Nicht der Name, sondern die Sache 
ist immer das Wesentliche, und hier ist die Sachlage einfach: Wir be- 
trachten diejenige Funktion der positiven Veranderliehen x , 
die fur x== 1 den Wert Null hat und deren Differential- 
quotient gleich 1 : x ist; sie heiBt hue. Man verzeihe, daB 
wir dies immer wiederholen; wird es dem Leser auf die Dauer lang- 
weilig, so ist das ein gutes Zeichen, denn dann hat er den richtigen 
Standpunkl erreicht. Wir wiederholen es auch in Formeln: 

<1) In 1 = 0, (2) fttr x >0 - 

Auch erinnern wir daran, wie man in Fig. 208, S. 264, den ungefahren 
Verlauf der Bildkurve der Funktion In a: erkennt: sie kommt, sich an 
die negative y -Aehse zunachst anschmiegend, aus dem TJnendliehen 
her, steigt stark empor, nm die 
m-Achse im Einheitspunkte zu 
durchsetzen, und verlauft dann 
mit immer schwacher werdender 
Steigung nach dem TJnendliehen 
rechts oben, wenn wir das 
Achsenkreuz in der gebrauch- 
lichen Lage annehmen. Wir wol- 
len sie die Bildkurve k nennen; Fig. 211. 

sie ist in Fig. 211 gezeichnet, 
wo A den Einheitspunkt der sr-Achse bedeutet. 

Ein beliebiger Punkt Q dieser Kurve k habe die. Abszisse u, so daB 
seine Ordinate In u ist. Wenn wir die Kiirve k parallel zur a;-Achse um 
die Strecke Eins riickwSxts verschieben, also so weit, bis der Punkt A 
in den Anfangspunkt 0 kommt, erhalten wir eine kongruente Kurve e. 
Von welcher Funktion ist sie die Bildkurve? Der Punkt Q von k 
geht in einen Punkt P von c uber. Bezeichnen wir die Abszisse dieses 
Punktes mit x, seine Ordinate mit y, so ist augenscheinlich x — u 1, 
4 . h. u — 1 + x, und y — In u, d. h. 

(3) y = In (1 + x). 

Mithin ist die Kurve c das Bild von In (1 + x). Die Tangente 
des Punktes P von c ist zur Tangente des Punktes Q von k parallel. Die 
Steigung dieser Tangente aber ist gleich 1:«, namlich nach (2), wed 
die Abszisse von Q mit u bezeichnet wurde. Also ist auch die Steigung 
der Tangente des Punktes P von c gleich 1: u oder 1 : (1 + ®). Anders 
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gesagt: Der Differential quotient der Funktion (3) ist: 

(4) 

v*/ dx 1 + x 

Dies kann man auch mittels der Kettenregel ableiten: Wir haben ja 
y = In m, u = 1 + a:, 


u ’ 1 ” l + * 


Weil die Kurve k nur Punkte mit positiven Abszissen hat und 
weil die Verschiebung um —1 langs der a>Achse ausgefiihrt wurde, 
kommen der Kurve c nur Punkte zu, deren Abszissen groBer 
als —1 sind. Ferner geht die Kurve c durch den Anfangspunkt, d. h. 
Venn x nahe bei Null gewahlt wird, ist auch der Wert von 
y = In (1 -(- x) nahe bei Null. Diesen Umstand hat man benutzt, 
um einen Weg zur Berechnung des natiirlichen Logarithmus zu finden, 
und wir wollen jetzt zeigen, wie dies geschehen ist. 

Zu diesem Zwecke beschaftigen wir uns zunachst nur mit 
dem als Differentialquotient vonln(l-fx) in (4) gefundenen 
Bruche 1 : (1 -+-$), den wir anders schreiben konnen: 

1 _ (1 + x) — X 

1 + X 1 + X 

Oder: 

. L_ ^i —-JL- 

1 + X 1 + X 

Wenn wir diese Gleichung nach Und nach mit — x,x 2 , —z 3 , x \— 
multiplizieren, kommt, in dem wir sie selbst noch einmal an die 
Spitze stellen: 


-L 

1 + X 

1 — , 

1 + * 

X 


X 2 

x i ** 

1 + x 

x 1 x > 

a? 


1 + X 

^ + 1 + X 

z 4 

1 + X 

X* X ‘ , 

1 + 2 : 

X 6 _ 

xP 

* + i+v 

1 + X 
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Bilden wir die Summe der fiinf ersten Gleichungen und die Summe 
aller sechs Gleichungen, so kommt, da sich viele Glieder dann beiderseits 
fortheben: 

_i_ — i — x -f x 2 — x? -f .x 4 — ~— 

J. -j- X 1 >L- x 

und 

T ~=l-X + X 2 -X* + X*-X> + Jt-. 

Man sieht hieraus, daB man so fortfahren kann und allgemein be- 
kommt: 

(5) =1~* + * 2 —••• T aj”" 1 ± , 

Hierin bedeutet n eine beliebig grofie ganze positive Zahl, 
und in den SchluBgliedern gelten die oberen oder unteren 
Vorzeichen, je nachdem n gerade oder ungerade ist. Die 
rechte Seite der Gleichung (5) ist nichts als eine sogenannte iden- 
tische Umformung des Bruches 1 : (1 + x), d. h. die Formel gilt 
fur jedes x. Das kann man nachtraglich dadurch bestatigen, daB 
man (5) mit 1 + a; multipliziert. Dann kommt namlich: 

1 = 1 — x -f- x 2 — a c 3 + • • ‘ -F sc” -1 

+ x - X 2 + 2? — • • ±_X n-1 FF X n ± X" , 

und hier heben sich in der Tat alle Glieder fort. 

Die Umformung (5) wollen wir aber nur fur solche Werte 
von x benutzen, die zwischen —1 und +1 liegen, deren 
absoluter Betrag j x j also kleiner als Eins ist. Fur solche 
Werte von x hat namlich x n die Eigenschaft, nach Null zu streben, wenn 
die ganze positive Zahl n nach -f <x> strebt, wahrend dies nicht zutrifit, 
wenn x — 1 oder — 1 oder der absolute Betrag von x groBer als Eins 

ist. Wenn also | x | < 1 ist und limn = + oo ist, ergibt sich aus (5): 

(6) p~; = 1 — x + x 2 — x 3 + x i — • • • fur |x | cl. 

Hier hat die Summe rechterhand kein Ende; sie besteht aus unendlich 
vielen Summanden. Man nennt sie deshalb eine unendliche Keihe. 
Demnach hahen wir den Bruch 1 : (1 + x) fur | x | < 1 in eine unend¬ 
liche Beihe verwandelt. 

Wenn man 1 : (1 -f- x) fiir einen bestimmten Wert von x , der 
zwischen —1 und -j-1 liegt, berechnen will, ware es allerdings ein 
riesiger Umweg, sich dieser unendlichen Reihe zu bedienen, z. B. fur 
x ^ zu setzen: 1 — 1—}— ^ ^ —j— ^ — ■ • *, da doch in diesem Falle 

Scheffers, Lehrtmch d. Mathematih. 18 
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der Bruch gleich 1: (1 + 4) oder f ist. Aber wir brauchen die Um- 
lormung (6) fiir andere Zwecke. 

Tatsachlich kann man eine nnendliche Reihe niemals vollstandig 
ausrechnen; man mn6 ja immer einmal aufhoren, also die Reihe irgend- 
wo abbrechen. Nehmen wir an, es geschehe nach dem w-ten Gliede, 
cL h. vor dem Summanden mit der n-ten Potenz vOn x. Wir bilden 
also die Summer 

(7) 1 — x -f x 2 — x z + * * * T x n ~~ x . 

Sie ist nicht gleich 1: (1 + x), vielmehr ist ein Rest vernachl&ssigt, 
der noch dazutreten miiBte und den wir mit R n bezeichnen, namlieh 
nach (5): 


R n — -|- 


1 -f- a? 


Dieser B'ehler R n , den wir machen, wenn wir die unendliche Reihe 
(6) nach dem w-ten Glied abbrechen, weicht um so weniger von Null 
3 e gxoBer n ist; immer nur unter der Voraussetzung, daJJ x 
zwischen — 1 und -f- 1 liegt. ZusammengefafSt: 

Satz 2: Wenn der absolute Betrag von x kleiner .als Eins 
ist, gilt die Pormel 

= l — x +x 2 —x?-\-x i — _ 

firicht man diese unendliche Reihe nach ihrem w-ten Glied 

f- 5 ;S ? ^egeht 1X18,11 einen Pehler R n , indem der vernach- 
lassigte Rest 

Rn = ± T^ 

kann J . dei1 absoluten Betrag dieses Fehlers 

proB waki? a8 m A n - die ganze P? sitiye Zah l « hinreichend 
® -wahlt, so klein machen, wie man will. 

eine Zyisehenbetrachtung, die sich auf den Bruch 

4:“^; Kehre * ™ nun ™ anserer eigentlichen Aufgabe 

liach^nd -f it Punktion V = bi (1 + x) zu berechnen. 

flacn (4) und (5) ist lhr Bifferentialquotient: 

d v ’ 


= 1 — x + , 


T a;" -1 ± 


■1+x—c 


t + x 3 - 


± x n ~ 1 = 


stebfc links eine Summe von « _i_ i pi* , ^ 

ferentialquotient von + } Ghedern - Das erste ist der Dif- 

y Oder In (1 -f x ). Das zweite ist der 


zweite ist der Differential- 




° - 

. . T~ i „2 vierte der vob 

quotient von — as, das dntte der vo | ’ ^ die Gleicbung so 

usw., das letzte der von ± x” Also konnen wir 

scbreiben: , 


r * a? 4- . . . + —1 

d | In (1 + a?) — T + T~ 3 _ Z_-?U- 


+ JL^. 

+ * 


V-v a • xr 1 

Ant der linken Seite tab® wir M* *»■»“ 

Mnzugefiigt, well so der regelm d as fur U ns Wichtige 

Ausdrack kommt. An dieser Gleicbung: (8 E * de r. 
der TJmstand, daB der Wert der rechten^Seite ^ und 

fruheren Bezeicbnung) naek KvSL stosbt, ^J d + ^ gtreR Des halb 
+ 1 liegt und die ganze positive Z ^ ^ Uribs in den scharfen 

namlicb konnen wir uber die eg beqxiem se in, dieser 

Klammern stekt, eimges aussagen. geben; nennen wir 

Funktion hier voriibergehend eme Bezeiehnung zu geo 

sie etwa 2 . Dann konnen wir sagen: 

Die Funktion „ 


( 9 ) 2 = ln(l + a:)—r+T — T' + "'' 

bat nacb (8) den Differentialquotienten 

(10) d5"" ± l+®’ . 

der unter der Voraussetzung | *1 die Funktion z fttr 

Null strebt AuBerdem. zeigt (9), d a Auch 

* =0 den Wert In 1 bat, der nacb (1) gle cb l ^ 

wissen wir, daB die Funktio ^otoei wir 

Betracbten wir bloB ein lntervall von- —«“ 8 + e ’ kleiaer als 
unter a irgendeine positive Za g selegene x epen ab- 

Eins ist. Dann bat gewiB ]edes 1 Gekt x von _ a, bis + a, 
soluten Betrag, der Meiner als Eim • . ^ un(i zwar ist 1 — « 

so gebt der Nenner m (10) von ^ njmmt ^ a bsolut 

der kleinste Wert. Er 1 st posi • Der groBte davon 1 st 

genommen die Werte zwiscben 0 und a an. ue g 
a n . Mithin ist im Intervalle — a S* x ^ • 


2 ’ , ... 4 .£ 

'T"' _ ^ * 


a" 

1—a’ 


daher nacb (10) aucb 

1 dz < _?!!_ 

to . dn. mm *4T» p4. aa * 
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Eins ist, leuchtet tin: Wenn man die ganze positive Zahl n hin- 
langlich grofi wahlt, kommt die rechte Seite von (11), die positiv ist, 
so nahe an Null heran, wie man nur immer will Schreiben wir also 
eine beliebig kleine positive Zahl e vor, so konnen wir tins n so groB 
angenommen dehk'en, daB im ganzen Intervalle von — a bis -j- a 

| dz. ! 

|^| <£ 

ist. Mithin hat die Funktion 2 eine Bildkurve, die erstens 
durch den Anfangspunkt geht (weil 2 = 0 fur sc=0 ist), die 
zweitens im Intervalle von — a bis +a stetig ist und die 
drittens in diesem Intervall uberall solehe Tangenten hat, 
deren Steigung absolut genommen geringer als eine be¬ 
liebig kleine positive GroBe e ist. In Fig. 212 sollen g und h 

diejenigen Geraden durch den Anfangspunkt 
% 0 sein, deren Steigungen e und — e sind. 

h Nach dem soeben Gesagten kann die Bild¬ 

kurve von z in dem Intervalle von — a 

-- X ^is + « nicht aus den geschrafften Winkel- 

feldern zwischen g und Ji herauskommen, 
da sie durch 0 geht und nie steiler als g 
oder h wird. Die Gerade g hat fiir eine be- 
Fig. 212. liebige Abszisse x die Ordinate ex, die Ge¬ 

rade h die Ordinate — ex. Im Intervall von 

— ft bis + a ist demnach der absolute Betrag von z immer kleiner als 
£ | 2 | und dabei kann e beliebig nahe bei Null gewahlt werden, wenn 
man n,ur n hinreichend groB annimmt. Dies heiBt: Im Intervalle von 

— a bis + a strebt z nach Null, wenn n nach + 00 strebt. 

Das Intervall von — a bis + a haben wir in Fig. 212 nichf ange- 
geben und zwar aus folgendem Grunde: a sollte irgendeine positive Zahl 
kleiner als Eins bedeuten. Aber a kann jetzt so nahe an Eins gewahlt 
werden, wie wir wollen, nur nicht gleich Eins selbst. Also: In jedem 
Intervalle, das im Innern des Intervalles von — 1 bis +1 
liegt, strebt z nach Null, wenn n nach + 00 strebt. 

Nun wollen wir die Frucht dieser Betrachtung ernten: Aus (9) 
folgt: In jedem im Innern des Intervalles von — f bis + 1 gelegenen 
Intervall ist 

fiir limw = + oo. Anders gesagt: Fur jedes x, dessen absoluter Be- 
trag kleiner als Eins ist, gilt: 

In (1 + x) 1 ^ 2 ' ** = 0. 
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Mithin ist: 

( 12 ) In (1 + x) = \ — % -I- 3 — 4 


X 3 


+ • • • !ur| x I < 1 • 


Diese wichtige Formel (12) gestattet uns ^ ^ J^g^s 
irge'nd ein .. dessen absolute! Being *" 44 ” 

is!, mit jedem gewiinschten Grade der G namgkeit ju 

bereclmen. Dies sieht man so ein: Die J*J. ^endwo 

unendliche Reihe muB man bei der wirklichen Berechnung rg 
abbrechen, sagen wir nach dem n-ten Gliede. Wenn man a er ( 
durch 


X 

T 


^+ 
iTT 9 A ' 


"F 


ersetzt (wo zuletzt — oder + stelit, je nachdem n g^ a( fc oder an S erade 
ist), begeht man einen Fehler, weil man dann den Rest 


Rn : 


4 -1 


Z W + 2 * 


:«+8 


n + 3 w +2 


n + 3 


de, selbst ein. —he Mhe : J£ 

Betrag einer Sunune ist nun nach Satz 8 , S. era, & 
Summe der absoluten Betr&ge der Summanden, daher: 


\Rn\ 

oder, wenn man 

\R«\^ 


X 


n + 1 lxl n+2 , l«l 


n-fr* 3 


■ + 


n + 1 ' n + 2 

x | n + 1 herauszieht: 


+ 


n + 3 


+ - 


x 


I ^« + l ^«+2 / 


Hier stehen rechts lauter positive GUeder. Vonden 
» + 2,» + 3, • • • ist der erste der kleinste. Deshalb w die reente 

Seite nur vergroBert, wenn man alle Renner » + 2, n+ 3, • • • dn 
n + 1 ersetzt. Erst recht ist daher 


i Rn 1 < l ^r^( 1 + 

DM * I < 1 ist mid Snte 2 «r ** * e ^,+ *X, 

auch, wenn man in diesem Satze x dure I I 

nach Satz 2: 

r J Iir i + M + l*l* + "" 


Mithin kommt: 
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Purch diese Formel wird der Fehler R n selbst nicht bestimmt, aber 
sie besagt, daB sein absolute! Betrag kleiner als eine gewisse 
berechenbare GroBe ist. Die Formel dient also zur Abschatzung 
des Fehlers. Man muB dabei beachten, daB die (n + l)-te Potenz 
von | x | mit wachsendem n naeh Null strebt, weil | x | < 1 ist, so 
dafi also auch die Fehlerabschhtzung naeh (13) immer kleinere Betrage 
liefert, je groBer man n annimmt. Wir haben also den 


Satz 3: Ist x zwischen — 1 und + 1 gelegen, so gilt fur 
den natiirlichen Logarithmus von 1 + * die Formel: 


ln(l + aO = !-£+f 


a 4 

T 


+ ■ ■ ■ • 


Bricht man die unendliche Reihe naeh ihrem n-ten Glied 
ab, so begeht man einen Fehler; aber der absolute Betrag 
des dann unberiicksichtigt gebliebenen Restes ist kleiner als 

la] n+1 _ 1 

« + 1 1 — \ x \ ’ 

und diese GroBe strebt naeh Null, wenn die Anzahl n iiber 
jede Zahl w&chst. 

Auf Grand dieses Satzes konnen wir In (1 + x) fur | x | < 1 so 
genau berechnen, wie wir wollen. 

1. Beispiel: Um In 1,1 zu berechnen, setzen wir 1 + x = 1,1, also x = 0,1 
Wahlen wir » = 4, d. h. benutzen wir bloB die vier Glieder 
n , 0 , 1 2 , 0 , 1 2 0 , 1 4 
0,1 2 ~ + 3 " 4 

so liefert die Rechnung: 

0,1 =0,1 J .0,1 2 = 0,006 

|. 0,1 3 = 0,000 333... i. 0,1 4 = 0,000 026 

0,100.333..., 0,006 026 

0,100 333... 

— 0,006 026 
0,096 30833:.. 


Wegen n = 4 ist der Fehler absolut genommen kleiner als 

_ 0,1 %— = 0,000 002 22 _ 

6-(l — 0,1) ’ 

Mithin liegt In 1,1 zwischen 

0,096 308 33... 0,096 308 33... 

— 0 , 00000222 ... + 0,000002 22 ... 

0,095 30611. .. und 0,095 310 56... 

Beide Werte geben, auf 5 Dezimalstellen abgerundet, dasselbe. Daher ist abgerundet: 

In 1,1 = 0,09531. 


§ 2. Berechnung des natiirlichen Logarithmus. 
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Ehe wir weitergehen, eine Zwischenbemerkung: Auch wenn der 
Leser, wie wir hoffen, Schritt fur Sehritt den Gedankengang verstanden 
hat, wird er den Eindruck haben, daB er allein nicht dazu imstande 
gewesen ware, diesen Weg zu verfolgen. In der Mathematik gibt es 
me in alien Wissenschaften Stellen, an denen eigenartige Schwierig- 
keiten besondere Mittel zu ihrer tlberwindung erfordern, und da miissen 
wir den Meistern der Forschung dankbar sein, die zu ihrer Zeit diese 
Mittel ausfindig gemacht haben. Also bitte nicht zu klagen; man muB 
zuweilen statt bequemer Pfade auch steile und steinige wandeln, wo es 
keine andern gibt, und sie sind fUr manehe sogar genuBreicher. Zum 
Troste fur diejenigen, die das nicht finden, sei erwahnt, daB man sich 
das Vorhergehende nicht zu merken braucht; man muB es nur einmal 
wirklich vollstandig durchdacht haben. Was spater fur die Anwendung 
gebraucht wird und dem Gedachtnis aufgebiirdet werden muB; ist 
ziemlich wenig; es wird an geeigneter Steile aufgezahlt werden. 

Aus dem Satz 3 kann man viel mehr Nutzen ziehen, als es zun&chst 
den Anschein hat. Nach ihm kann man In (1 + x) ftir x zwischen 
— 1 und -f-1, d. h. fur 1 + x zwischen 0 und 2 berechnen. Aber wir 
behaupten, daB wir jetzt auch den natiirlichen Logarithmus einer be- 
liebigen positiven Zahl berechnen konnen. Der Grund daftir liegt in dem, 
was man die logarithmische Eigenschaft nennt, namlich darin, 
daB fur beliebige positive Werte von a und b stets 

(14) In ab — In a -j-ln 1) 

ist, vgl. Satz 1. Hiernach ist 

In b ~ In al — In a. 

Bezeichnen wir a b mit c, so ist b — c : a zu setzen; also kommt: 

(16) In ~ — In c — In a. 

Satz 4: Der Logarithmus eines Bruches ist gleich dem 
Logarithmus des.Zahlers, vermindert um den Logarithmus 
des Nenners. 

Wenn nun x zwischen — 1 und +1 liegt, sind 1 + .* und 1—x 
positiv. Also folgt; 

(16) In 1 - — In (1 + x) — In (1 — x). 

9 20 2 

Nehmen wir z. B. % = jj- an, so ist 1 + % » 1 — % « —, so daB 

kommt: 

In 10 — In ^ — In 
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Da ^ und ^ kleiner als Eins sind, lassen sich die rechts stehenden 
Logarithmen nach Satz 3 berechnen. Mithin kann auch In 10 ermittelt 
werden! 

Diejenige Zahl, deren Logarithmus man sucht, nennt man gern den 
Numerus. Dies lateinisehe Wort bedeutet eigentlich auch nur Zahl, 
man bedient sich aber dieses Fremdwortes nur dann, wenn es sich urn 
eine Zahl handelt, deren Logarithmus in Frage kommt. Nun sei der 
Numerus eine beliebig gewahltc positive Zahl N. Urn zur Be- 
rechnung von In N die Gleichung (16) anwenden zu konnen, muB man 
x so wahlen, daB 

1. + x _ v 


d. h. 


1 + x — N -f- N x = 0 


oder also 
(17) 


x — 


JV —1 
K + 1 


ist. Wenn die positive Zahl N ldoiner als Eins ist, ergibt sich hieraus 
far X augenscheinlich ein negativer Wert, dessen absoluter Betrag 
kleiner als Eins ist. Wenn dagegen N griiBer als Eins ist, licfort (17) 
ein x, das positiv und kleiner als Eins ist. Stets also gibt. (17) 
fiir ein beliebiges positives N ein zwischen 1 und + 1 
gelegenes x. Mit Hilfe von (16) und Satz 3 ist man also imstande, 
In/Y fiir jeden positiven Numerus zu beroehnen. 

Wir erortern noch, daB man dabei jeden gewiinschten Grad der 
Genauigkeit erreichen kann. Nach Satz 3 ist, wenn darin die gauze 
Zahl n als eine geradc Zahl 2 m gewahlt wird: 


In (1 + x) = f 



a: -«' ■ 1 


X 2 


k /.*: 


2tu i 


und der Rest R 2m strebt nach Null, wenn m nach .+ go strebt. Wenn 
x zwischen — I und +1 liegt, gilt dasselbe von - x. Also diirfen 
wir auch — x statt. x settfen. Dann kommt: 


v r 2 X 2 M- l X - W* . , , 

In (1 j - j - g--- 2 ^TTT ■ • •_> /a + ,S ' > 

wo der Rest S im ein anderer als R 2m ist (weil - x statt x steht), aber 
auch S im nach Null strebt, wenn m nach -f- go strebt. Subtraktion 
beider Gleichungen liefert mit Rucksieht auf (.16) 


>"S = 2 ('r+; + 


X 2 m 
'1 7U — 









§ 2. Bereclmung des naturlichen Logaritlmus. 


281 


Da R im — S 2m auch fiir lim m= + oo nach Null strebt, dttrfen wir 
also schreiben: 

1 -f- IK C v / X X* , x 2 m — 1 


In 


! a+f+-+?S)+«- 


wobei lim SR 2(B = 0 fiir lim /« = + oo ist, anders gesagt, es ergibt 
sich fiir lim m = + oo die unendliche Reihe: 


(18) 


In 


1 + x 


l-K !+*+? + -)• 


Bei der wirkliehen Berechnung fiir irgendein zwischen — 1 und +1 
gelegenes x muB man diese Reihe abbrechen; geschicht es nach dem 
Gliede mit x 2m -1 , so begeht. man einen Fehler, der gleich dem ver- 
nachliissigten Rest ist, niimlich: 

SW x 2 ' H +3 \ 

• Ha “~ 2 U«+l + 2m + -3+-";- 

Alle Glieder dieses Restcs sind positiv, wenn x positiv ist, dagegen 
negativ, wenn x negativ ist, also: 




,/j*i 2ni + i . , I *]**+» ,_\ 

‘ \ 2 m + 1 ' 2 m + 3" ')' 


Ersetzt man alle Nenner 2 m -f 3, 2 m -f 5 nsw. durch den ersten Nenner 
1. der kleiner isl, so wird die rechte Seite vergroBert. Mitliin ist: 


2 m 


Gh',„ 


Wegen | x j < 1 ist, auch | x | 2 < 1. Also ist der absolute Betrag von 
— | x | 2 , niimlich | / kleiner als Bins. Deshalb kann Satz 2 angewandt 
werden, wenn man darin x durch — | x | a ersetzt. Er liefert: 

l 


1 - j - j | 2 + |®| 4 H " 


Kolglich kommt: 


! 


2 ] x |*»+1 1 

2m+ 1 *1 — 1x1 


Dioso Restabschhtzung bestiitigt, was wir schon wissen: i){ 2w strebt nach 
Null fiir lim m = + oo, Sornit hat sich ergeben: 

Satz 5: Der natiirliche Logarithmus eines beliebigen 
positiven Numerus N l&Bt sich mittels einer unendlichen 
Reihe so darstellen: 


In .V * In 


1 +x 
l - -r 
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Darin ist die Zahl 

N— 1 

x ~ n + r 

und sie liegt stets zwischen —1 und + 1. Bricht man die 
Reihe nach der (2m — l)-ten Potenz von x ab, so begeht 
man einen Fehler: Der vernachlassigte Rest ist positiv, 
wenn x positiv ist, negativ, wenn x negativ ist; sein ab- 
soluter Betrag ist kleiner als die Grofie: 

2\x\ + l l 

2m+l ' 1 — | a: | 27 

die nach oSiull strebt, wenn m iiber jede Zahl wachst. 

2. Beispiel: Soil In 2 bercchnet werden, so ist N - 2, x ~ Die Reihe 
werde nach der 11. Potenz von x abgebrochen, d. h. es sei 2 m — 1 - 11 oder 
m = 6. Demnach ist In 2 angenahert gleich 

+ i 

Der Best ist positiv und kleiner als 

Bei der Abrundung aui acht Dezimalstellen kommt: 

i- = 0,333 333 33 

O 

i- • —= 0,012 346 & 

4 .i--= 0,000 8-2305 
i- ~ = 0,00006532 
1. . J_ = 0,000005 65 

I • w = 0,00000061 

II o AA 

“ 0,346 573^4^ 2 ^ 0,693147 08 * 

Weil drei Summanden nach oben und drei nach unten abgerundet worden sind, ist 
die doppelte Summe wegen der Abrnndung fehlerhaft innerhalb der Grenzen von 
— 2 • 3 * J und + 2 • 3 oder— 3 und -f 3 Einheiten der letzten Dezimalstelle. Da 
der fehlende Rest zwischen 0 und 11 Einheiten der letzten Dezimalstelle liegt, ist 
also der Gesamtlehler zwischen — 3 und 14 Einheiten der letzten Dezimalstelle ge~ 
legen, d. h. In 2 liegt zwischen 

0,693 147 05 und 0,693 147 22. 

Demnach ist auf sechs Dezimalstellen ahgerundet 

In 2 = 0,693147. 
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3. Beispiel: Soil In 10 berechnet werden, so ist A T = 10, x = Da dieser 
Wert nahe bei 1 liegt, nehmen seine Potenzen sehr langsam ab. Man schlagt daher, 
um nicht zu viele Glieder der Reihe beriicksichtigen zu miissen, hier wie iiberhaupt 
bei grofieren Zahlen einen anderen Weg ein, indem man die 10 in Faktoren zerlegt. 
Da 10 = 5 • 2 ist, hat man nach Satz 1: 

In 10 = In 5 + in 2 . 


Ferner ist 5 - | • 4, also nach demselben Satze: 

In 5 = In { 4* In 4 

und ebenso wegen 4 = 2*2: 

In 4 = In 2 4 ki 2, 


so daB kommt: 

In 10 = 3 In 2 4- In J. 


Da wir In 2 soeben berechnet haben, braucften wir nur noch In £ zu be- 
rechnen. Fur N - -J- ist x - -J. Wahlen wir die Zahl m des Satzes 5 gleich 3, so 
ist die Summe 

J± + j_ ,±.± ,i_\ 

^ 9 + 3 9 a+ 5 9 s j 

zu berechnen. Sie ist zu klein (da x positiv ist) um einen Betrag, der kleiner 
ist als 

4(i)''t-w^ <w,OOOOT - 

Das Rechenschema ist: 

1 = 0,11111111 

1 ■ 1=0,00045725 

1 .1=0,00000339 
5 9 6 

0,11157176.2 = 0,223143 60. 

Wegen der Abrundungen ist der Fehler der letzten Dezimalziffer zwischen — 2 und 
4 1 gelegen. Wegen des vernachlassigten Restes tritt ein Fehler zwischen 0 und 
4 7 hinzu, so daB der Gesamtfehler zwischen — 2 und + 8 Einheiten der letzten 
Dezimalstelle, also In J zwischen 

0,22314348 und 0,223143 68 
liegt. Da In 2 nach dem 2. Beispiel zwischen 

0,693147 05 und 0,693147 22 
liegt, ist In 10 oder 3 In 2 4* In | zwischen 

2,302 584 63 und 2,302 585 24 
enthalten. Also ist auf sechs Dezimalstellen abgcrundet: 

In 10 s® 2,302 585. 
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4. Beispiel: SchlieBlich soil noch ■■ berech.net werden. 


liegt zwischen 

1 

und 

1 


2,302 584 83 

2,302 585 24 

oder 

0,484 294 57 

und 

0,434 294 45. 

Wir miissen daher auf nur fiinf DezimalsteDen abrunden: 


1 

In 10 


0,434 29. 


Wert 


Diese Beispiele mogen geniigen. Jedenfalls diirfen wir jetzt sagen, 
daB der natiirliche Logarithmus von x eine uns bekannte Funktion 
ist, well wir In a: fiir jeden positiven Wert von x mit jeder gewiinsehten 



Fig. 213. 


Genauigkeit berechnen konnen. Wir konnen es, aber wir brauchen 
es nicht zu tun, denn diese Arbeit haben uns andere gute Menschen 
abgenommen, die in sorgfaltigster Weise Tafeln der natiirlichen Loga- 
rithmen hergestellt haben. Da wir jetzt selber wissen, wie man In N 
berechnet, haben wir ein hoheres Anreeht auf die Benutzung dieser Tafeln 
als das bloB durch ihr Kaufen erwerbbare. Wir haben Goethes 
Mahnung befolgt: „Was du ererbt von deinen Vatern hast, erwirb es, 
um es zu besitzen. 11 

Im Anhang sind die Werte von In N in Tafel II fiir eine Anzahl 
von Numeri angegeben und zwar in der Abrundung auf vier Dezimal- 
stellen. 

Eine Gewissensfrage: WeiB der Leser noch, wie In a; erklart wurde? 
Wir wiederholen: Inx stellt diejenige Funktion von x vor, die 
den Differentialquotienten 1: x hat und f\irx = l den Wert 











§ 3. Eigenschaften des naturliehen Logarithmus. 


285 


Null annimmt. Wir haben gesehen: sie ist nur fur positive Werte von 
x vorhanden und fur diese liberall stetig. 

In der Doppelfigur 213 ist die logarithmisehe Kurve y = In a; 
in zwei MaBstaben gezeichnet. Die Hauptfigur gibt das Stuck von 
x — 0,2 bis x = 8, und zwar sind hier die x- und z/-Einhcit gleich groB 
gewahlt. Dies ist aueh in der Nebenfigur der Fall, doch haben wir hier 
alles auf verkleinert, so daB wir In* noch bis *=170 darstellen 
konnten. Hier ist der Teil der Kurve, der unterhalb der *-Achse liegt, 
d. h. fur den x kleiner als Eins ist, zu nahe bei_ der j/-Achse und nicht 
mehr erkennbar. Man sieht, daB die logarithmisehe Kurve fur 
groBere Werte von x auBerordentlich flach verlauft. Sie 
steigt aber bestandig, da ihre Steigung 1 : x wegen x > 0 liberall 
positiv ist, und bekommt fur lim x — co unendlich groBe Ordinaten. 


§ 3. Eigenschaften des naturliehen Logarithmus. 

Nach Satz 1 ist, wenn a und b positive Zahlen bedeuten: 
(1) In a b =ln a + In 6 . 

Hieraus folgt, wenn auch c eine positive Zahl bedeutet: 

In a b c = In (a b . c) = In a b + In c = In a + In b + In e , 
und so kann man weiter schlieBen, daher: 

In .. a n = In n x + In « 2 +-(- In a„. 


Satz 6: Der Logarithmus eines Produktes von beliebig 
vielen Faktorep ist gleich der Summe der Logarithmen 
der einzelnen Faktoren. 

Wenn wir in (1) fur b die Zahl * setzen, kommt: 

In 1 = In a -+■ In — 

1 a 

odor, da In 1 = 0 ist: 

In — = — In a. 


Satz 7: Der Lo,garithmus des reziproken Wertes 1:« 
einer Zahl a ist entgegengesetzt gleich dem Logarithmus 
der Zahl a selbst. 

ITiernach ist weiterhin: 


In 


(li ttj * * dn 


hh 


.In 




. a n ' 


hi * • * by 


In a x a 2 . .. a n — In ij b 2 . *. K 
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also nach Satis 6: 

In f 1 f*" = In +ln &> H- 1 - In a n — In b 1 — In -— In b m - 

Oi 0 2 • ’ * 

Satz 8: Der Logarithmus eines Bruches ist gleich der 
Summe der Logarithmen der Zahlerfaktoren, vermindert 
um die Logarithmen der Nennerfaktoren. 

Ein Sonderfall hiervon war Satz 4. 

Beim Berechnen des Logarithmus eines Ausdruckes, Oder, wie 
man auch sagt, beim Logarithmieren tritt also an die Stelle 
der Multiplikation die Addition und an die Stelle der 
Division die Subtraktion. 

1. Beispiel: Wegen X 2 X = 2:(3.7) gibt Tafel II: 

In A = In 2 — In 3 — In 7 = — 2,3614 . 

u JL 

Nach Satz 6 ist, wenn n, eine ganze positive Zahl bedeutet: 
In (a n ) = In a . a . a ... a = In a + In a + * * * 4- In a = n In a. 
n-mal %-mal 


Mithin gilt die Formel 

( 2 ) lu (<z w ) = n In a 

fiir jede gauze positive Zahl n. Man wird nun vermuten, dafi sie fiir 
beliebige Werte von n richtig ist, und wir wollen dies beweisen, falls a 
positiv ist und a n den positiven Wert der Potenz bedeutet 1 . 
Wir betrachten die Funktion 2 : 

y =ln(a) n ), 

worin x eine positive Veranderliehe und x n der positive Wert der Potenz 
sei. Die Kettenregel gibt ihfen Differentialquotienten: 


y = kiz 
z — x n 


dy 1 
dz z 


dz 

dx 


= nx i 


•1 


dy _ _ nxn-i _ n 

dx z xn x 


Nun, hat aber die Funktion y =n\nx nach der Faktorregel ebenfalls 
dlesen Differentialquotienten. Deshalb ist nach Satz 2 , S. 213: 


In {x % ) — w In £ + konst. 


1 Dies mufi betorit werden, denn wenn z. B. n = \ ist, bedeutet a n die Quadrat- 
wurzel aus a,, die positiv Oder negativ angenommen werden kann. 

1 Wir schreiben nicht In x n , weil man dies auch so lesen konnte: (In x ) n . 
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Fur x = l insbesondere ist auch x n = 1 und also sowohl ln(a: n ) als 
auch In a: gleich Null, so daB die Konstante gleich Null sein muB. 
Daher kommt: 

(3) In ( x n ) — n In x , 
und folglich gilt der 

Satz 9: Der Logarithmus des positiven We'rtes einer 
Potenz einer positiven Zahl ist gleich dem mit dem Ex- 
ponenten multiplizierten Logarithmus der Zahl selbst. 

2. Beispiel: In V~3 = In (3*) = {In3 = 0,5493 nach Tafel II. 

3. Beispiel: In J/l0 = In (10^) = J In 10 = 0,7675. 

4. Beispiel: In |/1^* = In(1,6$) = Jin 1,6 = 0,3760. 

Fig. 213, S. 284, stellt die Bildkurve von In x dar. Man kann daraus 
entnehmen, wie groB ungefahr derjenige Numerus ist, dessen naturlicher 
Logarithmus den Wert Eins hat. Denn die Ordinate Eins kommt dort 
einem Punkte mit einer zwischen 2,6 und 2,8 gelegenen Abszisse zu. Das- 
selbe kann man aus der Tafel II des Anhanges entnehmen. Erst in einiger 
Zeit wird sich ein bequemer Weg zur genauen Berechnung dieses Numerus 
herausstellen; vorl&ufig begnugen ■wir uns damit, daB er zwischen 2,6 
und 2,8 liegt. Man bezeichnet diesen Numerus, also diejenige 
Zahl, deren natxirlieher Logarithmus gleich Eins ist, immer 
mit dem Buchstaben e: 

(4) In e = 1. 

Das ist auf derganzen Erde ebenso Brauch geworden wie die Bezeichnung 
3 i ftir das Verhaltnis des Kreisumfanges zum Durchmesser. Die beiden 
Zahlen n und e spielen in der hbheren Mathematik gleich wichtige Rollen. 
Die Zahl n erfreut sich nur deshalb eines grofieren Bekanntenkreises, 
wed ihre Erklarung einfacher ist. Den Buchstaben e werden wir niemals 
anderB gebrauchen als zur Bezeichnung desjenigen Numerus, zu dem 
der natttrliche Logarithmus Eins gehort. Deshalb haben weir ihn auch 
schon friiher vermieden, siehe eine Bemerkung auf S'. 96. 

Eine sehr wichtige Eigenschaft der Zahl e geht sofort aus Satz 9 
hervor, wenn wir ihn auf die positive Potenz e x von e mit beliebigen posi¬ 
tiven oder negativen Exponenten x anwenden. Der natiirliche Logarith¬ 
mus von e* ist nach Satz 9 gleich dem mit x multiplizierten Logarithmus 
von e, also infolge von (4) einfach gleich x selbst. 

Satz 10: Der natiirliche Logarithmus der positiven Potenz 
«* ist der Exponent x selbst: 

In (e*) =a:. 
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Wenn wir e x als Numerus mit N bezeichnen, besagt dies also, dafi aus 
N—e x folgt: InJV =x 

oder x — In N. Wird dies in die erste Formel eingesetzt, so kommt: 

N = e ln * 

d. h.: 

Satz 11: Der natiirliche Logarithmus einer positiven Zahl 
1st diejenige Zahl, mit der man die Basis e potenzieren muB, 
um den Numerus zu bekommen. 

Hat einer unserer Leser ein anderes Lehrbuch der hoheren Mathe- 
matik zur Hand, so moge er nachsehen, wie der natiirliche Logarithmus 
dort eingefiihrt wird. Man wird meistens finden, dafi dieser Satz 11 als 
ErMarung dient; dann aber wird vorher erklart, was die Zahl e ist. Das 
dari dann selbstverstandlich nicht so geschehen, wie wir es durch (4) 
getan haben. Yielmehr gibt es noch eine vom Logarithmus ganz unab- 
hangige Erklarung der Zahl e. Wir werden sie im nachsten Kapitel 
finden. 

Auf Grand des letzten Satzes 11 kann man die Satze 6 bis 9 aufs 
neue ableiten und zwar aus bekannten Satzen der Potenzrechnung. 
Wir begniigen uns mit einigen Andeutungen: Die positiven Zahlen 
A und B mogen die natiirlichen Logarithmen a und b haben. Nach 
Satz 11 ist dann A—e a , B = e b , also: 

ln AB = In (e a . e b ) =ln fi" + b , 
aber nach Satz 11 ist ln e “ + b = a + b. Also kommt: 

ln AH = a +1 =ln A + ln B. 

Der Logarithmus eines Produktes ist also in der "fat gleich der Summe 
der Logarithmen der Faktoren. Ferner ist 

ln(J.“) = ln [(e®)"] =lne”“ —na =nln A, 

d. h. der Logarithmus der w-ten Potenz einer Basis A ist gleich 
dem mit n multiplizierten Logarithmus der Basis A. 

Nunwenden wir uns zu etwas anderem: In § 1 zeigte sich (S. 263), 
dafi die Frage nach denjenigen E’unktionen von x , deren 
Differentialquotienten gleich 1 :x sind, noch nicht zu beant- 
worten war. Wir haben aber jetzt eine von diesen Funktionen kennen 
gelemt, namhch diejenige, die fiir x =1 den Wert Null hat, die Funktion 
ln x. Nach S. 265 gehen die iibrigen derartigen Funktionen, bei denen x 
eine positive Veranderliche ist, aus ihr durch Addition irgendeiner 
Konstanten hervor: 


y = ln x + konst. 
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Die anderen Funktionen, bei denen x eine negative Veranderliche 
ist, sind, da die rechte Seite der Fig. 208, S. 264, durch Umklappen um 
die y ~Achse in die linke Seite Ubergeht, die Funktionen: 

y = In (— x) + konst. 

Folglich gilt der 

Satz 12: Jede Funktion y von x, deren Differential- 
quotient gleich 1 : x ist, hat eine der beiden Formen 

y =ln.T4- konst. oder y = In {—x) + konst. 

Die der ersten Art gclt-en nur fur positives, die der zweiten 
nur fiir negatives x, 

Nach S. 263 konnen wir dies auch so ausdriicken: Der Wert des 
Integrals 

Pdx 

J X 
a 

ist von dor Form In x + konst, oder von der Form In (— x) + konst. 
Beim Integrieren von a bis x darf man den Wert Null nieht iiber- 
sehreiten, da 1 : x iiir x = 0 unendlich grofi wird. d. h.: Ist a> 0, 
so ist auch x > 0 zu wahlen, ist a < 0, so ist auch x < 0 zu wahlen. 
Dahcr kommt fiir positives a: 

X 

f dx — In x 4- konst. (a>0,a;>Q) 

a 

und fiir negatives a: 

X 

f X x dx — In (. x ) +• konst. (a<0,a;<0). 

a 

Die Konstante ist leieht zu bestimmen, da das Integral fiir x = a gleich 
Null sein mufi. Im ersten Fall ist also In a + konst. = 0, d. h. die 
Konstante gleich — In a, wahrond sie im zweiten Falle gleich — In (— a) 
wird. Wir haben also 

X 

['- dx = In a; — In a (a> 0, x >0), 

« 

ar 

dx — In (--a;) — In (- a) (a < 0, x < 0). 


S (• h e f {r *, LtiUrbuch d. Mntlwmatik. 


10 
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Nach Satz 4, S. 279, konnen wir beide Formeln zusammenfassen, so 
daB sich ergibt: 

Satz 13: Die Formel 

/-a* = In- 

J x a 

a 

gilt fiir alle Werte von x, die dasselbe Vorzeichen wie a 

haben. 

Die Stromlinien in Fig. 208, S.264, sind also die Bildkurven 
aller Funktionen In (x : a), vgl. das auf S. 266 Erkannte. 

Schhefilich wohen wir auseinandersetzen, bei was fiir Aufgaben 
man darauf gefafit sein kann, auf den natiirlichen 
Logarithmus zu stoflen. 

In einer Untersuchung trete eine unabhangige Veranderhche x 
und eine von ikr abhangige Veranderliehe y auf. Wir geben dem x 
zuerst einen Wert a, dann den c-fachen Wert a c, dann wicder den e-faehen 
Wert a <? usw., so daB x nach und nach Werte 

x — a, ac, atf, a&. .. 

bekommt, die eine sogenannte georaetrische Progression bilden. 
Wir wollen nun annehmen, es zeige sieh, daB die zugchorigen Werte 
von y eine sogenannte arithmetische Progression 

y = b, b+k, b2Jc, b 3k.,. 

bilden, wo also jeder folgende Wert nicht ein und dasselbe Vielfache 
des vorhergehenden ist, sondern aus dem vorhergehenden durch 
Addition einer und derselben GrbBe k hervorgeht. Wir wollen ferner 
annehm en, daB. wir immer eine solche Beobaclitung machen, ganz 
gleichgultig, ob wir in der Progression fiir * die Sehrittc groB oder Mein 
w&hlen, d. h. ob c nahe bei Eins liegt oder andcre Werte hat. Durch 
den Versuch sei also festgestellt, daB, wenn x von a, aus die 
Werte irgendeiner geometrischen Progression durchl&uft, 
alsdann y von dem zugehorigen Werte b aus stets die Werte 
einer arithmetischen Progression durchlhuft. 

Dabei sind zwei FaEe zu unterscheiden: Ist dor Faktor c der 
geometrischen Progression positiv, so haben alle Werte a, ac, at?, ac 3 .,. 
von x einerlei Vorzeichen; die Progression nimmt daher best&ndig 
zu Oder bestftndig ab. Ist dagegon c negativ, so wcchselt das Vorzeichen 
fortwfthrend. Dem absoluten Betrage nach aber werden die Werte auch 
dann immer groBer oder immer kleincr. Man denke z. B. an eine Mn- 
und herpendelnde Magnetnadel, deren Ausschlagwinkel nach rechts 
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und links immer Meiner werden. Der zweite Fall konunt auf den ersten 
zuriick, wenn wir xmr die absoluten Betrage der anfeinander 
folgenden Werte yon x ins Ange fassen. 

Im ersten Fall erreicht, wenn x den Wert ac n erhalten hat, y den 
Wert b -f nfe: 

(5) £=ac n , y=zl-\-nk. 

Dabei ist n = 1, 2, 3 .... Die erste Formel gibt: 



oder nach Satz 9, wenn wir beiderseits den Logarithms bilden: 

In - 

n In c = In —, d. h. n^-r-1 ■ 
a Inc 

Setzen wir dies in die zweite Formel (5) ein, so kommt: 

1 CC 

In — 

»-> + -wr k - 

Bezeichnen wir die Konstante h : Inc mit j9, so ergibt sich: 

(6) y = h + Inf 

Dieser SchluB gilt fur die Werte von x und y, die in den beiden Pro- 
gressionen vorkommen. Wenn aber stets, wie wir auch e wahlen 
mogen, einc geometrische Progression von x-Werten eine arithmetische 
Progression von y-Werten nach sich zieht, muB (6) fiir alle Werte 
von x gcltcn, die in Bctracht komraen. Wenn wir im zweiten Fall, 
wo c < 0 ist, nur die absoluten Betrage in der Wertereihe der x ins 
Auge fassen, konnen wir ebenso schlieBen. Deshalb folgt der 

Satz 14: H&ngt y von x in der Art ab, daB immer, wenn 
die GrdBe x von einem Wert a an eine geometrische Pro¬ 
gression durchlauft, die Grofie y von einem Werte b an 
eine arithmetische Progression durchlauft, so sind zwei 
Falle mdglich: x behiilt cntweder bestandig dasselbe Vor- 
zeichen wie a oder wcchselt es bestandig. Im ersten Fall 
ist y von der Form: 

y = fc + l? Inf. 

wo § konstant ist. Dies gilt auch im zweiten Fall, sobald 
man x und a durch ihre absoluten Betrage ersetzt. 

19* 
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5. Beispiel: Schwingt ein Pendel im luftleeren Raum und ist die Reibung 
seiner Schneide gleich Null, so wird es stets gleich grofie Ausschlage nach beiden 
Seiten haben. Dasselbe gilt, wenn ein Korper an einem Draht hangt und wage- 
rechte Schwingungen um den Draht macht, wobei der Draht gedrillt wird, voraus- 
gesetzt, dafi sonst keine Widerstande wirken. Dies ist jedoch eine niemals erreich- 
bare Voraussetzung. In Wahrheit nehmen alle Schwingungsweiten mehr oder weniger 
schnell ab, und zwar tritt alsdann schliefilich folgendes ein: Wenn a it a 2 , « 3 ... die 
aufeinander folgenden Ausschlagwinkel nach der einen tind anderen Seite sind, bilden 
sie eine geometrische Progression, wahrend die sogenannte Schwingungsdauer, 
namlich die Zeit der Schwingung von einer Umkehr bis zur nachsten Umkehr auf 
def anderen Seite, iturner dieselbe bleibt, die Schwingungen also, wie man auch 
sagt, isochron (zeitgleich) sind. Ist die Schwingungsdauer gleich T (etwa in 
Sekunden gemessen), so gehoren zu den Zeiten t - 0, T, 2 T usw. die absolut ge- 
messenen Ausschlagwinkel « 1} a 2 , cc 3 usw. Die Zeiten bilden eine arithmetische 
Progression. Hat der' Ausschlagwinkel bis zu einem Wert a abgenommen und ist 
bis dahin die Zeit t verflossen. so besteht nach Satz 14 eine Beziehung von der Form: 

i = b 4- /Sin — • 
a . 

Fur i = n T ist a = a n , fiir t = (n— 1) T ist a = a n _ L also: 

nT = 1 + p\n^, (n — l)T=b+ffln^=l- 
a a 

Subtraktion beider Formeln voneinander gibt nach Satz 8: 

T =/5 (In a n In 

oder 

ln« n -ln It. 

P 

Die Differrenz der Logarithmen zweier aufeinander folgender Aus¬ 
schlagwinkel ist also proportional' zur Schwingungsdauer. Man 
nennt diese Differenz das logarithmische Dekrement. 

6. Beispiel: Die Empfindung, die ein Reiz auf einen unserer Sinne aus- 
iibt, z. B. die Druckempfindung, die ein Gewicht auf der Handflache macht, ist 
nicht proportional zur GroBe des Reizes. Wenn die Empfindungsst&rken in einer 
arithmetischen Progression stehen, bilden die Reize selbst eine geometrische, wie man 
beobachtet hat. Der Reiz ist dabei meiibar, z. B. bei Druckempfindungen durch die 
Gewichte. Die Empfindung ist dagegen nur durch die Versuchsperson abschatzbar. 
Das ist natiirlich etwas Unsicheres. Aber falls die angegebene Beziehung gilt, kann 
man ihre Richtigkeit in folgender Weise durch Messungen priifen: Nach Satz 14 muB 
die Empfindung E eine Function des Reizes R sein von der Form: 

„ „ R 

E = b + p In • 

Cl 

Nun sei R 0 der kaum r noch zu verspiirende Reiz, die sogenannte Reizschwelle, z, B. 
das kleinste Gewicht, das man noch auf der ifandfliiche fiihlt, also die zugehorige 
Enfpfindung E ganz nahe bei Null, so dafi fur R ~ R 0 statt E Null gesetzt werden darf: 

0= b + fl In — • 
a 
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Wird dies von der vorigen Gleichung subtrahiert, so kommt nach Satz 8: 

(7) • E= /?ln|r= p(\nR-\nR 0 ). 

Hierin ist R die unabhangige, E die abhangige Veranderliche, wahrend p und R 0 kon- 
stant sind. Also ergibt sich durch Differentiation: 


Vermehrt man den Reiz R nur so wenig, daB man gerade knapp eine Anderun°* der 
Empfinduftg' E verspiirt, so kann- man beide Anderungen angenahert als Differen¬ 
tiate und dE auffassen. Nach (8) ist dann: 


Man darf dE , die eben noch bemerkbare Empfindungsanderung, als fiir die Empfind- 
lichkeit der Versuchsperson kennzeichnend, also als konstant auffassen. Dann sagt 
die letzte Formel: Wenn jenes erwiihnte sogenannte WEUER-FECHNEnsche Gesetz 
der Psychophysik gilt, mu6 das Verhaltnis aus der eben noch verspiirbaren Reiz- 
hnderung dR und dem vorher ausgeiibten Reize R fur dieselbe Personimmer denselben 
Wert haben, wie groB man auch den”Reiz R wahlen mag. Diese SchluBfolgerung 
benutzt man, um die Richtigkeit des Gesetzes zu prufen, denn der Reiz R und die 
eben noch merkbare Reizanderung dR sind physikalisch mefibar. 

7. Beispiel: Bei einer chefnischen Reaktion gehe ein Stoff vom Gewicht a 
allmfthlich eine neue Verbindung ein. Kommen dabei keine Temperaturanderungen 
vor und sorgt man dafiir, daB dor noch unverbrauchte Teil best&ndig in inniger Be- 
riihrung mit den Reagenzien bleibt, so verlangsamt sich der Vorgang wie folgt: Wenn 
die Zeiteri eine arithmetische Progression bilden, nimmt die jeweils noch unverbrauchte 
Mcnge des Stoffes in geometrischer Progression ab. Nach t Minuten sei noch eine 
Menge vom Gewicht m unverbraucht. Nach Satz 14 ist dann 

i 32, b •{“ filtl • 

a 

Fiir t as 0 ist m = a, also b «= 0, so daB bleibt: 


Daher ist -nach Satz 8: 


In m — In a =-- t : 


wo die Konstant© fl nathrlich negativ ist. Die Different der Logarithmen der nach 
t Minuten noch unverbrauchten Menge und der zuerst vorhandenen Menge ist mithin 
zur Zeit t proportional Alles ist zersetzt, wenn m= 0 wird, dann aber wird | In m | 
unendlich groB, also auch t unendlich groB. Der betrachtete natiirlich nur ideal© 
Vorgang wire also erst nach unendlich langer Zeit vollig beendet. 

8. Beispiel: Ein Kilogramm eines Gases sei in einem Beh&lter von v cbm ein-. 
geschiossen und Clbe auf das Quadratmeter der Wandung einen Druck von p kg, die 
spozifische Spannung, aus. Andert sich das Volumon, bleibt aber die Tem- 
peratur konstant, so gilt das Bo\%usche Gesetz, wonach das Produkt pv konstant 
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ist Bedeutet v 0 das Anfangsvolumen and p 0 die Anfangsspannung, 
pv ** p 0 v 0 oder: 


(9) 


Po v o 


so ist also 


wodurch p als eine Funktion von v gegeben wird, deren Bildkurve in einem p-v~ 
Koordinatensystem nach S. 197 eine gleichseitige Hyperbel ist, von der wir 
in Fig. 214 nux den positiven Ast (fiir v > 0) angedeutet 
haben. Ihre Asymptoten sind die v- und p- Achse. 
Wachst das Volumen von v bis v + dv, so verriehtet 
das Gas die Arbeit pdv. Die Gesamtarbeit bei der 
Ausdehnung von v 0 bis v ist also das Integral: 

V 

fpdv, 


das nach Satz 5, S. 229 , durch die Fl&che zwischen 
der Abszissenachse, der Hyperbel und den zu v 0 und 
gehorigen Ordinaten dargestellt wird. Nach (9) ist diese Arbeit gleich: 

V 

f’PQ v 9 dv = p 0 u 0 In— . 

J v v 0 

to 



§ 4. Der gewohnliche Logarilhmus. 

Der Zweck, den wir bisher in diesem Kapitel verfolgt haben, war, 
den Leser mit einer vielfach bei den Anwendungen der Mathematik 
anltretenden Funktion, mit In x, vertraut zu machen. Der Zweck 
jedoch, den man sonst mit der Einfiihrung der Logarithmen verfolgt, 
ist ein anderer: Man will ein Mittel haben, um schwierigere 
Zahlenrechnnngen zu vereinfachen. Da auch dieser Zweck 
wichtig ist, mlissen wir uns damit beschaftigen. 

Stellen wir uhs vor, wir hatten eine Tafel, aus der wir zu jeder 
Zahl den natiirlichen Logarithmus und zu jedem Logarithmus die zuge- 
horige Zahl entnehmen konnten, so wurden wir viele Rechnungen er- 
leichtem konnen. Denn wir sahen ja in Satz 8, daB 

ln °‘° 2 "'°” = In % + In a 2 +-1- In a n — In — In b 2 —-lnJ m 

h • * * 

ist. Wollen wir also den Bruch 

a i °2 • • . g n 

berechnen, so ermitteln wir die Logarithmen von a, ... l 1 .. ,l m 

aus der Tafel, addieren und subtrahieren sie nach jener Formel und er- 
halten so den Logarithmus des gesuchten Bruches, zu" dem wir in der 
Tafel den zugehorigen Numerus aufsuchen. Wollen wir die n-te Potenz 
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oder w-te Wurzel einer Zahl a berechnen, so gehen wir nach den Formeln 

In (<z n ) = «ln a , In } /a— In ^ ^In a 

(vgl. Satz 9) vor, indem wir In a in der Tafel suehen, mit n oder 
1 : n multiplizieren und zu der gefundenen Zahl (als Logarithms) 
aus der Tafel den zugehorigen Numerus entnehmen. Multiplikationen 
und Divisionen werden also durch das logarithmisehe Rechnen auf 
Additionen und Subtraktionen, Potenzieren und Radizieren auf Multi¬ 
plikationen und Divisionen zuriickgefiihrt, und das ist gewiB eine groBe 
Erleichterung. 

Allerdings miiBten wir hierfiir eine Tafel haben, aus der wir ohne 
groBe Miihe zu jeder Zahl den Logarithmus und zu jedem Logarithms 
die zugehorige Zahl finden konnten, abgerundet auf eine gewisse Anzahl 
von Dezimalstellen. Diese Tafel, von der uhsere Tafel II im Anhang 
ein kurzer Auszug ist, hat aber einen grofien Ubelstand. Nach Satz 10 
ist namlich: 

In (e*) = x , 

wo e jene zwischen 2,6 und 2,8 gelegene Zahl bedeutet, deren natiirlicher 
Logarithmus gleich Bins ist. Hiernach ist: 

In 1 = 0, In e = 1, ln(e 2 )=2, In (e 3 ) = 3 ,... 

Da In a; mit a; waehst, haben also die Zahlen zwischen 1 und e einen Logar 
rithmus zwischen 0 und 1, die Zahlen zwischen e und e 2 einen Logarith¬ 
mus zwischen 1 und 2, usw. Die Ganzen also, die beim Logarithmus 
vorkommen, kann man erst bestimmen, wenn man weiB, zwischen wel- 
chen ganzzahligen Potenzen von e die gegebene Zahl liegt. Nun aber 
sind die Potenzen von e recht unbequeme Zahlen. Auch beruht unser 
Zahlensystem nicht auf den Potenzen von e, sondern auf den Potenzen 
von 10, da 10°, 10\ 10 2 ... die ersten ein-, zwei-, dreistelligen ... 
ganzen Zahlen angeben. Unser Zahlensystem heiBt deshalb ein Dezimal- 
system. Es ware viel angenehmer, wenn nicht die Potenzen von 
e, sondern die von 10 die vorhin gekennzeichnete Rolle fur die 'Be- 
stimmung der Ganzen eines Logarithmus spielten. Dann namlich 
konnten wir sofort aus der Stellenzahl der in der gegebenen Zahl 
vorkommenden Ganzen schlieBen, wie viele Ganze der zugehorige 
Logarithmus hat. 

Nun beachte man, daB die vorhin erwahnten Vorzuge des logarith- 
mischen Rechncns, wodurch Produkte auf Summen und Briiche auf 
Differenzen sowie Potenzen auf Produkte und Wurzeln auf Briiche 
zuriickgefiihrt werden, ihre Quelle in der sogenannten logarith- 
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mischen Eigenschaft: 

(1) In ab = In a -f In J 

haben. Denn bei der Ableitung der Satze 6 bis 9 auf S. 285-287 haben 
wir nur von dieser Eigenschaft Gebraueh gemacht. Zunaehst allerdings 
auch davon, daB In 1 =0 ist; doch diese Eigenschaft kdnnen wir ja 
auch aus (1) ableiten, denn wenn wir in (1) fur 5 Eins setzen, folgt 
In a = In a + In 1, also In 1 = 0. AuBer dem naturlichen Logarithmus 
gibt es nun noch andere Funktionen / (x) mit der in (1) aus- 
gedriickten logarithmischen Eigenschaft 

(^) / (ab) = / (a) -) 1 / ( b ). 

In der Tat, auch 

y = c In x 

ist eine derartige Funktion, w r enn c eine Konstante bedeutet. Denn 
fiir x = ab hat diese Funktion den Wert c In ab, fiir x — a und x = b 
die Werte clna und cln5, und es ist in der Tat: 

eln ab — e In a -f- c In &, 

da dies sofort aus (1) durch Multiplikation mit c folgt. Mithin ist 
clna: eine Funktion mit der logarithmischen Eigenschaft, 
welchen Wert auch die Konstante c haben mag. 

Jene Rechenerleichterungen, von denen wir oben sprachen, wiirden 
wir also auch dann haben, wenn wir nicht eine Tafel der Werte von 
In a:, sondern eine Tafel der Werte von clna; aufgestellt hatten. Nun 
wollen wir die Konstante c so wahlen, daB diese Funktion clna: 
nicht fur x—e, sondern fur a: =10 den Wert Eins hat. Zu 
fordern ist: 

c In 10=1, also e= r \-. 

In 10 

Mithin kommen wir zu der.logarithmischen Funktion 


die fiir x — 1 und x =10 die Werte Null und Eins hat. Noch 
mehr: Wegen in (10 n ) = n In 10 hat diese Funktion fiir iz=10" 
den Wert y =n. Wir haben also das gewunschte Ziel erreicht: Statt 
mit lna; fiihrt man mit In*: In 10 alle logarithmischen Zahlen- 
rechnup.gen aus. Daher heiBt In x : In 10 der gewohnliche Loga¬ 
rithms von a: oder auch nach seinem erstcn Berechner Briggs (1618) 
der BaiGcssche Logarithmus. Man nennt ihn auch den Logarith¬ 
mus mit der Basis 10, wiihrend man den natiirlichen Logarithmus 




§ 4. Der gewohnliche Logarithms . 


297 


als den Logarithmus mit der Basis e bezeichnet 1 . Zum Unter- 
schied von In x benutzt man fur den gewohnlichen Logarithmus von 
$ das Zeichen log a: oder logvulgrr (logarithmus vulgaris x). Wir 
werden stets das Zeichen log,' x und den Namen: gewohnlicher 
Logarithmus anwenden. Unter log a: verstehen wir also die Funk- 
tion: 

( 4 ) ***“££• 

Sie ist wie In x nur fur positive Werte von x vorhanden, 
hat ferner die logarithmische Eigenschaft 

(5) log ab = log a + log b 
und ist fur x = 1 gleich Null: 

(6) log 1=0. 

Nach den vorhergehenden Auseinandersetzungen gelten die Satze 
6 bis 9 auch fur den gewohnlichen Logarithmus. Das ist der Grund, 
weshalb wir damals in den Satzen nur vom Logarithmus, 
nicht vom naturlichen Logarithmus gesprochen haben. Des- 
halb brauehcn wir die Satze nicht zu wiederholen. Wir begniigen uns 
damit, die Formeln fur das Rechnen mit gewohnlichen Logarithmen 
zusammenzustellen: 

+ log a n , 

+ log (In 

— log l m 

Da ferner 

(8) log (10 rt ) = n 

ist, konnen wir fur die gewohnlichen Logarithmen noeh den Satz auf- 
stellen, der dem Satz 11 Uber naturliehe Logarithmen entspricht: 

Satz 15; Der gewohnliche Logarithmus einer Zahl ist 
diejenige Zahl, mit der man die Basis 10potenzieren nuiC, 

1 Allgemrin vmteht man unter dem Logarithmus von x mit irgendeiner 
konstanten Basis B diejenige Zahl y, mit der man die Basis B potenzieren muB, 
um x als Wert der Potenz zu erludten, so daB also B v ~ x ist. Lurch Logari tinnier en 
der Gleidnmg ergibt sioh daraus, daB ?/ In B gleich In x wird. Wenn man nun die 
Konstanfce 1 : In B mit c bezeichnet, erhiilt man y = cln x. Man konimt also wieder 
zu den nnf >S. 2% betrachteten Funktionen. 


log a x a 2 ... a n = log a x + log a* -f • • • 
'Off J = — log a, 

1(>g irv::£ ==logfll+log “ 2+ ‘" 

log 6, log 6 a - 

log (a n ) log a. 
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am den Earner us zu erhalten: 

10 Gew - x °s aTithm ' ,s =Numerus. 


Im Sahulunterrichte, wo die Logarithmen allein zum Zwecke der 
Erleichterung des Eechnens benutzt werden, pfiegt man diesen Satz 
als Erklarung der gewohnlichen Logarithmen an die Spitze zu stellen 
und aus ihm die Eigenschaften der Logarithmen abzuleiten. 

Nach (4) sind die gewbhnlichen Logarithmen zu den na- 
tiirlichen proportional: Kennt man die natiirlichen Logarithmen, 
so braucht man sie nnr mit dem von 10 zu dividieren, um die gewohn- 
liehen Logarithmen zu erhalten. Each dem 3. Beispiel auf S. 283 ist 
abgerundet: 

In 10 = 2,302 585 

und nach dem 4. Beispiel auf S. 284 abgerundet: 


l 

In 10 


= 0,434 29. 


Aus den natiirlichen Logarithmen gehen also die gewohnlichen durch 
Multiplikation mit dem sogenannten Modul (vom lateinischen modu¬ 
lus, Mafistab) 

(9) M =j^- =0,434 29 


hervor. Die Definition (4) der gewohnlichen Logarithmen Iafit sich 
mit Bemitzung dieses Zeichens M anch so schreiben: 


( 10 ) 


log x = M In x. 


1* Beispiel; Nach dem 2. Beispiel, S. 282, liegt In 2 zwischen 
0,69314705 und 0,693147 22, 
nach dem 4. Beispiel, S. 284, liegt M zwischen 

0,43429445 und 0,434 294 67. 

Multiplizieien wir die kleineien Zahlen miteinander und ebenso die grofleren, so er- 
haltea wir zwei Werte, zwischen denen log 2 liegt, namlich; 

0,3010299 und 0,3010301, 
sn daB aui sechs Dezimalstellen abgerundet kommt: 

log 2 = 0,301030. 


Dies Beispiel geniigt; wir sind jedenfalls imstande, im Notfalle 
den gewohnlichen Logarithms irgendeiner positiven Zahl so genau zu 
berechnen, wie wir jmr wollen. Die Logarithmentafeln, iiber deren 
Gebranch wir noeh sprechen werden, enthalten stets die gewohnlichen 
Logarithmen (nnr gelegentlich in einem Auszug auch die natiirlichen). 
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Um aus den gewdhnlichen Logarithmen die natiirlichen berechnen zu 
konnen, fiigen wir in der Tafel III des Anhanges eine ZusammensteUung 
der Vielfachen von 1 : In 10 und In 10 oder also von M und 1 : M hinzu. 
Wie man sie zu benutzen hat, zeigen die folgenden beiden Beispiele. 

2. Beispiel: Aus einer Logarithmen tafel ist log 3 — 0,4771 entnommen worden. 
Um hieraus In 3 zu finden, mussen will : M mit 0,4771 multiplizieren. Hier kommeu 
die Produkte von 1 : M mit 4, 7, 7, 1 vor, die wir der Tafel III entnehmen und 
richtig untereinander stellen, wobei der Punkt als Hilfe dient: 

0,9.210 3 
16.11 8 
16.12 

__ 2.3 

In 3 = 1,0 9 8 5 6 , abgerundet 1,0986. 

3. Beispiel: Im 1. Beispiel, S. 278, fanden wir in In 1,1 = 0,0953. Um hieraus 
log 1,1 abzuleiten, multiplizieren wir M mit 0,0953. Tafel III gibt: 

0,0 3.9 0 9 
2.17 
1.3 



Fig. 215. 


Da die gewdhnlichen Logarithmen zu den natiirlichen proportional 
sind, ktanten wir die in Fig. 213, S. 284, gezeichnete Kurve auch 
als Bildkurve von log x benutzen, wenn wir als y-Einheit die, zu 
x =10 gehorigo Ordinate wfthlten, weil log 10 = 1 ist. Nehmen wir 
dagegen auf beiden Achsen gleich grofie Einheiten an, so geht als Bild- 
kurve von log x die in Fig. 215 hervor, die mit Hilfe der Logarithmen- 
tafel leicht zu zeichnen ist, zumal man auch die Steigungen ihrer Tan- 
. genten leicht berechnen kann. Denn der Differentialquotient des 
gewdhnlichen Logarithmus ist nach (10): 


( 11 ) 


(ilogx M _ 1 

~~dx ~ M da ~ x ~ x In 10 ’ 
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Fur x 5 ist die Steigung kleiner als 0,1. Aber schon etwa vom 
Numerus x = 3 an weicht die Bildkurve nur sehr wenig von einer 
geraden Linie ab. In der Nebenfigur ist alles auf verkleinert, so daB 
der Ast der Kurve unterhalb der 2 -Achse, fur x < 1, nicht mehr zu 
erkennen ist, weil er zu nahe bei der y-Ach'se verlauft. 

Will man Zahlenrechnungen mit Hilfe der gewohnlichep Logarith- 
mentafel ausfiihren, so muB man die Tafel zu handhaben wissen. Man 
muB wissen, wie man zum Numerus den Logarithms und zum Loga¬ 
rithmus den Numerus bestimmt. Wir erortern hier die Anwendung 
einer fiinfstelligen Tafel. Nahere Anweisungen sind den Tafeln stets 
vorgedruckt und zu beachten, da ihre Einrichtung nicht immer die- 
selbe ist. 

Der gewohnliche Logarithmus ist eine Zahl, die aus Ganzen, der 
sogenannten Kennziffer, und aus einem Bruche, der sogenannten 
Mantisse, besteht. Das Wort Mantisse soil aus dem Etruskischen 
stammen und eigentlich eine wcrtlose Zugabe bedeuten. Hoffentlich 
nimint der Leser das nicht zu wortlich! Auch haben die alten Etrusker 
nichts von Logarithmen geahnt. Das Wort Mantisse bedeutet hier den 
Bruchteil, der zu den Ganzen hinzutritt. Der Name Kennziffer fur die 
Ganzen der Logarithmen hat seinen Ursprung darin, daK man aus der 
Kennziffer sofort erkennt, wie viele Stcllen von Ganzen der 
Numerus eines vorgelegten Logarithmus hat. Da namlich 

log (10 w ) = n 

ist, haben die Numeri 

... 0 , 001 . 0 , 01 , 0 , 1 , 1 , 10 , 100 , 1000 ... 

die gewohnlichen Logarithmen: 

... — 3, — 2, —1, 0, 1, 2, 3 ... 

Also hat z. B. ein Numerus von der Form 327, -... emen Logarithmus 
zwisehen 2 und 3, d. h. mit der Kennziffer 2. Urn die Kennziffer 
des Logarithmus zu finden, braucht man also keine .Lo- 
garithmentafel! 

Die Tafeln enthaltcn moistens die Logarithmen aller ganzen 
Zahlen von 1 bis 10 000, aber nur ihre Mantissen. Man kann 
daraus sofort die Logarithmen aller Zahlen ablesen, die nur vier Ziffcrn 
hintereinander auBer Nullen davor oder dahinter aul'weisen. Suchen 
wir z. B. die Logarithmen von 

26 450, 2,645, 0,002 645 . 

Die linke und rechte Zahl sind gleich der mittleren, multipliziert mit 
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einer ganzen Potenz von 10. Es handelt sich namlich urn die Logarith- 
men von: 

2,645 -10 4 , 2,645, 2,645 ■ 10~ 3 . 

Da log ab = log a + log l und log 10” —n ist, sind es die Zahlen: 
log 2,645+ 4, log 2,645, log 2,645 — 3. 

Die Zahl 2,645 liegt zwischen 0 und 10 oder 10° und 10\ ihr Logarithmus 
also zwischen 0 und 1. Er heginnt daher, mit 0,... Die fiinfstellige 
Tafel gibt zum Numerus 2645 die Mantisse 42 243. Also sind 

0,422 43 + 4, 0,422 43, 0,422 43 — 3 

die gesuchten Logarithmen. Man schreibt sie so: 

4,422 43, 0,422 43, 7,422 43 — 10. 

Iin letzten Falle namlich fiihrt man die Subtraktion nicht aus, sondern 
bringt den Subtrahenden auf den Betrag 10, indem man zum Minuen- 
den die entsprechende Zahl von Ganzen hinzufugt. Das Verwandeln 
des Subtrahenden in 10 ist nicht notig, aber fur manche Reehnungen 
bequem. 

Umgekehrt: Zu den Logarithmen 

2,577 61, 0,577 61, — 2,422 39 

warden die Numeri gesucht. Den letzten negativen Logarithmus schrei- 
ben vir zuniichst als Diflerenz aus einem positiven Bruch und einer 
ganzen Zahl, indem wir 3 addieren und dann subtrahieren. Also 
liegcn die drei Logarithmen vor: 

2,577 61, 0,577 61, 0,577 61 — 3. 

Die Beispiele sind so gew&hlt, daB uberall die Mantisse 577 61 ist. Ferner 
kommt diese Mantisse wirklich in der funfstelligen Tafel vor. Sucht man 
577 61 in der Logarithmenspalte auf, so findet man, dafi dabei der 
Numerus 3781 steht. Nun liegt der erste Numerus, da 2 die Kennziffer 
seines Logarithmus ist, zwischen 10 2 und 10 3 , ist also dreistellig 
in seinen Ganzen. Der zweite Numerus ist, da sein Logarithmus die 
Kennziifcr 0 hat, zwischen 10° und 10 1 gelegen, mithin einstellig 
in den Ganzen. Der dritte endlich ist, da sein Logarithmus die Kenn¬ 
ziffer — 3 hat, zwischen 10" 2 und 10 -3 gelegen, heginnt also mit 0,00. 
Demnach sind die Numeri: 

378,1, 3,781, 0,003 781. 

Wenn der gegebene Numerus nicht in der Tafel steht oder mehr 
als 4 Ziff mi nacheinander hat (aufier vielleicht vorhergehenden oder 
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naehfolgenden Nullen), verwendet man das Interpolations- Oder 
Einschaltungsverfahren, Dies Naherungsverfahren beniht darauf, 
daB die Bildkurve von log a: fur ein kleines Stiickchen mit groBer An- 
naherung als Gerade aufgefaBt werden darf 1 , woraus nach § 1 des 
2. Kapitels folgt, daB in einem kleinen Intervalle das Waehsen 
des Logarithmus angenahert proportional zu dem des Nume- 
rus ist. Zur Erleichterung der Kechnung pflegen die Tafeln kleine 
Nebentafelchen zu enthalten, iiberschrieben mit P. P. (d. h. partes pro¬ 
portionates oder Verhaltnisteile), in denen das 1., 2., .... bis 9. Zehntel 
der Differenz zwischen je zwei aufeinander folgenden Mantissen steht. 
Das Einschaltungsverfahren ist genau so wie auf S. '.117 u. f. bei der 
Regula falsi: 

Gegeben sei der Numerus 2(5,457. Wir suchen in der Tafel die 
Mantisse zu 2645, namlich 42 243. Die nachste Mantisse, d. h. die zu 
2646 gehorige, ist urn 16 groBer. Auf das Intervall von- 26450 bis 26460 
Oder 10 kommt also die Differenz 16. Da wir die Zahl 26457 brauchen, 
addieren wir zur Mantisse 42243 also der Differenz 16. Die Nebcn- 
tafd P. P. gibt hierfUr 11,2, wovon man die Dezimale nur zu Abrundun- 
gen benutzen darf. Also ist 42254 die gesuchte Mantisse. Da 26,457 
der Numerus war, ist die Kennziffer des Logarithmus gleich 1, weil der 
Numerus zwisehen 10 1 und 10 2 liegt. Also ist 1,42254 der gesuchte Loga- 


A 5TP c ke , hrt: Ge S eben sei der Logarithmus 2,67768. In 
?f. raf l™ man die Mantisse 57768 nicht, wohl aber als nllchst 
kleinere 57761 wahrend die folgende urn 11 groBer ist. Bei 57761 steht 
Numerus 37 8 L Da der Logarithmus die Kennziffer 2 hat, liegt der 
Numerus zwischen 10 2 und 10°, ist also ctwas groBer als 378,1. WeU 

S ?n um 7 als aufgesuchte ist, wird 

von iT^viTT de ? Nuraerus die sein ’ die an S ibt » wie viele Zehntel 

and Also ist Dl ° Tafo1 P ‘ P ‘ Zeigt ’ daB es 6 Zdmto1 

m f - 378,16 der zu g ehSrl &e Numerus. 

vet £^kf fT er + dar T/ enken ’ daB die Einsehaltung ein Naherungs- 

d er dadurch’vewnn° onckt ware ’ nx " rofics Dewicht auf die Genauigkeit 

so besser Ziffer zu Ic & en * Verfahren ist um 

Wii, te Zn%™e7Zt% r St ° U ° 


1- BetpielTuf^^ .^ ttr , fels , von ^ Liter Inhalt ist (vgl. das 

• •) in cm gleich der dritten Wurzel aus 10000. Da nun 


log f/lOOGO = log (10 000^) = i log IQ ooo 


Geraden zu unterschei'd^'ist . 011 F ' g " 2l5 ’ W ° die Kurve Ubcrhau P t kaum von elner 


8 Dct gewohnliche LogcLvitJitHiifS, 


ist, gibt die Rechiiung: 

log 10 000 = 4, 


log ]f 10 000= 1,333 33 , 

y 10 000 = 21,644. 


6 ; Boispiel: Die Schwingungsdauer eines mathematischen „ v 

die Zeit zwischen zwei aufeinander folgenden Durehganeen dim* ,. d ®| s > d - *>• 
angenahert fur kleine Schwingungen in Sekunden die Zei* d ^ d Lotrecht *’ ist 


■*|/• 


^ olm 1 fie Pendellange in Metem und g die Gravitationskonstante 981 

Wle 81-08 13t hlernach dle Schwingungsdauer eines Pendels von 3,98 Meter L^? 

log! = 0,6999 ^ ' 

logy = 0,9917 

log - = 0,6082 — 1. 

Um den Logarithmus der Quadratwurzel ms l :g zu erhalten, miissen wir mit 2 divi- 
dieren Vorher addieren wir beim Minuenden und Subtrahenden eine Eins dalnit 
der Subtrahend auch nach der Division mit 2 eine ganze Zahl vdrd: * 


log — = 1,6082 - 


-2, log ■j/y- = 0,8041—1 


log = log 3, 142 = 0,4972 
log t = 0,3013, 
< = 2 , 001 . 


Hat man. Rechnungen auszufiihren, bei denen es nicht auf allzu 
groBe Genauigkeit ahkommt, so kann man statt der Logaritbmentafel 
don logarithmischen Rechenschieber benutzen, dessen Vorziige 
darin bestehon, dafi er eine Logarithnientafel ersetzt und die Ad- 
ditionen und Subtraktionen von Logarithmen mechanisch auszufuhxen 
gestattet. Um ihn zu begreifen, tut der Leser gut, sieb ihn nach folgen- 
der Anleitung in einfacher Form aus zwei Papierstreifen herzusteUen. 


V 


v I is I sjs 16.51 %S |«>U'r| 
^ 5 6 7 8 9 10 


20 


30 


1 ~H„" , , i i i ’i | i ; 

w I + j | ss \ es j is I ss i*| 
¥ 50 60 10 SO 9610Q 


Fig. 216 . 


In Kg, 216 haben wir oberhalb der Geraden eine gewohnliche Zahlen- 
skala von 0 bis 2 aufgetragen. Unterbalb der Geraden haben wir mit 
Hilfe der Logarithmentafel die Logarithmen der Zahlen 1, 2, 3 ... 100, 
die ja zwischen 0 und 2 liegen. angedeutet und dabei statt log 1, log 2, 


1 Niimlich einer gewichtslosen Stange mit daranhangendem schw'eren Punkte. 
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log 3... einfaeh die Numeri 1 , 2, 3 . .. angeschrieben, so daB z. B.'die 
3 an der Stelle steht, die nach der oberen Skala das Ende der Strecke 
log 3 = 0,477... ist. Die Einteilung ersetzt eine Logarithmentafel: 
Sie gibt die Numeri durch die Ziffern 1 bis 10.0, dagegen die zu- 
gehorigen Logarithmen dureh die Liingen der Strecken von 
links an bis zu den Numerusmarken, gemessen mit der auf der oberen 
Skala angegebenen Langeneinheit. Wir bitten nun den Leser, die untere 
Einteilung auf zwei schmale Streifen aus dtinner Pappe zu ubertragen, 
so daB die Teilungen beim Aneinanderlegen der beiden Streifen ebenfalls 
aneinanderliegen. Den oberen Streifen wollen wir mit A, den unteren 
mit B bezeichnen. 

Will man ein Produkt ab ausrechnen, so sucht man die Zahl a 
auf dem Streifen A und legt den Streifen B so daran, daB seine Marke 1 
gerade bei a liegt. In Fig. 217 ist a = 2,5 und b = 3,5 gewahlt. Nun 
suche man auf B die Marke b. Ihr liegt eine Stelle c von A gegeniiber. 
Die Strecke von 1 bis a auf A und die Strecke von 1 bis b auf B stcllen 
log a und log b dar, also ist ihre Summe, d. h. die Strecke von 1 bis c 
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Fig. 217. 


auf A, gleich log ab. Da aber auf A statt der Logarithmen die zu- 
gehorigen Numeri durch Zahlen angegeben sind, ist bei c auf A der 
Wert dcs Produktes ab abzulesen, die Zahl c—8,7, so daB sich 
2,5.3,5 oder rund 8,7 ergibt. 

Natiirlich kann man durch das umgekehrte' Verfahren auch die Di- 
visionen ausfiihren. Wenn c : b bercchnet werden soil, sucht man e 
auf A und b auf B, legt die Streifen so aneinander, daB diese beiden 
Stellcn einander gegcniiberliegen, und host auf A den Wert a ab, der 
der Stelle 1 von B gegenuberjiegt. Denn dann ist log a = log c — log b 
= log (e : b). 

Dies ist die einfachste Form des Rechcnschiebcrs. Die M-uflichen 
Rechenschieber sind moistens ■} m lang. Die Teile der Skalen von 10 
bis 100 sind statt .mit 10,11... mit 1,1,1... 10 bezeichnet, was erlaubt 
ist, weil es nur auf die Mantisscn der Logarithmen, nieht auf ihre Ivenn- 
ziffern ankommt, da man die Stellenzahl der Ganzen des Ergebnisscs 
abschatzen kann. 

In Fig. 218 ist der Anfang und Quersehnitt des Schiebers dargestellt. 
Die Skala A ist auf dem Hauptstab angebracht, wahrend die Skala B 
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auf einer in einer Rille versehiebbaren Zunge Z verzeichnet ist. Die 
Skala E ist ein fur uns nebensachlicher Zentimeterstab. Um das Ein- 
stellen auf bestimmte Marken zu ermoglichen, ist noch ein Laufer 
L angebracht, eine in Metall gefaBte Glasplatte, die langs des Haupt- 
stabes verschiebbar ist und auf dem Glas eine feine Querlinie, den Index I, 



I 

Fig. 218. 


tragt. Da log ( x 2 ) = 2 log x ist, stellt die Skala C, die neben B auf der 
Zunge angebracht und in doppelt so grofiem MaBstabe wie B ent- 
•worfen ist, die Logarithmen der Quadrate der Zahlen dar. Dieselbe 
Skala ist in D auf dem Hauptstabe wiederholt. Diese beiden Skalen 
dienen zur bequemeren Ausrechnung von Potenzen und Wurzeln, woriiber 
man naheres in den Gebrauchsanweisungen findet. Um den Rechen- 
schieber von Witterungseinflussen unabhangig zu inachen, sind die 
Skalen durch Zellstoffbelag auf dem Holze hergestellt. Solchcr Belag 
(im Querschnitt schwarz angedeutet) findet sich auBerdem noch an 
einigen anderen Stellen. Der Rechenschieber tragt auf seiner Unterseite 
noch einige Skalen, die wir nieht besprechen. 

Wer oft Multiplikationen, Divisionen, P'otenzerhebnngcn und 
Wurzelausziehen iiberschlaglich machen muB, hat am Rechenschieber 
einen auBerst bequemen Heifer. Manche verlassen sich bei alien Rech- 
nungen so blindlings auf ihn, daB sie sogar z. B. 2.2 damit berechnen, 
dabei etwa 3,95 als Ergebnis finden und dann auf 4 abrunden! 

§ 5. Riickblick und Folgerungen. 

Manche Leute glauben, die Mathematiker hatten die Logarithmen 
nur deshalb erfunden, um sie damit zu qualen. Sie tun damit den Er- 
findern und den Logarithmen groBes Unrecht. Jeder, der Rechnungen 
auszufiihren hat, findet in der Logarithmentafel ein bequemes Hilfs- 
mittel. GewiB lassen sich viele Rechnungen ohne Logarithmen aus- 
fiihren, viele jedoch nieht. In den Anwendungen kommen z. B. oft 

Scheffers Lehrbuch der Mathernatik. 20 
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Potenzen x n vor, deren Exponenten abgerundete Dezimalbriiche wie 
i,41 sind; man mage einmal versuchen, x 1 » 41 fiir x = 2,3 ohne 
die Logarithmentafel zu berechnen! Dieser Versuch ist das 
beste Mttel, die Abneigung gegen die Logarithmen in Hoehschatzung 
zu verwandeln. 

Was manchem die Logarithmen so verhaBt macht, ist ihre Theorie. 
Hat aber nnser Leser die Betrachtungen dieses Kapitels sorgfaltig durch- 
gelesen, so braueht er sieh fiir immer nur noch recht wenig davon zu 
merken, was wir kurz zusammenstellen: 

Zun&chst die Elrklarung des natiirlichen Logarithmus lii# als dcr- 
jenigen Funktion der positiven Veranderlichen x, die den Differential- 
quotienten 1: x hat und deren Wert fiir x = 1 gleich Null ist. Naeh 
Fig. 213, S. 284, wird der Leser den ungefahren Verlauf der Funktion 
innehaben. Merken muB man sich, daB In x positiv oder negativ ist, 
je nachdem x groBer oder kleiner als Eins ist. Aber dies ist schon zur 
Halfte dem Gedachtnis eingepragt, da man weiB, daB In 1 gleich Null 
ist. Wie man die Logarithmen berechnet, vgl. § 2, braueht 
man sich nicht zu merken. Die logarithmische Eigenschaft 
In al = In a + In i wird dem Leser noch von der Schulzeit her be- 
kannt genug sein mit alien daraus fiir das logarithmische Rechnen 
zu ziehenden Folgerungen, wonach das Multiplizieren und Dividieren 
auf das Addieren und Subtrahieren, das Potenzieren und Radizieren 
auf das Multiplizieren und Dividieren zuruckkommt. 

Eines aber sich fest zu merken, ist auBerst wichtig: Unter e 
haben wir diejenige Zahl verstanden, deren naturlicher 
Logarithmus gleich Eins ist. Siehe S. 287. DaB e zwischen 2,6 
und 2,8 liegt, kann man sich auch merken. Aus In e = 1 folgt 
In (e 2 ) = 2, In (e 3 ) = 3 usw., allgemein In (e n ) = n. Weil hier e n der 
Numerus, n der Logarithmus ist, heiBt dies: 

e xat. logarithmus = NumerUS. 

Ferner muB man wissen, wie die gewohnlichen Logarithmen aus 
den natiirlichen hervorgehen. Man merke sich nur, daB sie zu 
ihnen proportional und zwar so beschaffen sind, daB log 10 = 1 ist, 
wodurch man sofort zur Definition kommt: 


DaB man 1 : In 10 mit M (Modul) bezeichnet, ist ziemlich nebensachlich. 

Da der gewohnliche Logarithmus von 10 gleich Eins ist und auch 
fiir die gewfihnlichen Logarithmen die logarithmischen Rechenregeln 
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gelten, folgt sofort log(10 2 )=2, log(10 3 )=3 usw., allgemein 
log (10") =n. Hier ist 10" der Numerus, n der Logarithmus, also: 

IQOew. Loggrithmas __ N umerU S. 

DaB man sich auBerdem im Aufschlagen der Logarithmen und 
Numeri in der Logarithmentafel die notige Gewandtheit erwerben muB, 
ist selbstverstandlich. — 

Die ist alles, was man fUr immer im Gedachtnis haben muB! Alles 
andere folgt leieht daraus, z. B. daB log x positiv oder negativ ist, 
wenn x groBer oder kleiner als Eins ist, ebenso, wie groB der Differential- 
quotient von log x ist. Da namlich log x = M In x ist, ergibt sich 
sofort der Wert M : x. 

Wir sind jetzt imstande, Funktionen zu differentiieren, in 
denen der natiirliehe Logarithmus vorkommt. Denn zu unseren 
bisher aufgestellten Differentiationsregeln (vgl. S. 84, 85, 127, 155) 
tritt hinzu die 

8. Regel (Logarithmusregel): Der Differentialquotient 
von In a; ist 1 : x. 

Da der Differentialquotient von logic den nicht so einfachen Wert 
M: x hat, wobei noch dazu der Modul M eine unbequeme Zahl ist, 
bevorzugt man bei alien mathematischen Betrachtungem 
den natiirliehen Logarithmus so lange, als man keine Rech- 
nungen mit bestimmtcn Zahlenwerten auszufiihren hat. Will 
man dann zu Zahlenrechnungen ubergehen, so setzt man schlieBlich 
iiberall log x : M statt In x und benutzt die Logarithmentafel. 

Man moge irgendein Buch physikalischer oder technischer Natur 
nachsehen. Man wird finden, daB darin bei den allgemeinen 

Formeln immer der natUrliche Logarithmus auftritt. Allerdings 
wird er selten mit In, meistens mit log bezeichnet, deutlicher auch 

gelegentlich mit log nat. Man hiite sich also vor Verwechslungen! 

\ 

1. Beispiel; Soli y = In (a + lx + cx*) differentiiert werden, so setzt man: 

I/* In. g, 0 5= a ■+• Z>a; + cx 2 . 

Dann gibt die Kettenregel *: 

dy _ dy dz dim d(a+lx~\- ca g ) _ b + 2 c x 
dx "" dz dx dz dx "" z 


1 Das in § 4 des Kap, angegebene Schema fiir die Anwendung der Ketten¬ 
regel ist nur fftr Anfhnger. Man mud lernen, schncller nach der Kettenregel zu 
differentiieren. 


20 * 
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dy _ l + 2 cx 
dx ~~a + bx+cx 2 

2. Beispiel: Soli y - [In (a 4* differentiiert werden, so setzt man: 

y = z n , z as In t , i = a + Mx. 

Nach der Kettenregel kommt: 

dy _ dz n d\n t d(a+ j/zj _ w 2 n ~ x 
dac dz dt dx t. 2]/x 


dy __ n [In (a 4- Vx) ] n 1 
da: 2 (a + J/a:) J/a: 

Besonders niitzlich ist der Logarithmus fur die Differentiation 
eines Produktes 

(1) y v , 2 Uq ... u n , 

wo «!, m 2 , u 3 ...u n Funktionen von x bedeuten sollen. Aus 
In y = In iq +■ In u 2 + m w 3 H-f- In u„ 

folgt: 

/o\ dln !/ dln “x , , iln« 3 . rfln«„ 

w ~sr ~~^r + ~^r + -^r + --- + -dT- 

Nach der Kettenregel aber ist, wenn In y =z gesetzt wird: 

dl ny _ dz _ dz dy^ _ dint/ dy 1 dy 
dx dx dy dx dy dx ~ ~y dx ‘ 

Ebenso ist: 

din u% JL_ dw, dLn u 2 1 du 2 

dx th dx ’ dx Mj dx ’' ' * 

Mthin gibt (2): 

(3) + __ 1 d.u n 

■ ' y dx Mj da; «2 da tt s da; + ** u n da: ' 

MnltipMeren wir diese Formel mit y oder ^ m 2 m 8 ... w„, so geht 
der gesuchte Differentiaiquotient dy.dx hervor. Also gilt der 

Satz 16: Der Differentialquotient eines Produktes, 
dividiert mit dem Produkt .selbst, ergibt sich, indem man 
den Differentialquotienten jedes Faktors mit dem Faktor 
selbst dividiert und alle diese Briiche addiert, in .Formel: 

d (% u a ■. ■ w n ) du t duj du n 

dx dx ,dx dx 




Uj ^ 
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Dies Verfahren heifit die logarithmische Differentiation. 
Man kann auch sagen: 

Satzl7: Urn den Differentialquotienten eines Produktes 
von beliebig vielen Faktoren zu finden, differentiiert man 
jeden Faktor fur sich, multipliziert ihn mit alien iibrigen 
Faktoren und bildet die Summe aller dieser Ausdrucke, 
in Formel: 

d (% u a ... u n ) du t , du % . , du n 


I t | 

: *. U n + .. . + U X IU. . .Un -1 ~j~y 


3. Beispiel: Die Funktion 

y - («i + b x x) ( a 2 + b 2 x) (a z 4- b z x) (a 4 + b A x) 
soli differentiiert werden. Logarithmische Differentiation gibt: 


4 ~ \ x 


a 2 + b 2 x 


_ bs 

a z + b 3 x 


a 4 4- b t x 


oder, wenn mit y multipliziert wird 

dy _ \ In 1 


= K (a 2 4- M) («s + M) (a* + + 

4- b 2 (% + 6 X a) (o 3 4- M) (« 4 + & 4 ®) + 

+ &sK+ M) («a + M) («4 + ^4^) + 

4- & 4 (a x 4- 6 X re) (a 2 4- & a a) (o 8 + & 3 *) * 

4. Beispiel: Gesucht wird der Differentialquotient von: 

y •-= z 3 (l 4- 1^) In (1 — a;). 
Logarithmische Differentiation gibt: 

1 1 

J_ ^ 3jc 2 If/x _ 1 — ag 

y dx a? 3 1 4- Kz In (1 — a) 


2 ((/a; 4- a) (1—.») In (1 — a?) 


3 a 2 (l 4- ) In (1 — x) 4- 3r - 7 = In (1 x) 

V% 


xfi (l 4- Vx) 


X* (3 4- i Vx) In (1 —«) • 


3^(1 4~ Vx) 
l — x 





Siebentes Kapitel. 

Die Exponentialfunktionen 


§ 1. Das Gesetz des organischen Wachsens. 

Die Betrachtungen des vorigen Kapitels werden wesentlieh ver- 
vollstandigt durch das, was wir jetzt vortragen werden. Das 
sechste und siebente Kapitel gehoren aufs engste zu- 
sammen. 

Wir gehen von folgender tlberlegung aus: Die Ursache die 
das W r achsen oder Abnehmen einer GroBe bedingt, liegt manchmal ge- 
wissermafien in ihrer eigenen Kraft. Eiri organisehes Wesen z. B. 
besteht aus lauter Zellen, und jede Zelle beteiligt sich an neuer Zellen- 
bildung, wodureh der ganze Organismus wachst. Wenn so jedes neu 
gebildete Teilchen aus sich heraus immer wieder neue Teiichen er- 
zeugt, liegt die Vermutung nahe, daB die Geschwindigkeit, mit 
der die GroBe dieses Organismus wachst, proportional 
zur jeweils schon erreichten GroBe ist. Dies wirdungefahr 
fur den Holzbestand einer Waldung gelten, aber auch z. B. fiir die 
Bevolkerungszahl ernes Landes. Denn je grofier die Bevolkerungszahl 
ist, um so starker wird sie sich vermehren. Auch in der anorganischen 
Natur treten ahnliche Erscheinungen auf. Wird z. B. ein Kbrper auf 
verschiedene Temperaturen erhitzt, so wird die Warmemenge, die er, 
sich abkiihlend, an die Umgebung abgibt, um so grfljBer sein, ie hbher 
sane eigene Temperatur ist. Dieselbe Erscheinung tritt auf einem ganz 
Mideren Gebiete, in der sogenannten politischen Arithmetik auf, 
111 der mathematischen Theorie der Zinsrechnung: Ein Kapital 
■ ■■gt um so mehr Zinsen, wachst also um so mehr, je grdfier es ist. 
Nur emige Baspiele haben wir herausgegriffen, um auf die Wichtigkeit 

Sja?? ^“ eisen ’ ** jetzt genau formulieren: Die 

GroBe y soil eme Funktion von x sein, und die Geschwin- 
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digkeit, womit sie bei wachsendem x zunimmt, soli propor¬ 
tional zum schon jeweils fiir das betrachtete x erreichten 
Werte y sein. Mmmt x um dx und infolgedessen die abhangige 
Veranderliche y um dy zu, so ist (vgl. S. 70) der Differentialquotient 
dy : dx das MaB dieser Geschwindigkeit, ganz gleiehgiiltig, ob wir unter 
x die Zeit oder eine andere veranderliche GroBe verstehen. Unsere An- 
nahme ist mithin diese: y soil eine Funktion von x sein, deren 
Differentialquotient dy:dx proportional zu dem Werte y 
selbst ist: 

m 

wo also c eine Konstante bedeute. 

Da dieses Wachstumsgesetz, wie gesagt, namentlich bei organischen 
Grbfien vorkommt, nennen wir es das Gesetz des organischen 
Wachsens. 

Die Aufgabe, diejenigen Funktionen y von x zu ermitteln, die 
der Bedingung (1) geniigen, hat Ahnlichkeit -mit der Aufgabe, die wir 
uns zu Anfang des vorigen Kapitels (S. 263) stellten. Hier wie dort ist 
y eine zunaehst noch unbekannte Funktion von x, da hier wie dort vor- 
erst nur ihr Differentialquotient vorliegt. Aber es besteht doch ein 
wesentlicher Unterschied. Damals war der Differentialquotient in der 
Form 1 : x gegeben, also ausgedruckt durch die unabhangige Ver¬ 
anderliche x. Jetzt aber ist der Differentialquotient in der Form (1) 
durch die uns noch unbekannte Funktion y selbst ausgedruckt. Die 
neue Aufg-abe ist jedoch nicht schwieriger als die alte. Wir konnen 
sie auf drei Weisen in Angriff nehmen. Jeder Weg fiihrt zu 
neuen Ergebnissen, und alle diese Ergebnisse zusammen warden dazu 
dienen, unsere Kenntnisse von Funktionen wesentlich zu vervoffstan- 
digen. 

Zunhchst wollen wir die Aufgabe ein wenig vereinfachen, 
namlich die Konstante c in (1) gleich Eins wahlen, also die Frage 
aufwerfen: 

Welche Funktionen y von x haben deh Different'ial- 
quotienten 


mit anderen Worten: w'elche Funktionen stimmen mit 
ihren Differentialquotienten uberein? 

Der erste-Weg, diese Frage zu beantworten, bietet sich natur- 
gemaB so dar: Einer Funktion y von x, die den Differentialquotienten 
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(2) hat, ko mm t eine stetige Bildkurve zu, denn fiir jeden endlichen 
Wert yon y ist naeh (2) auch dy : dx endlich, also wird mit dx auch 
dy unendlich Mein, d. h. die unbekannte Funktion y ist iiborall 

da, wo sie endlich ist, auch stetig. Weun 
nun P Oder ( x ; y) ein Punkt der Bildkurve ist, 
siehe Fig. 219, muB dort die Steigung ihrer 
Tangente naeh (2) gleich y : 1 sein. Vom FuB- 
punkte Q der Ordinate QP — y aus tragen wir 
daher die a>Einheit auf der z-Achse im nega- 
tiven Sinne bis T ab und ziehen die Gerade 
TP. Sie ist die Tangente der Bildkurve in P. 
Da wir noch nicht wissen, wie die Bildkurve ver- 
lauft, warden wir fiir moglichst viele Punkte P die 
Gerade TP zeichnen, also an recht vielen Stellen 
P die Eiehtung angeben, der die Kurve folgen miiBte, wenn sie durch 
den betreffenden Punkt hindurchginge. Wir gelangen so zura Bild 
einer Stromung, wie schon friiher auf S. 214 u. f., 264, und ent- 
nehmen daraus, daB es unendlich viele derartige Funktioncn y gibt. 

Eine Figur hierzu ist jedoch unnotig. Denn die Fig. 219 ist 
nichts anderes als die friihere Fig. 207, S. 263, mit de.m cin- 
zigen Untersehiede, daB die z-Achse mit der y-Achse ver- 
tauscht ist. Das Strombild wird daher durch Fig. 208, S.264, gegcben, 
wenn wir darin die a-Achse als y-Achse und die z/-Achse als z-Achse be- 
zeichnen. Anders gesagt: Die jetzt gesuchten Funktionen gehen aus 
den Funktionen 

1 x 
y=ln~, 

ba denen die Konstante dasselbe Yorzeichen wie x hat, siehe S. 290, 
durch das Verfahren der Inversion (S. 151) hervor. Wir haben 
x mit y zu vertauschen, d. h. jetzt ist: 

(3) 2=ln-^. 

a 

Zum Numerus y : a gehort also der natiirliche Logarithmus x. Naeh 
Satz 10, S. 287, ist aber x der natiirliche Logarithmus von e m , Daher 
kommt: 


Oder sehliefilich 

W 2/=ae*. 

Wdl y dasselbe Vorzeichen wie a hat, mufi e* positiy sein. Wir ver 


t Y 



Fig. 219. 
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stehen daher untqr e* stets^Tp^^^7X77=“ 

1st , B. . - J, so soil «. die positive QuodmwS an, , ^ 
Safe 1: Diejenigen Funktionen y 70 n x die n, 
Differentialquotienten iibereinstimmen, haben die Form 

y — konst, e», 


wo e x den positiven Wert der Potenz bedeutet. 

Insbesondere ist e x selbsfeine derartige Funktion. Also folgt: 

Safe 2: Der Differentialquotient von e* ist «•, in Formel: 


Wir sind hier auf Funktionen gestofien, die Potenzen mit ver- 
Snderlielren Exponenten sind. Sie heifien ebenso wie a*, af 
(In®)*, aV x usw. Exponenti'alfunktionen und unterscheiden’sich 
durchaus von den in § 1 des 3. Kapitels betrackteten ganzen Funk- 
tionen wie z. B. x n , wo der Exponent n konstant ist. Daher be- 
folgen sie andere Differentiationsregeln, worauf wir schon gelegentlich 
(S. 161) lxingewiesen haben. — 30 

Wir schlagen jetzt einen zweiten Weg ein, um Funktionen zu 
finden, die mit ihren Differentialquotienten ubereinstimnien. 

Die Funktionen 1, x, x\ a 3 . .. haben die Differentialquotienten 
0, 1, 2®, 3® 2 ... Daher haben die Funktionen 

1 x a? e* e* 

L ’ 1 ’ 1.2’ 1.2.3’ 1.2.374 * * ’ 

die Differentialquotienten: 

0 l — — —. . . 

’ ’ l > 1.2 ’ 1.2.3 


Die Funktion also, die ihre Summe bis zur w teD Potenz ist und die wir 
vorl&ufig mit j(x) bezeichnen wollen, namlich: 

E 2 , E* 


(5) 


/( *)=1 + T + 


1.2 ' 1 . 2.3 


+ •*• + 


1 . 2 .. 


hat einen Differentialquotienten, der geradeso aussieht mit einem 
Unterschiede: Der letzte Summand fehlt. Also ist: 


( 6 ) 


d m 

dx 


/(*) 


E n 

1.2...W* 


Wir behaupten nun: Je groBer wir die ganze positive Zahl n 
wfthlen, um so weniger weicht das reehts abzuziehende Glied 
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1-2...n 


von Null ab. In der Tat. Wie auch x gewahlt sei, immer gibt m eine 
ganze positive Zahl m , die grofier als der absolute Betrag von x 1st* 
Wahlen vir nun n noch groBer als m, so konnen wir das in Rede stehende 
Glied so zerlegen: 

(7) _ 3 m ~" 1 T n—m4- 1 

1.2.3 ... (m — 1) m (m + 1) . . . n 

Bn zweiten Bruche stehen oben und unten je n — m + 1 Faktoren. 

Da m-f1, m+2,...n .groBer als m sind, ist der absolute Betrag 
des zweiten Bruches kleiner als der des Bruehes 


( 5 )’ 


■—-m-hl 


Potenz £ t 6 T° n * : M kleiner aIs Eins ist - diese 

bS i„ 7 flr- S 7f er ’ 36 ***" w ist ’ w ^end sich der erste 

Demnach gilt in ^e^TaOei^ 61111 ^ ^ Wachsen 

Satz 3: Der Bruch 


T n 


1 - 2.3 

s V t 0 e r tl n nLt nt w g i, nZe . P ° sitiYe Zahl ist, strebt fur lim n 
r , , Nu *’ Wle auch lramer cc gewahlt werde 
ehen w nun zu (6) und (5) zurtick, so folgt daraus: 

Satz 4: Der Unterschied der Punktion 


= + Or> 


i + ±+jL± ~ 

~ 1 + O + 073 + b —5-7 

die gan!e m po°h I v7zahI lq » < hinrekh k 7“ d » d ' ,rcl ‘' d » B 

gemaeht werden, wf, i” *«* ««*. »o klein 

Fdnhion »h d"eT“"h 1 * 
W l + -2 v f-!^ + __£_ + 

,to * ^ “ sses rr« 


z 3 
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nicht immer gelten, obgleich die unendlichen Reihen auch Summen 
sind. Wir vollen dies naher begriinden, machen also hier eine kleine 
Abschweifung von unserer eigentlichen Betrachtung: 

In der Axithmetik gilt das Gesetz: Haben die Glieder einer Summe 
endliche Werte, so hat auch die Summe einen endlichen Wert. DaB 
dies nicht fur Summen von unendlichvielen Gliedern zu gelten braucht, 
auch wenn die Werte der Glieder sich mehr und mehr der Null naherni 
zeigt das Beispiel: 

!+§- + T + T + jH-. 


d. h. die Summe aller sogenarmten Stammbrtiche, 




oder 


l_ 

2 ’ 


Denn es ist 


1 1 , 1 , 1 4 , 1 


Ebenso ist die Summe der naehsten 8 Gheder groBer als 4, dann die der 
naehsten 16 Glieder usw. Also hat die unendliche Iieihe die Summe oo. 

Ferner konnen Summen von unendlichvielen Gliedern iiberhaupt 
keinen bestimmten Wert haben. Ein Beispiel bietet die Reihe 

1 —1 + 1 —1 + 1 — 1-4 - 


Der Leser moge selbst fiber ihre vermeintliehe Summe nachgriibeln. 

In der Arithmetik gilt ferner der Satz, daB cine Summe ihren 
Wert bei anderer Anordnung der Glieder nicht andert, da a + b — b + a 
ist. Auch dies gilt nicht immer fur unendliche Reihen. Ein Beispiel 
ist dies: 


(9) 



1 3 4 r 5 


also die Reihe aller Stammbriiche, aber mit abwechselnden Yorzeichen. 
Wenn man n&mlieh in der Reihenfolge, wie die Glieder hier vorliegen, 
nach und nach addiert und subtrahiert, uberzeugt man sieh leicht 
davon, daB die Summe kleiner als Eins, aber positiv ausfallt. Neben- 
bei bemerkt, kann man beweisen, daB sie gleich In 2 oder 0,693... 
ist \ Wenn man nun dieselbe Reihe so anordnet: 


( 10 ) 


1 + 


1 1 _L 1 L 1 1 , 1 , 1 

T”T+T+T”4+9+n 


14 - 14 - 1-1 + . 

6 n 13 ^ 15 8 ' 


1 Dies wfirde allerdings'aus Satz 3, S 278, filr x = 1 folgen, aber das ist item 
Beweis, weil x in diesem Satz auf Weite zwischcn —1 und 4- 1 beschrftnkt wurde. 
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also immer zwei positive Glieder oimmt und darauf ein negatives 
folgen laBt und zwar so, vie die Reihe (9) es naoh und nach gibt, 
enthalt (10) genau dieselben Glieder vie (19). Aber die Summe, in 
der Anordnung (10) berechnet, gibt einen anderen Wert als vorher, 
namlich das f-faehe (also' f In 2). Wir wollen den Beweis hierfiir 
nur in der Anmerkung 1 andeuten, um nieht zu weit von unserer 
eigentliehen Aufgabe abzuschweifen. 

"In der Arithmetik werden die Gesetze fiir Summon immer unter 
der stillschweigenden Yoraussetzung bewiesen, daB die Anzahl der Sum- 
manden endlich sei, und das Vorhergehende zeigt, dafi sie fiir Summen 
von unendlich vielen Gliedern nieht zu gelten brauchen. Deshalb darf 
man nieht ohne weiteres glauben, da6 die oben aufgestellte Summe ( 8 ) 
fiir irgendein bestimmtes x einen bestimmten endliehen Wert babe, 
vielmehr muB man das erst noch beweisen. Ware es nieht; der 
Fall, so ware ja die in Satz 4 aufgestellte Funktion nieht bestimmt. 
Nun wird sieh aber der Leser vielleicht fragen, warum wir denn 
bei den unendlichen Reihen in § 2 des vorigen Kapitels alle diese 
Bedenken gegenuber unendlichen Reihen nieht geauBert haben. Das 
liegt an Folgendem: Damals stand, bevor unendliche Reihen vor- 
kamen, fest, daB In x fiir positives x eine iiberall stetige .Funktion 
ist (vgl. Satz 1, S. 268), und dann ergab sich, daB In (1 + x ) gleich 
der unendlichen Reihe in Satz 3, S. 278, fur — 1 < x < + 1 sein 
muB. Mithin folgt; Damals war es von vornherein sicher, daB 
die unendliche Reihe fur — 1 < x < + 1 eine stetige Funktion dar- 
stellt. 5 


Anders liegt die Sache jetzt. Wir mussen noch dartun, daB die un- 
enjmche Mhe (8) fiir jedes endliche x einen bestimmten endliehen 
Wert hat. ZudiesemZwecke brechen wir die Reihe nach dem mit x n be- 
iiafteten Glied ab; wir bilden also die Summe 


(id 




• + 


1.2.3...m * 

mdem wu unter n eine bestimmt gewahlte ganze positive Zahl verstehen. 

Ir fn SUmme ; 6 i ne endKche AnzaM von Gliedern hat, wissen 
W ’ daB ae eme stet M?e Funktion fur aUe Werte von x ist, denn sie ist 

SmJe der™ ersten Gliede^vxin tm'JTl ^ ™ (9) Mit lind die 
uueQer von GO) mit b n bezeichnet, ist namlich stets 

a in + J a 2 n- 

-Fir Iimn= + oo folgt also: 

s «= “co + ia a = fa* . 
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“rrc E r° - - 


£«+*» 


(12) -g ? +1 , s™+2 

hinzufiigt, entsteht ein Wert, der yon dem dei* Summe (11) abweicht 
Man nmfi nun teigen: Hat man « himeichend gr«6 gwait "o 
dieae Abmciehung so germg, me nan nur vorselreibenmo Man nmB 

ft“ Trt nSi, , de '“ *«‘**™U » ““«b g 

St Z so “n treb ‘- “ lls " nacl1 +“ s *"“- D- *»e? 

Der absolute Betrag einer Summe ist nach Satz 8 S 59 nicht 
groBer ab die Summe der absoluten Betrage aller einzdnen Gli“dt 
Daher ist der absolute Betrag der Summe (12) nieht grofier als 


i«+i 


oder: 


i-2. .. (w + l)" 1- 1.2. .. (n+ 2) 


l»+2 


_I |x 1 n+m 

1.2 .. * (n + m) 



i»+i 

[i+1*1* +...+ i*r +m l 

1.2 . . 7 


L « + i (n+2)(«+3) ^ (»+2)(» + 3)...(«+-m)J 


Hrsetzt man die Nennerfaktoren n+3, ...n + m samtlich durch 
die klemere Zahl n-\- 2, so vird der Wert groBer. Daher ist der 
absolute Betrag der Summe (12) erst recht “kleiner als 


I *i * +1 

1.2.7; (n + 1) 



n + 2 



' ui \ m ~ r 

,n + 2 / 


Die in den eekigen Klammern stehende Summe hat m positive Glieder. 
Sie ist. kleiner als die Summe von unendlich vielen positiven 

Gliedern: 


1 + 


2 



W&hlt man nun n + 2 groBer als | x |, so kann man auf diese 
unendliche Reihe den Satz 2, S. 274, anwenden. indem man darin x 

(lurch 


n+ 2 


ersetzt* Also ist die in den eekigen Klammern stehende Summe 

kleiner als 
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somit der absolute Betrag der Summe (12) kleiner als: 

U | n+1 l 

1 .2... (n + 1) ‘ , |s| ‘ 

n + 2 

Wahlt man n hinreichend groB, so weicht der erste Faktor dieses Pro 
duktes nach Satz 3 beliebig wenig von Null ab, w&hrend der zweito ftir 
lim »= + oo nach Eins strebt, so dafi der gauze Ausdrucfc fir 
limn = +oo nach Null strebt. Damit ist der Beweis geliefert 

Statt des Satzes 4 konnen wir also den folgenden ausspreeheti, der 
mehr besagt: 

Satz 5: Die unendliehe Reihe 


1+ i' + r72 + T72T3" 1 - 

stellt eine stetige Funktion dar, die mit ihrem eigem*n 
Differentialquotienten ubereinstimmt, und zwar fur jeden 
Wert von as. Brieht man die Reihe nach dem Gliede mit der 
M-ten Potena von x ab, so ist der absolute Betrag des ver- 
nachlassigten Restes kleiner als 

H n+1 i 

1.8... ( »+1) ‘ T | a | ' ’ 

RTs?sS1iir d lf * g T Ber als 1 ^ 1-2 gewahlt wird. Der 
■nest strebt fur lim« = -f oo nach Null. 

wJ e “ ™ **** mit dem dem entten 

weil e®=l 1st Also ist die ^onst e gleich der Konstante, 

ai *m wicktigen Sara gekommen: *” ' 8 ' ; ' Ch E "“' D,mit sind wir 

^ 61 Mr i,de ‘ * is ‘ ' stetige Punktioa: 

„ ld . *" =1 + t + A+rf^ +• • • 

“* 4,W ' Wet, der Pet,.. 
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Aus der B ; ldkurve der Funktion y = Inx geht nach 
S. 312 die der Funktion y =e x hervor, wenn man die Ab- 
szissen x mit denOrdinaten y vertauscht. In Fig. 213, S. 284, 
war die a:-Einheit gleich der y-Ein- 
heit gewahlt worden. Deshalb kann | 
man die Vertauschung dadurch be- 
wirken, daB man die Zeichnung um 
die den Winkel der positiven x - und 
y-Aehse halftende Gerade herum- 
klappt. Dann zeigt sich, daB die 
Bildkurvc der Funktion e* be- 
st&ndig steigt, also im zweiten 
und ersten Quadranten verlauft, in- 
dem sie sich der negativen r-Achse 
ini Unendlichfernen anschmiegt, an 
der Stelle 7/ —1 die y-Aehse schnei- 
det und fur lim x = + oo auch 
lim y = + oo wird, siehe Fig. 220. 

Wir wollen jetzt zu der all- 
gemeineren Frage (S. 311) zuriick- 
kehren, welche Funktionen y die 
Eigensehaft liaben, zu iliren eigenen 
Di ff erentialquotienten proportio¬ 
nal zu sein: 




■555SSSS S5SS5 

■■■■■■■■ wAmu 


Da e nach Satz 2 den Differential- 
quotienten e x hat, lehrt die Ketten- 
regel, daB der Funktion e cx der 
Differentialquotient c e “ zukommt. 

Denn wenn man it = e“ und z—ex setzt, hat man 


■BS1BSSS? 


Fig. 220. 


du d z 
‘ dz dx 


Mi thin hat die Funktion u —e cx diejenige Eigensehaft, die m (13) der 
Funktion y auferlegt wird. Wir wollen nun den Differentialquotientcn 
des Bruches y : u bilden. Die Bruehregel gibt: 


It 4 
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also, da dy.dx- 
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-cy nach (13) sein soli und da clu 

'(f) 


: dx =cu ist: 


dz 

d. h. -J ist eine Konstante a, daher y 


ucy — ycu 

" t/2 — u , 

(tu oder wegen u 


n cx , 


y =ae . 

Dies liefert den 

dv 

d* =c y 

ist, no c eine Konstante bedeutet, hat die Porm: 

y — konst. e° x . 

Dabej bedeutet aen positiven Wert der Potenz 

,™ 7 « e ’ 7 ? s “ 

angewachsen a3: ’ ““ m 'W iches Capital von a Mark 


Cl *-]- 


100“ oder a ( 1 +jJo)- 


a ( 1 + ilo)- 

In. x Jahren ergibt sich entsprechend: 
(14) 


y 


= “( 1 + foo)‘ 


SJSfEiZ K»PW» g«H*t nicht stefig, *o„d,rn schritt- 
, r Jahr, also ist der Zeitzuwachs Ax = 1. In diesem Zu 

WaChS ™ * Jahre » «» ® * +1 Jahren wachst das KapSl d2“ch on 
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den Wert y erreicht hat, 
py : 100. Daher ist: 

Ax — 1, 


um seine Jahreszinsen Ay. 

An, — JLu 4l —JP V 

A y~~m y ' Ax loo 27 * 


Sie sind gleich 


Also ist der Dilferenzenquotient von y (nicht der Differential- 
quotient) zu y proportional. 

Das Jahr werde nun in m gleiche Teile geteilt, und wir wollen 
annehmen, daB die in jedem Teile des Jahres (z. B. in jedem. Monat, 
wenn m = 12 ist) erwachsenen Zinsen stets am Schlusse des Ab- 
schnittes zum Kapital geschlagen und also im nachsten Teile des Jahres 
mitverzinst werden. Jetzt haben wir in x Jahren mx Zinstermine. 
Aber statt des auf das ganze Jahr bezuglichen Prozentsatzes p miissen 
wir fur jeden Abschnitt nur noch p : m sotzen. Statt (14) ergibt sich 
demnach als Kapital y nach x Jahren: 


(15) 


y 



p 

100 m 


mx 


Bis zum folgenden Termin wachst die Zahl x der Jahre um 1 : m und 
das Kapital y um py : 100 m. Also ist hier: 


Ax =- 


100 m “' 


Wie vorhin bei Jahresterminen ist somit der Differenzen quotient 
(nicht Differentialquotient) von y proportional zu y, und zwar das 
p : 100 fache von y. 

Jetzt stellen wir uns einen Fall vor, der im Bereiche der Geld- 
geschafte nicht vorkommt: Die Anzahl m werde unendlich gro8, 
d. h. nach jedem unendlich kleinen Zeitieilchen sollen 
die in diesem Teilchen erwachsenen Zinsen zum Kapital 
geschlagen werden. Alsdann wird aus Ax ein unendlich Weiner 
Zeitzuwachs, ein Differential dx. Das schon gewordene Kapital y 
wachst in diesem Zeitteilchen um sein Differential dy. Wir haben 
also jetzt 'Statt (15) und (16) 

j y= alim(l + ^purhmm= + oo, 

(1?) I = J' 

[ dx 100 ”' 

Die GroBe y, das in x Jahren erwachsene Kapital, ist 
daher eine Funktion von x, deren. Differentialquotient pro¬ 
portional zu y selbst ist. Kach Satz 7 muB diese Funktion die 
Form konst. e m haben. Da sie fur x = 0 den Wert a hat und da 

Scheffers, Lehrbuch d. Mathematlk. 21 
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koXFlSTT^O den"Wert konst, h^ist sie insbesondere von dor 
Form: 

ex 

(is) y = ae • 

Was die Konstante e betrifft, so ist nach Satz 7 der Differential- 
quotient gleich cy, nacb (17) gleich py : 100. Mithm kommt: 

( 19 ) c = 156 ' 

Wir konnen nun die in (17) angegebene Gestalt von y der Gestalt 
(18) naherbringen, indem wir 

(20) =», also m = f | 0 w 


setzen. Denn dann ist 


p \7jur 




100 mj 


Nach (20) ist limn = + °°, wenn limm = +* oo ist. 


foo* • 

Also gibt (17): 


y — a lim 



fur lim » a= + oo, 


Yahrend nach (18) und (19) sein muB: 

v 

(2x) y ~ae 10 ° x . 

Mithin ist: 

1 + ~) n ] 10(? * fur bmn =+ oo. 

Da dies fiir alle Werte der Konstanten p und der Ver&nderlichen x 
gelten muB, ergibt sich fur p = 100 und x = 1 die wichtige neue 
Formel: 

(22) e =slim |l + —j* fiir lim n = + oo . 

Mit dieser Formel haben wir fiir die Zahl e, die auf S. 287 als der- 
jeiiige Numerus definiert wurde, dessen natiirlicher Logarithmus gleich 
Eins ist, eine yon den Logarithmen unabhangige Darstellung 
durch einen Grenzwert gefunden: 

Satz 8: Die Zahl e ist der Grenzwert der positiven Potenz 
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AuBerdem hat sich ergeben: 

Satz 9: Hat ein Kapital den Anfangswert a und wachst 
es nach dem Zinseszinsgesetz um p Prozent jahrlieh, doeh 
so, daB die in jedem unendlich. kleinen Zeitteilchen dx ge- 
wordenen Zinsen sofort nach ihrer Entstehung zum Kapital 
geschlagen und nach demselben Gesetze mitverzinst werden, 
so erreicht das Kapital in x Jahren den Wert: 


-A* 

y = a e 100 

Sehen wir von der Deutung der abhangigen Veranderlichen y als 
Kapital und der unabhangigen Veranderlichen x als Zeit vollig ab, so 
liegt wieder das Gesetz des organischen Wachsens vor. Wenn 
wir wie in (19) die Konstante p : 100 mit c bezeichnen, konnen wir se 
so aussprechen: 

Satz 10: Wachst 
eine GroBe y als 
Funktion von x 
nach dem Gesetze 
des organischen 
Wachsens, indem 
ihr Differential- 
quotient stets das 
c-fache ihres ge- 
rade erreichten 
Wertcs y ist: 
d y 
dx 

wo c eine Kon¬ 
stante bedeutet, 
und hat sie fur 
x =0 den Anfangs- 
wert a, so ist sie 
die Funktion: 
y —ae cx . 

Sie wachst nach 
dem Zinseszinsge- 
setze fUr unendlich 
kurze Intcrvalle 
von x mit dem 


■-cy 



Fig. 221. 


21 ' 
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Prozentsatze p =100 c, berechnet fiir das Intervall Eins 
von x. 

In Pig. 221 wird der bei der Zinseszinsrechnung verfolgte Weg in 
seinen ersten Schritten und im SchluBergebnis von x — 0 bis x — 7 
veranschaulieht. Dabei ist der Anfangswert a — 1, der Prozentsatz 
p — 20, also c — 0,2. Die unteren drei Linien sind gebrochen. Die 
unterste, die sich auf Jahrestermine (Ax =1) bezieht, verbindet die 
Punkte, die sich fur x — 0, 2 ... ergeben, die nachste, die sich auf 
halbjahrige Termine (Ax — bezieht, verbindet die Punkte, die sich 
fiir x = 0, 1 , 1-J- .. . ergeben. Die dritte bezieht sich auf viertel- 

jahrige Termine (Ax — |). Die oberste Linie endlich ist die Bildkurve 
der Funktion y — e 0 * 2 *. 


§ 2 . Exponentialfunktionen und Exponentialkurven. 


"Wir fassen zusammen, was man aus dem vorhergehenden Para- 
graphen behalten muB: Die Hauptsache ist, daB e x den Differen- 
tialquotienten e x hat, und daB man e* fiir jedes x als die unendliehe 
Reihe darstellen kann: 


( 1 ) 


! = 1 + f + T 


a 2 


1.2.3 


+ 


tTbrigens nennt man das Produkt der n ersten ganzen Zahlen 
1.2.3 .. .n auch w-Fakultat, gesehrieben n !, so daB man statt (1) 
schreiben kann: 


( 2 ) 


eI = 1 + n + -S + fi+-‘- 


DaB e cx den Differentialquotienten c e a hat, wenn c eine Konstante 
bedeutet, rechnet man im Kopfe nach der Kettenregel aus. Auch zeigt 
die Faktorregel sofort, daB konst. e cx den Differentialquotienten 
c. konst. e“ hat. Demnach sind alle Funktionen konst, e™ zu 
ihjren Differentialquotienten proportional. Man hat sich nur 
noch zu merken, daB es sonst kerne derartigen Funktionen gibt. 

Mittels (1) oder (2) kann man die Zahl e berechnen. Aus (2) 
folgt namlich fiir x = 1: 

(3) « = =1 + TT + ¥! + ¥T+ ' “ 

Brechen wir die Reihe nach 1 :10! ab, so gibt die Ausrechnung auf acht 
Dezimalstellen: 
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i + n ^ 2 • 

2 ) = 0 ’ 5 

— =0,16666667 
-V = 0,04166667 

4! 

JL =0,00833333 

O I 


—-?■ =0,00138889 
6! 

~ =0,00019841 
± =0,00002480 

O I 

~ =0,00000276 

i. =0,00000028 


Demnach liegt die Summe der 11 ersten Glieder der Reihe zwischen 
2,718 281 785 und 2,718 281 825. Der vernachlassigte Rest ist positiv 
und nach Satz 5, S. 318, kleiner als 

in TZ ~£ = nrii < °’ 000 000028 • 

12 

Mithin liegt e zwischen 2,718 281 785 und 2,718 281 853. Beide Werte 
geben auf sechs Dezimalstellen abgerundet dasselbe; also ist abgerundet 

6 = 2,718 282 . 

Man kann die Formel (1) oder (2) auch benutzen, um zu einem 
gegebenen natiirlichen Logarithmus den Numerus zu he¬ 
re chnen. Denn wenn x ein gegebener Logarithmus ist, bedeutet e x 
nach Satz 10, S. 287, den zugehorigen Numerus. 

Zu den friiheren acht Differentiationsregeln fiigen wir jetzt ein’e 
nountc Regel da.ruber hinzu, wie man eine Exponeiitialfunk- 
tion differentiiert. Eine Funktion y, die durch-eine Potenz u v dar- 
gestellt ist, wird, je nachdem der Exponent v konstant oder verander- 
lich ist, in verschiedener Weise differentiiert. Ist der Exponent v 
konstant, also etwa gleich n, wahrend die Basis u eine Funktion yon 
x ist, so hat man nach der Kettenregel 

( 4 ) p. = . d y . d " *JL =nu n ~ 1 ■ ~ ■ 

' ' dx du dx du dx dx 

Hier also benutzt man die Potenzregel, um u n zu differentiieren. Wenn 
dagegen der Exponent v in y = u v nicht konstant ist, darf man das 
nicht tun. Man kann aber jede derartige Funktion in eine 
Potenz mit der Basis e verwandeln. Denn nach Satz 11, S. 288, 
ist u =e lnu , also 


y =u* = (e ln “) u = e* ln “ . 
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Nun lafit sich wieder die Kettenregel anwenden. Man setzt an: 

y z—vlnu 

und bekommt nach Satz 2, S. 313. und naeh der Produktregel: 


also: 


dy 

dz 


d-z 

~dx 


dv 




d lnu 
dx 



dv_ , dlnw\ 
hx L dx ) * 


Der hierin noeh vorkommende Differentialquotient von In u vird nach 
der Kettenregel und Logarithmusregel berechnet: 

d\nu fUnu du 1 du 

dx du dx ti dx 

Demnach ist 


dy 

dx 


= Wln «• 



Weil y = c z =u v ist, hat man also: 



Man kann also u v differentieren. sobald man die Differentialquotienten 
von u und v kennt. Wenn der Exponent v bloB cine Konstante n ist > 
kommt diese Formel wogen dv : dx =0 auf die Formel (4) zuriick. 

Die mnstandliche Formel (5) braucht man sich aber nicht zu merken. 
Vollkommen reicht es aus, sich bloB den Weg zu merken, auf dem man 
sie findet, namlich so: 

9. Regel (Exponentialregel): Um cine Potenz u v mit ver- 
anderlichem Exponenten v nach der Kettenregel zu differen¬ 
tieren, verwandelt man sie zunachst in eine Potenz mit 
der Basis e 1 indem man u durch e lnu ersetzt, und benutzt 
dann den Umstand, daB der Differentialquotient von e* 
gleich e* selbst ist. 

Hierbei ist noch auf einen wichtigen Umstand hinzuweisen: Weil 
In u nur fiir positive Numeri u vorhanden ist, beschranken wir uns 
stets auf Exponentialfunktionen u°, deren Basis u positiv 
ist. Damit steht im Einklange, daB Exponentialfunktionen mit nega- 
tiver Basis iiberhaupt nicht in einem Intervalle von endlicher Lange 
reell sind. Dies zeigt schon das einfache Beispiel (— If. Wenn nam¬ 
lich hier fiir x irgendein nicht weiter zu kiirzender Bruch m : n aus 
zwei ganzen Zahlen gewahlt wird, ergibt sich die m-te Potenz der w-ten 
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Wurzel aus — 1 und diese n -te Wurzel aus — 1 ist imaginar, sobald ,i 
eme gerade Zahl ist. Man macht sich nun leicht klar, daB es neben 
jedem Bruche m : n mit geradzahligem Nenner n in beliebig enger Nahe 
omen ebensolchen Bruch gibt. Mithin gibt es kein endliches Interval! 
von x, m dem (— 1 )* iiberall reelle Werte hatte. 

Der Differentialquotient (5) zeigt, daB zu einem unendlich bleinen 
Zuwachs ax von x ein unendlich kleiner Zuwachs dy von y =u v gehort. 
sobald u und v selbst stetige Funktionen von x sind. Also: 


Satz 11* Sind u und v Funktionen von x, so ist die Ex- 
pone ntialfunkti on u v stetig in einem Intervall, in dem u 
und v stetig sind und u iiberall positiv ist. 

Ebenso vie e x stets den positiven Wert der Potenz bcdeuten 
soli (S. 313), soli auch stets unter u v der positive Wert der 
Potenz verstanden werden. 


1. Beispiel: Man zeige, dab y — a x den Differentialqnotienten a x hxa hat. 

2. Beispiel: Die Exponentialregel gibt, 
angewandt auf y = x x : 


Nach der Kettenregel setzen wir y = e z and 
z - x\nx und erhalten: 

dy 

-t~ = e z (In x + 1) *= x x (In x+1). 


Wir wollen die Bildkiirve der Funktion x* 
untersuchen. Da die Basis x sowie die Potenz 
y ~ x* positiv anzunehmen sind, verlauft 
die Kurve nur im ersten Quadranten. Da 
In x < — 1 ist Mr x < 1 : e, fallt die Kurve 
nach Satz 7, S. 104, von x - 0 bis & = 1 : e. 

Bier ist log a: = — M = —0,4348 = 0,5657 — 1, 
also x * 0,3679. Von diesem x an steigt die 
Kurve. Ihre tiefste Stelle hat folglich die 
Hdhe y « 0,G9, die sich aus In y - x In x firr 
x as 1 : e ergibt. Fiir x = 1 ist y - 1 und 
auch die Steigimg gleich Eins, fur x ~ 2 ist 
y = 4, fiir x 3 ist y = 27 usw. Die Kurve 
wird weiterhin auBerordentlich steil. Siehe 

Fig. 222. Wir untersuchen die Annaherung 

der Kurve an die ?y-Achse. Wenn x sehr klein 
ist, liegt y sehr nahe bei 0°. Aber wir geraten 
hicr in eine Schwierigkeit. Da namlich a 0 = 1 und 0 a = 0 ist, geben beide Formeln 
fiir a = 0 verschicdene Werte, woraus wir fdlgern, daB 0° verschiedene Werte 
haben kann, je nach der Art, wie wir nns diesem Grenzwerte nahern. 

Wir haben zu untersuchen, was aus y = x x wird, wenn x x von positiven Werten 
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nach Null strebfc. Nehmen wir x = 1 :10 n an, wo n recht groB positiv sei, so daB x 
sehr klein ausf&llt, so ist log y— — n : 10 n . Wird n immer groBer, so strebt dieser 
Wert- nach Null, d. h. der Grenzwert von y = ftir lim x = 0 hat den Logarithmus 
0, ist also selbst gleich Eins. Die Steigung wild fur x = 0 gleich - oo d. h. die 
Kurve beriihrt die y-Achse an der Stelle (0; 1). 

3. Beispiel: Um die Funktion 



zu differentiieren, verwandeln wir sie zuerst in eine Potenz von x: 



dann nach der Exponentialregel in eine Potenz von e: 

In a; 


Jetzt gibfc die Kettenregel, wenn. In x : ]/ x als Zwischenfunktion eingeftthrt wird: 
§y_ _ WvT 2 —In a 

** ' V * 

Funktionen wie die im 2. und 3. Beispiele kommen kaum bei An- 
wendungen vor; sie sollen nur zur Einiibung der Exponentialregel 
dienen. Dagegen spielen die im vorigen Paragraphen 
gefundenen Exponentialfunktionen von der Form ae cx in 
den Anwendungen sehr oft ein und zwar deshalb, weil 
es diejenigen Funktionen sind, die sieh von ihren Diffe¬ 
rential quotienten cae® nur um konstante Faktoren e unter- 
scheiden. Hierfiir geben wir in der Folge mehrere Beispiele. TJm 
dabei lceine Schwierigkeiten zu haben, erinnern wir vorweg an den Satz 4, 
S. 228. Nach ihm darf man namlich, wenn eine Funktion y von x den 
Differentialquotienten f (x) hat, mit anderen Worten, wenn 

X 

■ y=fi(x)dx 

a 

ist, die Funktion y als eine Sunnite von unendlich vielen unendlich kleinen 
Zunahmen f (x^dx betrachten. Dies bedeutet: Solange x nur um 
dx wachst, darf man die Funktion y als unveranderlich auf- 
fassen, indem erst nach vollendetem Zuwachs des x um 'dx 
die Grofie y weiterhin um f(x)dx zunimmt. Von diesem Um- 
stande macht man haufig Gebrauch. 

4. Bel spiel: Ein durchsichtiges Mittel von homogener Bescliaffenheit 
sie durch zwei parallele Ebenen begrenzt, z. B. eine dicke Glasplatte. Trifft ein 
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Lichtbfindel auf die Vorderflache senkrecht auf, so daB es nicht gebrochen wird, und 
hat es beim Eintritte die Starke J 0 , so wird ein Teil des Lichtes auf seinem Wege 
durch die Platte verschluckt, so dafi das Biindel mit venninderter Starke J x aul der 
Ruckseite austritt. Die Beobachtung lehrt, daJS J x ein und derselbe Brucbteil von J 0 
ist, wie groB auch j 0 gewahlt sein mag. Aber die Ab- 
nahrae der Lichtstarke auf deni Wege geschieht nicht 
einfach proportional zum Wege, wie man durch die fol- 
gende ftberlegung erkennt. Die Platte von der Dicke p 
denken wir uns durch unendlich dichte Ebenen parallel 
zu den Grenzebenen in lauter unendlich schmale Platten 
von der Dicke d zerlegt, siehe Fig. 223. Jede von ihnen 
wird unendlich wenig Licht verschlucken, und zwar etwa 
das £-fache der noch vorhandenen Lichtmenge. Dabei 
ist s unendlich klein. Nun habe das Licht schon einen 
Weg x (< p) innerhalb des Mittels zuriickgelegt. Die ^23. 

Lichtstarke sei dabei vom Anfangswerte J Q auf einen 

Wert y gesunken, den wir noch nicht kennen, der aber eine gewisse Funktion von 
x ist. Setzen wir den Weg durch die nachste Platte, also urn dx *= d fort, so 
nirnmt y um die negative GroBe dy - —ey zu. Hieraus folgt: 

dy € 



Da s und d nach Null streben, ist e : d .der Grenzwert ernes Bruches. Wir nehmen an, 
das Mittel Sei so beschaffen, daB dieser Grenzwert, der Absorptionskoeffizient, 
bostimmt und endlich, etwa gleich c sei. Dann ist: 


dy 

dx 


= — cy. 


woraus nach Satz 7 folgt, wenn a eine Konstante bedeutet: 


FUr % » 0 wird y 


— C X 


U—ae 


a\ dann soil aber y gleich J 0 sein. Also ist a - J 0 und 


y=J«e- c \ 

Beim Austritt aus der Platte, fur x = p, ist hiernach die Lichtstarke: 


(6) J l=s J 0< r cp . 

Der Absorptionskoeffiziont c ist maBgebend fur die Lichtdurchlassigkeit und unab- 
hEngig von der Plattendicke. Nach (6) kann man ihn mittels der Formel: 



aus beobachtcten Werten J 0l J x und p bestimmen. 

5. Beispiel: Die Hfihenmessungen mittela des Barometers beruhen 
ebenfalls auf dem Auftreton einer Exponentialfunktion. Wir denken uns fiber einer 
Stelle in Meereshbhe eine lotrechte ruhige Luftsaule von 1 qmm Querschnitt. Unten 
betrage der Barometerstand b 0 mm. Daruber wird er eine Funktion y (in mm) der 
H5he x (in m) fiber dem Meero sein. Wir machen die Annahme, daB die Luftsaule 
liberal! dieselbe Temperatur habe und durchaus trocken sei, fassen den Zustand in der 
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Hohe x ins Auge und lassen x um dx wachsen. Dabei nimmt der Barometerstand 
y ab, weil der Drnck der Luftsaule von der Hohe x bis zur Hohe x + dx nicht mehr 
auf das Quecksilber wirkt. 1st dy der zugehorige negative Zuwachs des Barometer- 
standes y, so ist das Gewicht dieser soeben erwahnten unendlich kurzen Luftsaule 
von der Hohe dx (in m) und von 1 qmm Querschnitt gleich dera Gewicht einer 
Quecksilbersaule von der Hohe — dy (in mm) und 1 qmm Querschnitt. Diese zweite 
Saule hat —dy cbmm Inhalt, die erste 1000 dx cbmm. Ist l das spezifisehe Ge¬ 
wicht der Luft, s das dcs Quecksilbers, so kommt also: 


(7) 


— sdy — 1000 Idx . 


Wegen der geringen Zusammendruckbarkeit des Quecksilbers diirfen wir sein spe- 
zifisches Gewicht s als konstant betrachten. Anders verhalt es sich mit dem der 
Luft., Ihr spezifisches Gewicht sei in Meereshohe gleich J 0 . Da die Luft unten den 
Barometerstand b 0 und in xm H5he den Barometerstand y bewirkt, aber 
uberall dieselbe Temperatur hat, ist: 



also l- . 
* 


Aus (7) folgt somit: 


dy _ 1000 7 0 

dx ~ sb 0 


Hierin sind f 0 , s, Z> 0 Konstanten. Kach Satz 7 kommt folglich, da y uberdies fiir 
i = 0 den Wert b Q hat: 


( 8 ) 


2 / = he 


1000 jo s 


Der Barometerstand y ist daher eine Exponentialfunktion der Hohe x. Betragt die 
Temperatur 0 0 und herrscht in Meereshohe der nor male Barometerstand b 0 = 760, so 
ist das spezifisehe Gewicht l Q der Luft dort gleich 0.0012932, wahrend das des 
Quecksilbers den Wert a = 13,5956 hat. Also kommt: 


(9) 

Daraus folgt: 


X 

y = 760 e~ . 


x — — 7990 In 


760 


oder nach Taiel III abgerundet 

(10) x = -18400 log JL. 


Die Zahl 18400 heiflt die barometrische Konstante. Fur y = 759 ergibt sich 
x= 10,5, die barometrische Hohcnstufe: Man muB um 10,5 m steigen, um 
eine Emiedrigung des Barometerstandes um 1 mm zu beobachten. Dies gilt boi 760 mm 
Druck. Da der Barometerstand nicht allzusehr um 760 mm schwankt, kann man 
diese Hohenstufe angenahert auch sonst annehmen. Die Formeln gelten fur einen 
Idealzustand. Zu genaueren Hohenmessungen mittels des Barometers versieht man 
sie mit Verbesserungen, die aus gewissen wahrscheinlichen Annahmen fiber den Zu- 
stand der Luftsaule folgen* 
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6. Beispiel: Wir untersuchen das Gesetz, nach dem sich ein Korper 
abkiihlt. Der Korper habe zuerst die Temperatur von T Q Grad Celsius und befinde 
sich in einer ITmgebung, deren Temperatur 0° Celsius betrage. 1st T 0 positiv, so wird 
er sich abkiihlen, d. h. seine Temperatur zur Zeit t wird eine gewisse noch unbe- 
kannte Funktion T von t sein. Ihr Anfangswert fur i = 0 ist T 0 , Durch geeignete 
Vorkehrungen kann man dafiir sorgen, dad die Temperatur der Umgebung durch die 
best&ndige Warmeabgabe nicht gesteigert wird. Diejenige Warmemenge, die dem 
Kiirper in einem unendlich kleinen Zeitteilchen dt entzogen wird, ist proportional 
zu diesem Zeitteilchen dt sowie zur augenblicklichen Differenz der Temperatur des 
Kttrpers und der Umgebung. Da zur Zeit t diese Differenz T betragt, ist die im 
nachsten Zeitteilchen dt abgegebene Warmemenge in der Form konst. Tdt darstell- 
bar. Ferner ist die durch diese Warmeabgabe bedingte Temperaturerniedrigung d T 
zur WHrmemenge proportional, d. h. es besteht eine Gleichung von der Form 


dT = — cTdt Oder 


dT 

dt 


— cT , 


wo c eine gewisse positive Konstante bedeutet, die dem betreffenden Korper eigen- 
ttimlich ist. Also gibt Satz 7: 

(11) T=T 0 p~ ci . 

Hat man die Temperatur T des Korpers nach t Sekunden gemessen, so laJSt sich c 
mittels der konstanten Formel 

1 i T _ 1 T « 

c ~ t ln T„ t T 

berechnen. Falls die Temperatur der ITmgebung nicht 0° betragt, gilt dasselbe Gesetz, 
nur bedeuten dann T 0 und T. die Differenzen der Temperatur des Korpers gegenuber 
der konstanten Temperatur der Umgebung. 

7. Beispiel: tlber einer festen Scheibe (oder Trommel) mit der Mitte M, 
siehe Fig. 224, sei ein Riemen gespannt, der von A bis B anliegt und sich von A 
nach B hi n gleitend bewegt. Wie wachst die 

Spannung des Riemens von A bis B in- T 

folge der Beibung? In A sei die Spannung 

gleich T 0 . An irgendeiner Stelle P zwischen A /sA 

und B wird die Spannung einen Betrag T haben, T/t'A\ V\ 

der eine noch unbekannte Funktion des Zentri- S' Apt 

winkels tp — <$ AMP ist. Wachst tp um dq S l M A\ 

Oder 4: P M Q, so nimmt T um d T zu. Wir be- / \ ' J\\ 

trachten nun (wie auf S. 328 bemerkt wurde) / / \ / \ \ 

die Spannung T lUngs des Stuckes PQ als kon- / / -^ \ \jr 

stani Erst in Q lassen wir sie um dT wachsen. / T \» U' 

Das Stuck PQ wird in P und Q tangential ° T s \ * 

nach verschiedenen Seiten hin von der Spannung t * 

T angegrilfen. Ist po in der Nebenfigur parallel ’ 

und gleich der ersten und oq parallel und gleich 
der zwaiten Spannung, so stellt pq den Druck Fig. 224. 

dar, den das StUck PQ auf die Scheibe aus- 

Ubt Weil p o X PM und oq A. MQ ist hinauskommt, die 

wird 4 qop * dtp, also der Bogen pq oder was j iuf dasse 

Strecke pqglmhTdtp (nach S. 6). Die Reibung des Stuckes PQ ergibt si 
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Material bedingten Konstante. Mithm ist Q Td(p der Betrag, um non i 
T in Q wachst: 

d T 

dT - gTdf Oder j (p ~ i> T - 
Da insbesondere T = T 0 ffir q. = 0 ist, iolgt hieraus nach Sate 7: 


Fiir die Spawning 2\ in B ergibt sich also, wenn A M B & is! • 

( i2) 

Die Gesamtzunahme der Spannung ist T 1 —T 0 oder Ttf * -1). }>* Wintel «ist ebrnm 
wie (f im BogenmaB zu messen; sonst ware der Bogen pq mcht gleich t 

8. Beispiel: Die Kunststange im Bergwerk ist eine lotrecht hEngende 
und sich im Querschnitt nach unten hin .verjungende schwere Stange ,tm Mmm 
gleichmafiig beansprucht wird, d.h. in jedem wagerechten Quersohiutte dlMMbt 
Zugspannung fiir die Flacheneinheit erfahrt. Der x m ttber dem nnteren hnm der 
Stange liegende wagerechte Querschnitt habe y qcm. Soil die Spanmmg fiir 1 qcm 
gleich c kg sein, so erfahrt dieser Querschnitt einen Zug voncy kg nach vmt«*n» 
dagegen der Querschnitt y + dy in der Hohe x 4* dx einen Zug von c(y + dy) 
kg nach unten, d. h. die Differenz cdy kg ist gleich dem Gewichte des zwischen 
den Hohen x und x + dx gelegenen Stiickes der Stange. Nach S. 328 darf an- 
genommen werden, daB dieser unendlich kurze Teil iiberall den Querschnitt y qcm 
habe. Seine Hohe betragt dx m, d. h. 100 dx cm, also sein Volumen 100 ydx ccib. 
Ist s das spezifische Gewicht des Materials, so muB also cdy gleich dem in Kilo*' 
grammeh ausgedriickten Gewichte von 100 sydx ccm Wasser sein. Daraua folgt* 
, ay _ . dy s 

ei *-w** oder M = m y - 


Betragt der Querschnitt am unteren Ende y 0 qcm, so ist y = y 0 fiir x 
Satz 7, als Flache des Querschnittes in x m Hohe: 


( 13 ) 


y = 


2/o e 


X 


0, Alio ergibt 


9. Beispiel: Ein elektrischer Strom durchflieBe einen Lei ter. Die 
elektromotorische Kraft der Stromquelle sei £, der Widerstand des Loiters sei A 
und die Stromstarke zur Zeit t sei 7. Die vom Strom in der Zeifc dt geleitttetft 
Arbeit istEJdt. Wir entnehmen der Physik folgendes: Ein Teil der Arbeit wird 
durch den Widerstand des Leiters in Warme verwandelt und ist proportional 
zum Produkt aus R , aus 7 2 und aus dt. Der andere Teil der Arbeit wird im 
raagnetischen Felde des Leiters aufgespeichert und ist proportional zum Produkt 
aus J und aus dem Zuwachs dJ der Stromstarke J wahrend der Zeit dt Der 
erste ’fed ist demnach proportional zu *RPdt, der zweite proportional zu JdJ. 
Bel passender Wahl der Warmeeinheit kann man den ersten Teil geradezu gleich 
RPdt setzen. Dann tritt der zweite Teil mit einem konstanten Faktor L auf, den 
man den Koeffizienten der Selbstinduktion oder den Reaktionskoeffi* 
zienten des Leiters nennt. Wir haben also; 

EJ dt — RJ 2 dt+ LJdJ, 
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Durch Division mit Jdt geht hieraus die grundlegende Energiegleichung hervor: 
(14) L~ + RJ = E. 


Hierin sind L und R positive Konstanten, dagegen J und E im allgemeinen Funk- 
tionen der Zeit t. Man kann die Gleichung auch so schreiben: 


(15) 


dJ~ _ E_ _ R j 

dt “ L L J 


Nunmehr wollen wir annehmen: Der Strom habe seit 1 anger er Zeit den Lei ter 
durchlaufen, und dadurch habe die Stromstarke einen gewissen Wert J 0 erreicht. 
Nun werde die Stromquelle ausgeschaltet. Von diesem Augenblick an, 
von dem an wir die Zeit t rechnen, nimmt die Stromstarke J ab. Jetzt ist in 
(15) E = 0, a\so 

dJ _ _ R_ 
dt L J 

zu setzen, so dab Satz 7 liefert: 


Also versiegt der Strom eigentlich erst nach unendlich langer Zeit, da J fiir 
lim t « co nach Null strebt. Er wird jedoch schon sehr bald unmerklich schwach. 
Dies wird sich nachher, wenn wir ein Zahlenbeispiel hinzufugen, deutlicher zeigen. 
Hier erwiihnen wir nur, dab, wenn t = L : R wird, die Stromstarke J schon nur 
noch gleich J 0 : e, also fast nur noch ein Drittel von J 0 ist. Diese Zeit L : A, 
in der die Stromstarke von J 0 bis J 0 : e abnimmt, heibt die Zeitkonstante des 
Stromkreises. 


In alien sechs letzten Beispielen wurde eine Exponentialfunktion 
(17) y = ae c * 

gefunden, •wenn auch meistens die Vcranderlichen x und y anders be- 
zeichnet waren, ebenso wie die Konstanten c und a, von denen a den 
Anfangswert der Funktion (fiir x=0) bedeutet. Man wird also der 
auf S. 310 aufgestelltcn Behauptung beipflichten, dab das Gesetz 
des organischen Wachsens oft auftritt. Daher ist es niitzlich, 
die Exponentialfunktionen (17) und ihre graphische Dar- 
stellung genauer zu besprechen. Ihre Bildkurven nennt man 
Exponentialkurven. Weil aus (17) folgt, dafi .ex =ln (y : a) ist, 
werden die Exponentialkurven haufig auch logarithmische Kurven 
genannt. Man sollte das nicht tun, sondern nur dann von logarithmi- 
schen Kurven reden, wenn die Abszisscn zu den Numeris, die Ordi- 
naten zu den Logarithmen proportional sind. D ie Exponential¬ 
kurven sind diejenigen Kurven, bei denen die Abszissen 
zu den Logarithmen und die Ordinaten zu den Numeris 
proportional sind. 
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Vor allem 
nen durch die 
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erinnern wir wieder daran, daB die Exponentialfunktio- 
Eigenschaft 


gekennzeichnet sind, 



Fig. 225. 


die sich sofort geometrisch ausdriicken IhBt: 1st 
P in Fig. 225 ein Bildpunkt (x ; y) der Funktion 
(17) und schneidet seine Tangent*' die .r-Aehse 
in T, so ist die Ordinate y — Ql\ diyidiert 
mit TQ, gleieh der Steigung cy. Mithin ist 
TQ=1 :c. (Ini Fade c < 0 liegt T rechts von 
Q.) Die Strecke TQ liegt senkrccht unter dera 
Stiiek TP der Tangente und heiBt deshaib die 
Subtangente. Da c konstant ist, kann also 
der Satz 7, S. 320, so ausgesprochen werden: 


Satz 12: Dann und nur dann, wenn die Subtangente 
einer Kurve eine konstante Lange hat, ist die Kurve eine 
Exponentialkurve, d. h. das Bild einer Exponentialfttnk- 
tion 

y =konst. e cx . 


Dabei ist 1 : c die Lange der Subtangente, gemessen mit 
der z-Eiuheit im Sinne vom Schnittpunkte der Tangente 
mit der z-Achse bis zum FuBpunkte der Ordinate dea Be- 
riihrungspunktes. 

Ist der Anfangswert a in (17) rfegativ, so ist y bestitndig nega- 
tiv, so daB die Bildkurve unterhalb der z-Achse verlauft. Klappen 
wir sie um die a:-Achse nach oben herum, so entsteht die Bildkurve 
eine: Funktion (17), bei der der Anfangswert der absolute Betrag des 
vorigen Anfangswertes ist. Wir wollen uns daher auf die An- 
nahme eines positiven a beschranken. Aus Satz 7, S. 104, 
folgt, daB die Bildkurve steigt, wenn c positiv ist, und f&llt, wenn c 
negativ ist. Der eine Fall laBt sich auf den anderen zuriickfiihren, 
mdem man die positive z-Achse mit der negativen vertauscht. In 
unseren Beispielen war c meistens negativ. Wir wollen daher c 
negativ annehmen: c= — h, wo k eine positive Konstante 
bedeute. Statt (17) haben wir jetzt: 


(18) y — ae - kc (a > 0 , *>0), 

und die Steigung ist: 


( 19 ) 
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Die konstante Subtangente ist — 1 :k; der Schnittpunkt T der Tan- 
gente mit der a>Achse liegt also in der positiven Richtung der 
£-Achse, vom FuBpunkte Q der Ordinate QP des Kurvenpunktes P 
an gereehnet. Fur lima; = —oo wird y positiv unendlich groB und 
die Steigung negativ unendlich groB. Fur lim x = + oo dagegen wird 
y und die Steigung gleich Null. Die Bildkurve kommt aus dem Un- 
endlichfernen im zrweiten Quadranten (von links oben) mit groBtem 
Gefalle her, wird flacher, bleibt oberhalb der a>Achse und schmiegt 
sich im ersten Quadranten in unendlicher Feme an die z-Achse an, 
die also eine Asymptote der Kurve ist (vgl. S. 193). 

Aus (18) folgt nach (10), S. 298, wenn man von beiden Seiten der 
Gleichung den gewohnlichen Logarithmus nimmt: 

(20) log y = log a — Mkx , 

so daB log y eine lineare B'unktion von x ist. Naeh Satz 4, S. 31, 
besagt dies: Wenn wir nicht x und y, sondern x und logy als Abszisse 
und Ordinate benutzen, erhalten wir als Bild eine gerade Linie g . 
Sie schneidet auf der Ordinatenachse die Strecke log a und auf der 
a-Achse dieselbe Strecke, dividiert mit Mk , ab. Wir bestimmen also 
diese beiden Strecken, ziehen dann die Gerade g und leiten riick- 
warts aus ihr das Bild der Exponentialkurve ab, indem wir jede 
Ordinate von g durch den zugehorigen Numerus y ersetzen. 
Wir konnen so beliebig viele Punkte der Kurve finden. Da die Sub- 
tangenten die konstante Lange — 1 : fc haben, ergeben sich die Tan- 
genten, wenn wir an die Abszissen jedesmal noch 1 : k ansetzen und 
immer den Endpunkt mit dem betreffenden Kurvenpunkte verbinden. 
In Fig. 226 haben wir dies fur das 9. Beispiel, siehe Formel (16): 

r . 

J — J Q 6 

ausgefiihrt, wobei t in Sekunden die Abszisse x und J in Ampere die 
Ordinate y ist. Dabei wurden die Zahlenwerte angenommen: J 0 = 10 
(in Ampere), 22 = 0,12 (in Ohm) und L =0,01 (in Henry), also die 
Bildkurv'e von 

y =10 e ~ 121 

gezeichnet. Hier ist k = 12, a = 10, log a = 1, log a : Mk = 0,192, 
1 : k = 0,083. Die Ungenauigkeiten, die durch das Ablesen der Loga- 
rithmen an den sehr kleinen Ordinaten von g entstehen, bringen kleine 
Unregelmafiigkeiten mit sich, die in Fig. 226 absichtlich nicht ausge- 
glichen worden sind. Genauer wira die Figur, wenn man fur die Ordi¬ 
naten der Geraden g eine groBere Langeneinheit wahlt. 
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Ein anderes, theoretisch genaues, praktisch ungenaues 
aber leider aus blolier Bequemlichkeit vielbenutztes Ver 
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KwenplSkf'“J* : . A 1 ; Vl \ ein Kurven Punkt, so werden solche 

p ( 2 > 2/s), (x 3 ; y 3 ) . .. bestimmt, deren Abszissen die 

Vielfachen von x x sind, 
also x 2 =2 Xl , x 3 =3x 1 .. . 
Nach (18) ist: 
y 1 =ae~**i, y i=ae ~kx % 
y 3 =oe-* 1 *..., 
somit: 

(21) — — X\. _ Ji __ 
th. y t y 3 

Die hieraus folgende Kon- 
struktion erlftutern wir in 
Dig. 227 am Beispiel der 
Fig. 227 . Barometerhohe: 



Vgl (9) im 6 - SeispieL Wir wahlen hier x, 

1000 M 


iog 2 / 1 = log 760- 


= 1000, so dafi 


dah * w 7990 ^ 2*8266, 

'"“taS d.“tocta°oD tr -r ir « en ""“«»« 

0 ~ a ~ '00 und OT7 x =y 1 —g 
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auf. Dann ziehen wir (lurch Z7 0 die Wagerechte, durch Z7 X die unter 
45° ateigende Gerade; heide treffen sich in V 9 . Wir benutzen jetzt die 
Hilfsgerade 0 V 0 Oder h, indem wir durch U 1 die Wagerechte bis V 1 
auf ft, dann durch V x die Gerade unter 45° bis U., auf der y -Achse ziehen 
und dies Yerfahren fortsetzen. (Statt des 45°-Winkels batten wir 
irgendeinen anderen bequemen Winkel nehmen konnen.) Offenbar ist 

OU t OJJj __ OL\ _ 

OU~ 0U 2 ~~ 0(J 3 


Wegen OU () = a, OU 1 =y 1 zeigt dies nach (21), dab 01 J 2 = y 2 , 
OU s —y 3 • - • ist. Auf der Abszissenachse tragen wir mit irgend- 
einer Biinheit 0 W x — x x — 1000 ab und vervielfaltigen diese Strecke, 
so daB 0 W 2 —2x x = x 2 , 0 W z = 3 x x — x 3 .. . ist. Aus zusammen- 
gehorigen Punkten W x , U x , femer W t , ZJ 2 , ferner W s , ZJ 3 ... erhalten 
wir durch Ziehen der Koordinatenlinien die Kurvenpunkte (x x ; y x ), 
(x., ; y 2 ), (a: 3 ; y 3 ). . . Dies Yerfahren labt sich oben iiber V 0 V 0 , d. h. 
auf der Kurve ruckwarts in den zweiten Quadranten fortsetzen. Zur 
Erganzung kann man mit Hilfe der konstanten Subtangente, indem 
man 1 : fc = 7990 auf der Abszissenachse jeweils vom betreffenden 
Punkte W aus nach reehts auftragt, die Tangenten ziehen, wie es die 
Figur zeigt. 

Dies Yerfahren ist auberordentlich mangelhaft, weil 
jeder folgende Punkt aus dem vorhergehenden abgeleitet wird, wodurch 
sich die Zeichenfehler mehr und mehr haufen. 

Viel besser ist ein drittes Verfahren: Man bestimmt zuerst 
durch Berechnung zwei weit voneinander entfernte Kurvenpunkte und 
schaltet dazwischen neue Punkte ein. Sind namlich (x x ; y x ) und (x 2 ; y 3 ) 
zwei Punkte der Kurve, so dafi nach (18): 


y x =ae- 


kx. 


Vz = «■ e ~ * 


ist, so* wird: 


Mithin sind auch 


*1 + *2 


^2/12/2 = « « 


d 


Vz 


= VVi 2/2 


die Koordinaten eines Kurvenpunktes (%;y 3 ), der also als AbszMse 
das arithmetische Mittel der Abszissen x x und z 2 , als Ordinate das 
^eometrische Mittel der Ordinaten y x und y 2 a . as § 

Mittel konstruiert man, siehe Fig. 228, auf der rAchse, J 

y x als Durehmesser den Halbkreis legt, in der Hohe y, die Wagerechte 

Scheffers, Lehrbuchd. Mathematik. 
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bis zum Schnitte mit dem Kreise zieht und darauf durch den Schnitt- 
punkt den Kreis um 0 schlagt. Er schneidet auf der Ordinatenaehse 

das geometrische Mittel y a von y x und 
y 3 ab. In derselben Weise kann man 
zwischen (x x ; y x ) und (x 3 ; y 3 ) und 
zwischen (x s y 3 ) und (x 3 ; y 2 ) je einen 
neuen Kurvenpunkt ermitteln, usw. 
tlbrigens kann man auch, wenn zwei 
j Punkte gegeben sind, durch umge- 
| |x 1 kehrte Ausfiihrung der Konstruktion 
zu einem weiter drauBen liegenden 
Punkte gelangen. 

Ein 'aertes Verfahren, das 
zwar einfach, aber nicht immer zweckmaBig ist, besteht 
darin, daB man ein fiir allemal die Bildkurve der Funktion 

(22) y— g-x 

zeichnet. Sie geht aus der Bildkurve von e 1 in Fig. 220, S. 319, her- 
vor, wenn man diese um die y-Achse herumklappt. Man kann nun die 
Bildkurve von e x auch fiir irgendeine andere Exponentialfunktion 

( 23 ) y-- ae -kx 



Fig. 228. 


mit positiver Konstante k verwenden, indem man als neue z-Einheit 
das fc-fache der alten z-Einheit and als neue w-Einheit 
den a-ten Teil der alten y-Einheit benutzt. 


f„nw; ^-T d g6fragt ’ fUr welches * der Betrag der Exponential¬ 
funktion y, die fur a; = 0 den Wert a hat, nur noeh p Prozcnt des 
Anfangswertes a ausmacht. Naeh (23) muB fur dies x 


sein, also: 



(24) 


X = - 


T ln 


100 — Mk 


log 


J. 


1 *? 10 «' 1 Amp-re 

man auJechnen moge. ’ * S ° Kach 0,192 Sekundcn - wie 

Zuweilen ist die Bildkurve einer ExnonentialfiinlrHnn 
fur verschiedene Anfangswerte a in ^ , kt °“ 

einzuzeichnen. Nach mi nnt^h dasse | be Achsenkreuz 
durch, daB die zu rieichem t^scheidcn sich die Kurven nur da- 
^ ZU gleiChem * Sohongen Ordinaten in demselben Ver- 
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hSltnis zueinander stehen wie die Anfangswerte. Man konnte also die 
neuen Kurven durch ahnliche VergroBerung Oder Verkleinerung der 
alien Ordinaten gewinnen, da die Kurven zueinander affin sind 



Fig. 229. 

(vgl. S. 88). Viel bequemer ist jedoch ein anderes Verfatren: 
Will man in dieselbe Figur, in der die Bildkurve der Funktion ('23) 
gezeichnet ist, die der Funktion 

y =b e~~ kx 


einzeichnen, so beachte man, daB 

b in — — 12 -*(*- F In r) 

y = a • Le-** = ae a =** 

ist. Dies ware nun die alte Funktion (23), wenn hier a; statt 

x — 7- In — 

k a 

stande. Die neue Kurve geht daher aus der alten hervor wenn mam 
alle Abszissen urn dieselbe GroBe vernmhrt od« vermmd^ _ 
zeichnet also, siehe Fig. 229, die wie Fig. 226 fur die Stromstarken 

y = ie- Ux 

entworfen worden ist, zuerst wie in Fig. 226 die Bildkurve von 

y = lOe -12 *, 

kurve langs der t/-Achse. 


22 * 
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ubertragt sie und die 2 -Achse auf Pauspapier und verschiebt die tiber- 
tragene Achse auf der z-Achse der Zeiehnung so weit, bis die Kurve 
des Pauspapieres auf der y-Achse den gewiinschten neuen Anfangs- 
yert b (m Fig. 229 ist b = 8, 6, 4, 2) abschneidet. Wenn der neue 
Anfangswert b anderes Vorzeichen als der alte hat, klappt man auBer- 
dem die Kurve um die Abszissenachse herum. 

Die Flache x zwischen der Exponentialkurve 
(25) y=ae - kx , 

der z-Aehse und den zu den Abszissen und x gchdrigen 
Ordmaten y 0 und y hat nach Satz 5, S. 229, den Wert: 


’■=.jae~ k * 


dx. 


Da nun den Differentialquotienten — ~** w ; 0 * j i 

stmnnte Integral gleich hat, ist das unbe- 


j e kx + konst. 


oder 


-§-• + konst. 


( 26 ) s =- 

Jc ' 

Man bekommt also die a r 

der beiden begrenzenden Ordinal^ Differenz 

Prage beantworten, Ver WCnn wir nocil eine 

stellten Frage 1st: Vera Hgememerung der in § 1 ge - 

keit, d aS & ihr“ d hHere.ia 1 qu°otien & ^ 6H ^ Ei ^ entUl »lich- 


(27) 


dy 


..-=a:ss,“£;-;. S :,: = 

> * %*chaJt dar BUd. 
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kurve der gesuchten Funktion aussprechen, siehe Fig. 230: Die Tan- 
gente eines Bildpunktes P oder (x ; y) hat nach (27) die Steigung: 

dy_ y + - 

dx 



Fig. 230. 


■ cy + k 


Wenn also die Ordinate y =QP liber Q hinaus 
nach imten bis Q/ um die Strecke k : c (gemessen 
mit der y~Einheit) verlangert und darauf von 
Q! aus parallel zur as-Achse, aber im negativen 
Sinne, die Strecke 1 : c (gemessen mit der x- 
Einheit) bis T abgetragen wird, ist TP die 
Tangente von P. Ist k : c oder 1 : c negativ, so muB jeweils der ent- 
gegengesctzte Sinn von Q oder Q' aus genommen werden. Vergleichen 
wir dies mit Fig. 225, so erkennen wir, daB jetzt an die Stelle der 
x-Achse die Parallele dazu mit der Ordinate — k : c, also an die Stelle 
von y der Wert y + k : c tritt. Wir schlieBen daraus, daB y + k :c eine 
der friiher betrachteten Exponentialfunktionen ist. Dies zeigt nun 
Setzen wir namlich 


auch die Rechnung. 
(28) 

so gibt (27): 


0 = ?/ + • 


: CZ. 


jL =C y + ll=c (i, + ^^c 
Nach Satz 7, S. 320, worin jetzt z statt y zu sagen ist, folgt hieraus: 


z ~ae L 


wo a eine Konstante bedeutet. Einsetzen dieses Wertes in (28) und 
Auflosung nach y ergibt: 

(29) y ~ae cx - - • 


Satz 13: Wenn eine Funktion y von x die Eigenschaft 
hat, daB ihr Differentialquotient eine ganze lineare Funk¬ 
tion von ihr sclbst ist, d. h. wenn 

— cy -\~ k 

rf.r J 

ist, wo c und k konstant sind, hat die Funktion y die Form: 


y 


= a e c 


k 


worin a irgendeine Konstante bedeutet. 
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dann die aj-Achse^dufch^? plra^lele 10 " “V* erSetZt man 

•** * ««£. £ hSi 1 $ ZL in0rdU 

Starke J des einen Leiter mit denf Sdbs^dn!^* Differential uotienten der 

*i__E li T 

dt L L ' 


(30) 



Fur <_ 0 ist die Stromstiirke gleich Null, also: 

® = 0 + > d. h. a 

so dafi wir erhalten: 


E 
R ’ 


( 3l > J. 

Benutzen wir dieselben Zahlenwerte 
wir die elektromotorische Kraft E 

J = 


- 1 
R V 


-mf’vw ’ 01 Wie J Mf S ’ un(i nehmen 
- l,d (in Volt) an, so daB 

10(l_ e -“<) 
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wird, so geht Fig. 231 hervor. Die Kurve ist dieselbe wie in Fig, 226*ri ~~T 

Stelle der x-Achse die Parallele dazu mit der Ordinate —ft :c = 10 Jetr tL** 1 
aufierdem die positive und negative Richtung der Ordinaten ^ J 2 ?** 

« = -10 ist, wahrend friiher a = +10 war. da hier 


In diesem Beispiel 
Funktion 


wie aueh sonst hat die in Satz 13 auftietende 

y =ae c - x — - , 
c 


wenn e negativ ist, das Bestreben, sich fur von Null an wachsendes x 
sehr bald dem Werte — Jc : c zu. nahern. Ist c positiv, so gilt diesiiii 
abnehmendes x. Zuweilen ist es wichtig, festzustellen, fiir welches x 
das y nur um p % von diesem Wert abweicht. Fur p ==10 gibt unsex 
letztes Beispiel wie auf S. 338 den Wert x = 0,192. Man bestatige, daB 
p =5 ist fiir x =0,25. 


11. Beispiel: Dieselbe konstante Energiequelle wie im 10. Beispiel erzeuee 
unter denselben Urastanden einen Strom; doch werde die Energiequelle nach ©iner 
Sekunde wieder ausgeschaltet. Zuerst gibt die Eechnung wie vorher: 

J= 10(1—0- 

Dies gilt von i = 0 bis t — 1. Alsdann ist J fast genau gleieh 10, da e— 12 sebr Hein 
ist. Von nun an liegt also dasselbe wie im 9. Beispiel vor, wobei 10 der Anfangswerfc 



Fig. 232. 


von J ist, so dafi die Formel auf S. 336 unten fiir y gilt, mit dem eimagen Unter* 
sehiede, dafi x durch t —1 zu ersetzen ist. Von i = 1 an ist also: 

Siehe Fig, 232, die in \ des MaBstabes der Figuren 226 und 231 gezeichnet ist. 


§ 3. Polarkoordinaten und logarithmische Spiraien. 

Bei der Wichtigkeit der Exponentialfunktionen fiir die praktischen 
Anwendungen ist es angebracht, noch eine andersartige graphisclie 
Darstellung dieser Funktionen zu besprechen. Sie beruht auf einem 
Verfahren, das auch sonst ofters niitzlich ist und das wir daher m- 
n&chst in allgemeiner Form auseinandersetzen. 

Ist eine GroBe eine Funktion einer anderen, so haben wir bisher 
beide graphisch als Strecken auf zwei Koordinatenachsen dargestellt. 
Wenn aber die unabhangige Yeranderliche ihrer eigenen Natur naeh 
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einen Winkel bedeutet, wie dies rccht haufig bei Aiiwendungen der Fall 
ist (vgl. das 7. Beispiel, S. 331), wird man es vorziehen, sie auch bei 
der Abbildung als Winkel darzustellen. Sie sei mit <p bezeichnet. 
Die abhangige Veranderliche heifie jetzt r statt y. Wir betracht en 
also eine Fuiiktion r = ./(<p) des Winkels <p. 

Um die Sachlage moglichst anschaulich vor sich zu haben, denke 
man sich an einer Stelle 0, dem Pol, siehe Fig. 233, einen Aussichts- 



punkt, von dem aus man die umliegende Gegend 
betrachtet. Der Strah] OA gebe eine bestimmte 
Himmelsrichtung, z. B. nach Osten, an. Er heiBt 
der Anfangsstrahl oder die Achse. Die 
Lage irgendeines Punktes P der Ebene wird dem 


Beobaehter in 0 bekannt sein, sobald er den 
Winkel <p des Sehstrahls OP mit dem Anfangs¬ 


strahl OA und die Entfernung r = OP kennt. 
Der Winkel cp heiBt die Amplitude (vom lateinischen amplitude 
im Sinne von Schwung), die Strecke r der Radiusvektor (nach 
dem lateinischen vector, Trager) des Punktes P; beide zusammen 
heifien seine Polarkoordinaten. Die Amplitude <p ist in einem 
bestimmten Drehsinne von OA aus, den wir durch einen Pfeil an- 
deuten, zu messen; im entgegengesetzten Sinne wird sie negativ in 
Kechntmg gesetzt. Der Radiusvektor r liegt auf dem zweiten, soge- 
nannten freien Schenkel des Winkels <p. Da die GroBe r auch negativ 
sein kann, setzen wir fest, daB negative Werte auf der riickwartigen 
Verlangerung des freien Schenkels liber 0 hinaus abzutragen sind. Die 
Amplituden <p messen wir mit irgendeiner Winkeleinheit, z. B. im Grad- 
maB oder BogenmaB, die Radienvektoren r mit einer Langeneinheit OA. 
In Fig. 233 z. B. hat der Punkt P, wenn wir die Winkel in Graden 
messen, die Polarkoordinaten cp = 45 und r — 3. Wenn es uns beliebt, 
konnen wir die Amplitude cp auch durch die negative Drehung von OA 
in die Lage OP herstellen, so daB dann <p = — 360 + 45 — — 315 ist. 
Ja wir konnen den Strahl mehrere Male von OA aus um 0 vollstandig 
herumdrehen, so daB P auch die Polarkoordinaten cp = 45 + 3^0, 
r = 3 oder auch cp =■ 45 + 2.360, r = 3 usw. oder auch cp = 45 

— 2.360, r =3 usw. hat. Ja noch mehr: Wir drehen OA positiv so 
weit, bis der Strahl die in Fig. 233 gestrichelte riickwartige Verlange¬ 
rung von OP liber 0 hinaus wird. Dann ist <p = 45 + 180 = 225, aber 
r=—B 3 well jetzt P auf der riickwartigen Verlangerung des freien 
Schenkels der Amplitude liegt. Derselbe Punkt P hat auch die Polar- 
koordinaten <p =45 + 180 4- 360, r =— 3 oder auch cp —45 + 180 

— 360, r = — 3 usw. 



§ 3. Polarkoordinaten uni logarithmische Spiralen. 345 

Messen wir <pim BogenmaB, so treten an die Stelle von 360 
und 180 die Zahlen 2 n und n. Wir sehen dann: Sind <p, r Polar¬ 
koordinaten eines Punktes P, so sind auch 

<p + 2nn,r und <p + (2 n + l)?r, — r 

Polarkoordinaten desselben Punktes, sobald n irgendeine 
positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 

Wir konnen sehlieBlich <p in irgendeiner anderen Weise messen. 
z. B. indem wir die ganze Umdrehung um 0 in 100 gleiche Teile teilen 
und einen Teil mit Bins bezeichnen. Dann tritt an die Stelle von 360 
oder 2n die Zahl 100. 

Zu jedem gegebenen Paar v 0 n Polarkoordinaten gehort also zwar 
nur ein Punkt der Ebene, umgekehrt jedoch zu einem Punkte der Ebene 
nicht nur ein Paar von Polarkoordinaten. Dies ist ein Mangel der 
Polarkoordinaten. Sie haben noch einen zweiten Mangel: Der Pol O 
hat zwar den Radiusvektor r = 0, aber seine Amplitude 
ist ganz beliebig. Trotz dieser Mangel sind die Polarkoordinaten 
oft niitzlich, wie sich zeigen wird. 

Bei rechtwinkligen Koordinaten x, y erkannten wir, daB die Bild- 
punkte (x ; y) der Wertepaare x, y, die durch eine stetige Funktion 
y — f(x) bestiinmt werden, eine liickeiilose Kette, d. h. eine stetige 
Kurve ausmachen. Fernery Wenn diese Funktion einen Differential- 
quotienten hat, kommen der Kurve uberall Tangenten zu. Das Ent- 
sprechende konnten wir fur die Darstellung einer stetigen Funktion 

(1) r —f(<p) 

von <p, die einen Differentialquotienten dr : dip hat, bei der Anwendung 
von Polarkolarkoordinaten nachweisen. Aber wir wollen uns hier damit 
nicht aufhalten, zumal es zienilich von selbst einleuchtet. Nur eines ist 
zu besprechen: wie man die Tangente der Bildkurve der Funk¬ 
tion (1) zu zeichnen hat. 

Wir denken uns fur <p einen bestimmten 
Wert gewahlt, dann aus (1) den Wert von r 
berechnet und darauf den zugehorigen Bildpunkt 
mit den Polarkoordinaten <p, r ermittelt, den wir 
mit (tp ;r) bezeichnen. Das sei der Punkt P in 
Fig. 234. Jetzt wachse <p um ein Differential d<p, 
wodurch eine Anderung dr von r infolge der Be- 
ziehung (1) zwischen cp und r bewirkt wird. Der Bildpunkt P' oder 
(<p + dcp ; r-f- dr) liegt unendlich nahe bei P. Vorerst wollen 
wir alle vier GroBen <p, r, d<p, dr positiv annehqien. Der 



Fig. 234. 
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Kreis um 0 durch P wird den Strahl OP' an einer Stelle Q treffen, 
so daB QP 1 =dr ist. Der Bogen PQ ist, wenn <p im BogenmaB 
gemessen wird, gleich rcl<p naeh S. 6, und zwar gemessen mit 
der fiir r angenommenen Langeneinheit OA. Da <£ POP’ nach Null 
strebt, darf der Bogen PQ als geradlinige Strecke betrachtet werden, 
die in P auf OP senkreeht steht. Da ferner OP' den Kreis ebenfalls 
senkrecht schneidet, ist das Dreieek PQPJ in Q rechtwinklig. Die 
Hypotenuse PP' dieses Dreiecks liegt nun auf der Tangente von P. 
Wir haben: 


( 2 ) 


fQ rdtf r 

QP' dr TT 

dtf 


Hier steht zum SchluBimNenner der Differentialquotient dr '.dtp- 
der Funktion (1). Wenn wir das unendlich kleine Dreieek von P aus 
ahnlich vergroBern, bleibt die Hypotenuse auf der Tangente. Die Tan¬ 
gente ergibt sieh folglich so: Wir tragen auf dem in P auf OP er- 

richteten Lot nicht rd<p, sondern den 
Zahler r des letzten Bruehes (2) ab, 
etwa bis R in Fig. 235, ziehen darauf 
durch R die Senkrechte zu PR oder 
also die Parallele zu OP nach auBen, 
im Sinne von 0 nach P, und tragen 
auf ihr den Nenner des letzten Bruehes 
(2), also dr:d<p, als Strecke ab, ge¬ 
messen mit der Einheit OA. Der End- 
punkt T liegt auf der Tangente von P. 
Das Lot von T auf OP treffe in 8 ein. 
Da PS — dr : d <p ist, konnen wir auch 
in S auf OS nach der Seite des positiven 
Drehsinnes hin das Lot errichten und 
auf lhm ST =r abtragen. Wir verfahren also ebenso, als ob wir 
die Mittelkraft P T zweier Krafte linden wollten, von denen die eine, 
PR, senkrecht zu OP in P angreift und gleich r ist, wahrend die 
andere, PS, in P in der Richtung von 0 nach P angreift und gleich 
dr : d<p ist. 

Das Verfahren erleidet Abanderungen, wenn die GroBen nicht 
samtlich positiv sind. Die Strecke PS=dr :d<p wird von P aus. 
im Sinne naeh 0 abgetragen, wenn der Difierentialquotient dr : dtp 
negativ 1 st; die Strecke PR oder ST ~r wird von P oder S aus im 
negativen Drehsinn auf OP senkrecht errichtet, wenn r negativ ist. 
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Beispiel: Wird als FunktionTl) erne ion 

< 3 ) . r = c<P + fc = c 4. Aj 

gewahlt wo also e und * Konstanten sein sollen, so ist k : e das BogenmaB eines ge - 
wissen konstanten Wmkels «, also: 8 & e 

r = c (</> +v), 

d. L der Kadiusvektor ist proportional zu derjenigen Amplitude, die 
mcht vom Anfangsstrabl OA aus, sondern von einem um ^« weiter 
riickwarts (im negativen Drehsinne) gelegenen Strahl aus gereehnet 
wlrd - Die B'Wkurve heiBt nach dem beruhmten griechisehen Mathematiker 
Archimedes (etwa 287—212 v. Chr.) eine Archimedische Spirale. Wenn 
wir den Anfangsstrabl Oinm^« zuruckdrehen und den so gewonnenen Strahl als 
Anfangsstrahl benutzen, bedeutet dies rechneriseh, daB wir « = 0, also k = 0 setzen 
konnen. Die Bildkurve der einfacheren ganzeri linearen Funktion 

(4) r = cq> 

ist also dieselbe wie die der Funktion (3), nur um « um o herum- 
gedreht. Wir stellen mithin die Zeichnung der Archimedischen Spirale auf Grund 
von (4) her. Ist die Konstante c negativ, so nimmt r mit wachsendem <p ab, wahrend 
r sonst zunimmt. Die Kurve, bei der c negativ ist, ist dieselbe wie die, 
bei der c positiv ist, nur muB man diese um den Anfangsstrahl OA 
herumklappen, weil dann < f in — also ap in — cq, iibergeht. Wir wollen uns 
daher auf die Annahmc beschranken, dafi die Konstante e positiv sei. 

Fiir cp = 0 ist r = 0, fiir tp = \ n 
(90°) ist r= \cn, fiir tp = n (180°) 
ist r = c 7i usw. Die Kurve windet 
sieh also in immer griiberen Bogen 
um den Pol 0 herum. Fiir zwei ent- 
gegengesetzt gleiche Werte ip er- 
geben sich entgegengesetzt gleiche 
Werte r. So gehbrt in Fig. 236 zu 
<f> -- Jtt, r = l c n der Punkt P, zu 
if = — J 77, r = — 1 c 7i der Punkt P\ 
wobei zu beachten ist, daB r im 
zweiten Fall auf der riickwartigen 
Verl&ngerung des freien Schenkels 
von ip aufgetragen wird. Wie man 
sieht, besteht die Kurve aus zwei 
Teilen; der zweite ist nur gestrichelt 
gezeichnet und geht aus dem ersten 

hervor, wenn man diesen um das in 0 auf dem Anfangsstrahl 0 A errichtete Lot 
herumklappt. 

Um an einer Stelle P die Tangentc zu bestimmen, beachten wir, dafi nach (4) 
der Differential quotient dr : dip - c ist. (Die Strecke c ist in Fig. 236 gleich OC an- 
genommen, so daB 0 P = £ c n gleich einem Achtel des Kreises um O durch C ist.) 
Daher ist 0 P liber P hinaus um c bis S zu verlangern, in S im positiven Dreh- 
sinne das Lot $T = r = OP zu errichten und T mit P zu verbinden. Z. B. fiir den 
Punkt P', fiir den <p = — £ n (—45°) ist, kommt r = — } ctt, so daB wir hier 



Fig. 236. 
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errichten^st 7 Fflr° y’= h f e ^7r e Ll) ,r if negativen 

im Pol 0 gelegen. Wirhaben also P„S = c H( f“ g f“ nge Kurvenpunkt P 0 ist 
in s o (Oder C ) das Lot S o T n = 0 zu emVhf* d ^ Anfan S sstra hl abzutragen und 

strahl selbst die Tangents in 0 J ^ 1^“ *•“* d - d - JLfangs- 
so dafi eme groflere Zahl von Windunsen d/f v ? '!• " klelner g ewahlt worden, 

g6n der Arcl ’imed.s C hen Spirale zu sehen ist. 



*>» 

mafi gemessen sei Denn son<st ~ 6 j ^i nke l 9 i® Bogen- 
S. 345, nicht gleich rL win v"® d< * B ° gen PQ in F %- 2 34, 
messen wird und der Boeen de/df a ? deren Winkeleinheit ge- 
abschneidet, die Lange w hat ict d m ieit au ^ de ® Einheitskreis 
Venn z.' b£, Gradml f deS WinkeIs * gleich 

1 0 auf dem Einheitskreise den BogenTTsoTus der Winkel 

zugehSrige BogenmaB ist, vgl ( 3 ) auf S 7 r 1 S ° ??, : 180 das 

mcht inx BogenmaB gemessen 2d i. ' J n l edem FaI1 lst > sobald <p 
wo tr eine gewisse C? Tt d$ zugehtinge BogenmaB » = w <p 
dann **» ^ in ** £ 

Wenn <p nichMm BoL T f ° lgt aUS der F ™Portion (2): 

Winkel ^ 1 1 aufTem ist ’ S0 “ dern der 
dem Einheitskreis einen Bogen ron der 
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Lange to abschneidet, sind bei der Tangentenkonstruktion 
die Katheten PS und ST so zu wahlen, daB sie sieh ver- 
halten wie der Differentialquotient dr:d<p zu wr. 

Bei der Archimedischen Spirale insbesondere, die zur Funk- 
tion (4) gehort, kommt eine andere Wahl der Winkeleinheit nur darauf 
hinaus, daB die Konstante- c durch eine andere zu ersetzen ist. Ihre 
Gestalt bleibt also die alte. 

Wir wo Hen nun die Exponentialfunktion 
(5) r = ae c</> 

mittels der Polarkoordinaten <p und r abbilden. Messen wir 
die Winkel <p nicht ini BogenmaB, so ist das zugehorige BogenmaB y> 
von der Form w<p , wo w eine Konstante vorstellt. Danu ist nach (5): 

c 

- \h 

r = ae w , 


wo nun y das BogenmaB bezeichnet. Diese Formel hat aber wieder 
die Form (5), nur ist die neue Konstante c : w an die Stelle von e ge- 
treten. Da wir c in (5) irgendwie wahlen konnen, sehen wir also, daB 
es in Wahrheit keine Einschrankung ist, wenn wir annehmen: Die un- 
abhangige Veranderliche <p in (5) soli das BogenmaB der 
Amplitude bedeuten. , 

1st die Konstante a negativ, so sind alle Badienvektoren r negativ, 
so daB sie auf den Verlangerungen der freien Schenkel von 9 ? iiber O 
hinaus aufzutragen sind, siehe P in Fig. 238. Wenn wir aber die ganze 
Figur um den Pol herum durch zwei Rechte drehen, kommt P nach P' 
auf den Schenkel selbst. Daraus folgt: Ist in (5) die Konstante a 
negativ, so zeichnen wir die Bildkurve zuerst fur den Fall, daB a 
durch den absoluten Betrag von a ersetzt wird. 

Die Kurve ist dann durch zwei Rechte um 0 
zu drehen, Oder, was dasselbe ist, jeder Punkt 
P' dieser Kurve ist am Pol 0 zu spiegeln. 

Hiernach konnen wir uns auf den Fall be- 
schranken, wo die Konstante a positiv ist, 
so daB v positiv wird. Nach (5) ist 



dr - 

= cae c v = cr , 

dip 


Fig. 238. 


also zugleich mit c positiv oder negativ. Dies gibt die in Fig. 239 und 
Fig. 240 angedeuteten Tangentenkonstruktionen \ bei denen PS = cr , 


1 Im zweiten Fall kann die Tangente auch so ermittelt werden, wie es die ge- 
strichelten Linien andeuten. 
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ST —r ist. Im Fall e > 0 wird r mit wachsendem <p groBer, im Fall 
c < 0 kleiner. Im ersten Fall ergibt sich eme Kurve, die sich mit waeh- 
sendem cp immer weiter von 0 entfernt, im zweiten cine, die dies bei 

abnehmendem <p tut. Der zweite 
Fall laBt sich ohne Miihe auf den 
ersten zuriickfuhren: Man muB nur 
den Drehsinn um 0 durch den ent- 
gegengesetzten ersetzen, wodurch ja 
in — <p ,. also e° v ‘ in e~ c i‘, d. h. c 
in — c iibergeht. Wir wollen daher 
die Konstante c positiv an- 
nehmen, also die Kurven be- 
trachten, die sich mit wachsendem <p von 0 entfernen. 

Wenn wir die Tangente im Sinne wachsender <p mit einem Pfeil 
versehen, bedeutet der Winkel SPT Oder t in Fig. 239 den Winkel 
dieser Tangente mit der Verlangerung des Radiusvektors OP iiber P 
hinaus. Da die Katheten im rechtwinkligen Dreieck PST im konstan- 
te.n Verhaltnis c : 1 zueinander stehen, sieht man: Langs der ganz'en 
Kurve ist der Winkel r konstant. Die Kurve durehsetzt 
alie von 0 ausgehenden Strahlen unter demselben Winkel r. 
Die Tangente konnen wir einfacher konstruieren, indem wir PS und ST 
mcht gleich cr und r, sondern gleich c und Bins wahlen. 

Na^h (5) ist die Amplitude 



( 6 ) 


9 


— In — = 
c a 


n l °g a 


irj. ^ tl 

Z T“ lichen - 0der g^ohnlichen Logarithmus des 
die 'Bildin •* a f ® in ^ eit S emess enen Radiusvektors. Daher heiBt 
!, eme lo g arith *ische Spirale. Das Wort Spirale 

Si :ot eine Km ’ *— 

machen miissen weil d P rworauf wir besonders aufmerksam 
bSne* ’ ^ TeChmker leider Schraubenlinien als Spiralen 

nehmen^deren^Tan ge^te n^PT^ ^ C i ine Kurve an " 

uberall denselbln Winkel bTld^n n* Radi l envektor en OP 
PS, ST des in Fig 235 s i stehen die Katheten 

Verhaltnis, so daB^koSnf’ ^ konstruierten Dreiecks in konstantem 
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wo c eine Konstante ist. Hieraus folgt: 


Nach Satz 7, S. 320, worm jetzt x mit 9 0 und y mit r zu bezeichnen ist, 
folgt hieraus 

r = ae c v , 

wo a konstant ist. Wir komrnen also zur Exponentialfunktion ( 5 ) zu- 
riick. Daher gilt der 

Satz 14: Die logarithmischen Spiralen, d. h. die Bild- 
kurven der Exponentialfunktionen 

r =ae c v 

bei Benutzung von Polarkoordinaten, sind dasselbe wie die- 
jenigen Kurven, die alle vom Pol der Polarkoordinaten aus- 
gehenden Strahlen unter einem konstanten Winkel durch 
setzen. 

Um sie zu zeichnen, lassen wir die Amplitude <p von Null an 
bestandig um denselben "Winkel a wachsen, setzen also nach und nach 
fiAr cp die Werte 

0, a, 2a, 3a , 
so daB aus (5) fur den Eadiusvektor die Werte hervorgehen: 
a, ae ecc , ae 2ca , ae Zca ..., 

mithin die Kadienvektoren eine geometrische Progression bilden, 
wahrend die Amplituden in einer-arithmetischen Progression aufein- 
ander folgen, was nach S. 336, 337 nicht uberrascht. Bei angenomme- 
nem a berechnen wir nun zwei aufeinander folgende groBere Werte 
von r, z. B. 

ae nCa und ae (n-1)ca , 

und verfahren wie in Fig. 241, wo n — 12, a — in (30°) und c = j 
angenommen worden ist, so daB na gerade gleich 2 n ist, also der zuge- 
horige Punkt P l2 auf dem Anfangsstrahl 9 ?, der vorhergehende P n um 
30° riickwarts liegt. Jetzt wird der Wert 

ae ncu 

auf dem Anfangsstrahle bis zur Stelle P 12 oder 12 und der Wert 

ae (n-l )ea 

auf dem Strahl unter 30° (a) bis zur Stelle 11 als Strecke aufgetragen. 
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Die Verbindungslinie beider Stellen bildet mit dem zveiten Sohenkol 
von a einen Winkel a. Durch den Punkt, 11 ziehen vir die Gerado, die 
den Anfangsstrahl unter diesem Winkel a schneidet, wodureh sieh’ der 
Punkt 10 ergibt. (In Fig. 241 ist a nahezu ein rechter Winkel). 



p “"“ « *- a™*, von J2 
We Str.ek.n ™n 0 1 bin , 0 .Tm"''”'' “™ I>U " kt “ 9 ' 8. ?■ • . 
Ra4.ra7.kt.ren, die tu dm Am’ptacta 12 ““T-"" 

SO daB Sie durch Kreisbogen urn 0 leieht ttfr ■ \° ' ’ £ elloren > 

ubertragen werden konnen, wodurch dfe F mkte ? S< 2 °*p StraUen 
Kurve hervorgehen. Die Eichtio-Vmt 1 ^ te ^ 12 ’ ? n> -f 10 • • • der 
01211, OHIO, 010 9 eS“ u U ?? et ein ’ da die Dreiecke 
010 ... die geometrische Progression bSf v® 11 *'!’ &h ° ° 12 ’ 0ll > 
auch iiber P u h i„ aus fortsetzm kann das ^rfahren 

Tangenten in p P 10Ttsetzm ( SIch /‘ 13 und 14 in Figur 241). Die 

stanten Winkel r b*&n“m dem ^ den kon - 

IVmkel ein* rechtvrinkligen Dreiecks ndt 1 War ' Dies ist der 
unddergegentibcrliegendenKathote i /? anlie genden Kathete c 
konstruierbar, da ia hier c — i 1 ’ er lst also lm Dreieck P 12 £ 7’ 

’* T n gewahlt werden inuB. T ngen ° mmen wa G so dab J\ 


12 

12 ^12 
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Wir haben in der Figur diejenige logarithmischTspi^ale dargestellt 
die die Bildkurve der Funktion " u '"' 

r — 1,5 e* f 


ist. Im 7. Beispiel, S. 332, fanden wir als Spannung eines um eine 
Scheibe gespannten Biemens den Wert 

T = T 0 e e f. 


Wenn ein Hanfseil auf eine eiserne Trommel gesparmt -wird ist der 
Reibungskoeffizient o = -K Unsere Fig. 241 stellt also durch ihre Radien- 
vektoren die Spannungen T des Seils dar, -wenn die Anfanffssnannung- 
T 0 = 1,5 (=OP 0 ) ist. 6 

Wir haben geseben, dafi bei einer logarithmischen Spirale diejenigen 
Radienvektoren, die sieb ergeben, wenn der Strahl urn O immer durch 
denselben Winkel a weiter gedreht wird, eine geometriscbe Progression 
bilden, deren Glieder bestandig wachsen, wenn a und c positiv sind. 
Drehen wir riickwarts, so nehmen die Glieder in geometrischer Pro¬ 
gression ab. Sie -werden aber dabei niemals gleicb Null. Die riickwartige 
Fortsetzung der logarithmischen Spirale macht daher unendlich viele 
Windungen um 0, die iminer enger werden. Aus der Konstruktion der 
ahnlichen Dreiecke 0 P 0 1\, 0 P x P 2 , OP 2 P s ..die aueh bei anderen 
logarithmischen Spiralen in 
entsprecbend geanderten Ma- 
Ben vorkommen, folgt, daB 

A P 0 Pi P 2 ~ A .Pi P 2 P 3 ~ 

A P 2 Pa P 4 - • • ist, d. h.: 

Jedes Stuck der loga- 
rithmisehen Spirale ist 
jedem anderen Stiicke 
derselben Kurve ahn- 
lieh, das zwischen zwei 
Strahlen liegt, die den¬ 
selben Winkel einschlie- 
Ben. Deutlich kommt dies 
zur Ansehauung, wenn man 
von der Spirale ein Stuck 
UY, siehe Fig. 242, heraus- 
greift und so weit um 0 
dreht, bis 0 U aui OP 0 liegt, Fig. 242 . 

wodurch U V in V Y' iiber- 

gcht. Hier ist das Kurvenstiick U'Y' mit dem Stiick UY kongruent 
und andererseits ahnlich und ahnlich gelegen mit dem Stiick P 0 W 

23 
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zwischen den Strahlen 0 U' und 0 V' . Dabei ist 0 der Ahnlich- 
keitspunkt \ 

Wir betrachten jetzt drei Punkte A , B , C ciner logarithmischen 
Spirale, die soliegen, dafi <C A 0 B = <£ B 0 C = a ist, siehe Fig. 243, 
Wird a unendlich klein, so wird die Gerade AB die Tangente von A, 
ebenso die Gerade BC die Tangente von B . Die in A auf A B und in B 
auf BG errichteten Lote treffen sich etwa in K. Da der Winkel a , den 
AB mit der Verlangerung des Radiusvektors 0A bildet, gleich dem 

Winkel ist, den BC mit der Ver¬ 
langerung des Radiusvektors 0 B 
bildet, ist auch <£; A K B = a. Dar- 
aus folgt nach dem Satze vom Peri- 
pheriewinkel, dafi 0 und K auf eincm 
Kreise durch A und B liegen. Wird a 
unendlich klein, also a zum Tangenten- 
winkel x und A B zur Tangente des 
Kreises, so kommt K gerade gegen- 
uber A zu liegen, woraus folgt, daU 
Fig. 243. A 0 K ein Rechter wird. Also or* 

gibt sich: Der Schnittpunkt K der 
Geraden, die in einem Punkt A der logarithmischen Spirale auf der 
Tangente von A senkrecht steht, mit derjenigen Geraden, die in einem 
unendlich benachbarten Kurvenpunkte B auf der Tangente von B senk¬ 
recht steht, liegt auf dem Lote zu 01 durch 0. 

Friiher haben wir Kurven angenahert dadurch gefunden, daU wir 
die Tangenten einiger Punkte zogen, also die Kurvenbogen durch 
geradlinige Stiicke ersetzten. Versuchen wir, Kurven durch Kreis- 
stiicke zu ersetzen, so werden wir so folgern: Ware cine Kurve 
ABC... in der Nahe von A ein Kreis, so wiirde seine Mitte irn 
Schnittpunkte der Senkreehten zur Tangente von A mit der Senk- 
rechten zur Tangente eines benachbarten Punktes B liegen, da dies 
Verfahren im Fall eines Kreises zu seiner Mitte fuhrt. Wollen wir 
insbesondere die logarithmische Spirale in der Nahe des Punktes A 
durch einen Kreisbogen ersetzen, so benutzen wir dalier als Mitte 
dieses Kreises den soeben gefundenen Punkt K. Spater werden wir bei 
e igen Kurven von den sich ihnen innig anschmiegenden Kreisen 



goto SpiraIe gibt Anlafi zu eincr bei gewmen 

gewunschten Wirkang: Wenn man eine Scheibe, auf der cine ioga- 

f Um , d r , Po1 ° drcht ’ scheint ° 8 - als ob dic Kurve 
' dem m 0 berausquelle oder sich dahin zusammenziehe. 
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genauer zu sprechen haben. Vorlaufig geniigt es, zu erwahnen, dafi 
sie Kriimmungskreise, ihrc Mitten Krummungsmittelpunkte 
heifien. Der Krummungsmittelpunkt der Stelle A der loga- 
rithmischen Spirale ist hiernach der Schnittpunkt K des 
Lotes zu OA durch 0 mit deni in A auf die Tangente er- 
richteten Lot. 

Um eine Anwendung zu zeigen, betrachten wir z, B. diejenige loga- 
rithmische Spirale, deren Radiusvektor fur <p = 0 gleich Eins ist, so daB 
a =1 ist, und bei der sich der Radiusvektor naeh einer vollen Um- 
drehung um den Pol 0 verzehnfacht, so daB sich r = 10 fiir (p = 2 % 
ergibt, d. h. e~ nc = 10 und daher naeh S. 298: 

(7) c = — 0,3665 . 

Die Gleichung der Spirale lautet also: 

(8) r —e 

i 

und wegen e M = 10 gehoren zu den Amplituden 
<f = 0. -J-jt, .-1 -n, tz> . . . 

die Radienvektoren: 

r = i, ho, i/To% ho 3 , ho 4 ,. l^O 8 . 

Dies sind die Zahlen 1, 1,3335, 1,7783, 2,3714, 3,1623, 4,2170, 5,6234, 
7,4990, 10. Sie liefern noun Punkte 1\, P x > .. P s einer Windung, siehe 
Fig. 244; mittels c 0,3665 konncn wir in den neun Punkten sofort die 
Tangenten oder noch besser die Scnkrechten dazu finden. Man komint 
so dine Miihe zu den zugehorigcn neun Kriimmungsmittelpunkten 
if 0 , K v . . . Sehliigt man die Kreisc, die diese Mitten habcn und 
durch den jeweilig zugehorigcn Kurvenpunkt gchen, so erhalt man mit 
ihrer Hilfe cine recht gute Zeichnung der logarithmischen Spirale. Aus 
( 8 ) folgt: 



Nun ist 9 ? : 2tz das Terhaltnis der Amplitude zur ganzen Unidrehung 
uni O. Wcnn wir also als Winkeleinheit vier rechte Winkel benutzcu, 
so dafi 0,25 den rcchten und 0,5 den gestreckten Winkel bedeutet, vvird 
die Amplitude gleich deni gewohnlichen Logarithmus des 
Radiusvektors. Wenn wir also den in Fig. 244 gezeichneten Kreis 
vom Radius 10 dezimal teilen und auf der Figur einen Stab, der 

23* 
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2“ S: t\ a V adius “ b " ™<>»^ 

und auf dem TJ den Sj? ■**" ln i eder La S e den Numfrs 
Diese Vorrichtung kann als ^ “^H ^wohnlichen Logarithms ab. 
dienen. g ” als Ersatz fur «ne Logarithmentafel 
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Md MiuS™' at di “T ™ Einubung 


(1) 


1. Beispiel: Nach S. 197 ist 


y = 
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die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, deren Asymptoten die x-Achse 
und y- Achse sind. 1st die Konstante c positiv, so verlauft die Kurve im ersten und 
dritten Quadranten. Die Hauptachse teilt den Winkel der positiven x-Achse und 

positiven ?/-Achse in gleiche Teile. Fur die Scheitel 8 X und S 2 wird x = y = i 
wenn die Einheiten auf beiden Achsen gleich grofi sind. Die Scheitel haben 
deshalb vom Anfangspunkt 0, dem Mittelpunkt- der Hyperbel, den Abstand 

|/2 c. Wird c = £ gewahlt, so liegt also in 

w y= -h 

die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel vor, deren Hauptachse 
die Lange 2 hat. Diese Kurve ist in Fig. 245 dargestellt, worin 0 8 X die Langen- 
einheit bedeutet. Wir haben hier das 
Achsenkreuz (d. h. die Asymptoten) 
in einer um 45° gedrehten Lage ange- 
nommen. Nun sei P irgendein Punkt 
der Hyperbel im ersten Quadranten und 
oberhalb der Hauptachse. Seine Ab- 
szisse sei p. Spiegeln wir P an der 
Hauptachse, so geht ein Punkt P' der 
Kurve hervor. Die Abszisse p von P ist 
gleich der Ordinate von P', die Ordi¬ 
nate 1:2 p von P gleich der Abszisse 
von P\ Die Flache 0 P P' zwischen 
den Strecken 0 P und 0 P' und dem 
Kurvenbogen P P' sei mit tp bezeich- 
net. Sie lafit sich nach dem 3. Bei- 
spiel, S. : ; 35, berechnen. Wir haben 
dort / (x) durch 1 :2 x zu ersetzen 
und a mit p zu bezeichnen; aufierdem 
ist als obore Integralgrenze statt x die Abszisse 1:2 p von P* zu setzen ebenso wie 
im letzten Summanden von (6) auf"S. 23). Also kommt: 

i_ 

2 v 2 / 

Cdx , 1 .1 fdx 

y= J 2T +iP '2^ _i "27' p -J 25” 

P P 

Nach S. 236 muB man das Integral zuerst mit unbestimmt gelassener oberer Grenze * 
auswerten. Es ist eine Funktion von x, die denselben Differentialquotienten 1: 2 x 
hat wie | In x, so daB das Integral, da es fur x — p gleich Null sein soil, gleich 
Jinx — |In p ist. Setzen wir die obere Grenze 1 :2p fur x ein, so folgt: 



Der Mittelpunkt Q der Strecke P P' liegt auf der Hauptachse. . P P' lafit sich 
aus dem in Fig. 245 angegebenen rechtwinkligen Dreieck P P' R leicht berechnen: 

p F2 = 2 (j__j,y, d .h. Qf»=i(^- P ) 2 - 




360 


Siebentes Kapiiel: Die Exponentialfimktionen. 


Wir zeichnen zunachst die Bildkurven von e* und e~~ x . Schon in Fig. 220, 

S. 319, haben wir die Bildkurve von e* dargesteilt. Wie dort wollen wir auch jetzt 
die Abszisseneinheit gerade so groB wie die Ordinateneinheit annehmen. In unserer 
neuen Fig. 246 wird e 1 durch die Kurve ( a ) wiedergegeben. Die Bildkurve von 

geht aus der von e* durch Vertauschen von x 
mit —x hervor. d. h. man braucht nur die 
Kurve (a) urn die i/-Achse herumzuklappen, urn 
die Bildkurve ( b ) der Funktion e~ x zu be- 
kommen. Nun bilden wir die halben Summen 
und Differenzen der zu gleichem x gehorigen 
Ordinaten von (a) und ( b ), wodurch sich nach 
(17) die Ordinaten ij x und y 2 ergeben. In dieser 
Weise gehen die Bildkurven von (lof x und- ©in x 
hervor. Man erkennt, dafi beide fur gxoBeres 
positives x derjenigen Kurve nahekommen, di§ 
durch Halben der Ordinaten der Kurve (a) ent- 
steht, da die Kurve ( b ) fiir solche x Ordinaten 
hat, die wegen ihrer Kleinheit kaum in Betracht 
kommen. Fiir absolut genommen grofieres, aber 
negatives x iibenviegt dagegen die Kurve (/>), so 
daB die Bildkurve von (£of x derjenigen Kurve 
nahekommt, deren Ordinaten die Halften der 
Ordinaten von (b) sind, wahrend *hier die Bild¬ 
kurve von ©in x derjenigen Kurve nahekommt, 
die aus dieser eben genannten Kurve hervor- 
geht, wenn man sie um die a>Achse herunter- 
klappt. Die Bildkurve von ©in x hat 0 zum 
Symmetriepunkt, d. h. ist P ein Punkt der 
Kurve, so ergibt sich aus ihm ein zweiter Kurven- 
punkt P\ wenn man P 0 iiber 0 hinaus ura die 
Lange PO bis P' verlangert. Anders gesagt: Die 
Bildkurv r e geht bei der Drehung durch zwei 
Fig. 246. Rechte um den Anfangspunkt 0 in sioh selbst 

uber. Der Punkt 0 gehort zur Kurve. Hier ist 
die Steigung, wie man berechnen moge, gleich Eins. Die Kurve beriihrt also in 0 
die Gerade unter 45° und hat hier einen Wendepunkt (vgl. S. 143). Die Bild¬ 
kurve von (£of x dagegen hat die 2 /-Achse zur Symmetrieaohse. Ihre tiefste 
Stelle, ihr sogenannter Scheitel, ist die Stelle der y -Achse mit der Ordinate Eins. 

Die Bildkurve von x gibt uns das erste Beispiel einer Kurve, 
bei der es uns moglich ist, die Bogenlange zu bestimmen. Die Auf- 
gabe namlich, die Lange eines Stiickes der Bildkurve einer 
stetigen Funktion 

(18) 2/ = /(z) 

zu finden, ist, wie wir sogleich zeigen werden, eine Anwendung des 
Integralbegrifis. Wir batten diese Auf^abe schon in § 4 des 5. Kap. 
besprechen konnen, vermochten aber damals noch kein rechnerisch 
durchfuhrbares Zahlenbeispiel zu geben. 
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Wir setzen voraus, daB die Einheiten der a-Achse und 
y -Achse gleich groB gewah.lt seien (wie auf S. 171). Dann sei 
die Kurve in Fig. 247 das Bild der vorgelegten Funktion (18). Auf 
der Kurve wahlen wir zwei Punkte P 0 und 
P, von denen P 0 eine bestimmt gewahlte 
Abszisse x 0 und P eine veranderlich ge- 
dachte Abszisse x habe. Die Lange s des 
Kurvenbogens von P 0 bis P ist dann eine 
Funktion der Endabszisse x, da zu jedem 
bestinunten x eine bestimmte Bogenlange s 
gehort. Wenn die Abszisse x um dx zu- 
nimmt, wird sich P unendlich wenig auf der 



Fig. 247. 


Kurve bis P' bewegen. Die Ordinate QP ist gleich y und die Ordinate 
Q'P' gleich y + dy. Das Bogenstuck PP' ist der Zuwachs des Bogens 
s, also das Differential is. Da es unendlich klein ist, kann es als 
geradlinig aufgefaBt werden. (Wir erinnern an Fig. 33, S. 44.) Deshalb 
ist ds die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks PRP' mit den 
Katheten dx und dy. Weil die Einheiten auf beiden Achsen 
gleich groB sind, kommt also: 

(19) ds 2 =dx* + dy 2 < 

oder: 


As 


■Vi+(fc)‘ 


dx. 


Die Wurzel ist positiv, da s mit x wachst. Hiernach hat die Bogen¬ 
lange $ als Funktion von x den Differentialquotienten: 


( 20 ) 


ds 
d oc 


1 


i/T 


+ f*i 

^\dx 


)’ 


Da der Bogen fur x = x 0 den Wert 0 hat, ist s diejenige Funktion 


von x, die den Differentialquotienten (20) hat und fur x 
Null wird, d. h. das Integral (vgl. Satz 4, S. 228): 


gleich 


( 21 ) 


s= =/i i+ {i dx - 


Satz 15: Derjenige Bogen. s der Bildkurve einer Funktion 
y = f{x\ der sich von der Stelle P 0 mit der Abszisse x 0 bis 
zur Stelle P mit der Abszisse x erstreekt, ist das Integral 


s =/V i+ (sy dx ' 
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worin dy : dx als Differentialquotient derFunktion f(x) eine 
Funktion von x ist und die Quadratwurzel positiv gewahlt 
werden muB, wenn der Bogen $ im Sinne wachsender Ab- 
szissen als positiv bezeichnet wird. Vorausgesetzt ist, dafi 
x und y mit derselben Langeneinheit gemessen werden, die 
auch die Langeneinheit fiir s ist. (Siehe Fig. 248.) 




2. Beispiel: Die Bogenlange $ der Bildkurve von 


(22) y = ©of x = - 

wollen wir vom Scheitel P 0 mit der Abszisse 0 bis zu einem beliebigen Kurven- 
punkte P mit der Abszisse x rechnen, siehe Fig. 249. Wegen 



ergibt sich aus Satz 15: 




2 


= ®in x 


o 

DaB wir dies anscheinend schwierige Integral ausrechnen konnen, liegt daran, daB 
unter dem Wurzelzeichen ein vollstandiges Quadrat steht, naml ich: 

i + <to - i 2 * * 5 + e ~ 3x = tl±l±jZP - (<? + \ 2 

4 4 l 2 ) ‘ 

Daher la£t sich die Wurzel ausziehen, und es kommt: 

* # 

5 — j' — - dx — j* ©of a )dx. 

0 o 

Nun hat <5in x nach (15) den Differentialquotienten ©of x. Also ist s von der Form 
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Sin x + konst. Fur x = 0 muB s = 0 sein. Da aber auch SinO = 0 ist, ergibt sich 
als Bogenlange: 

g*_g x 

(24) s = ©in x =-g-• 


Wir wollen ferner die Flache F berechnen, die zwischen der z-Achse, der Bild- 
kurve, der y-Aehse und der Ordinate von P liegt. Nach Satz 5, S. 229, ist: 

X 

F =/®of x dx . 
o 

Also ergibt sich fiir F genau derselbe Wert wie fiir s, namlich: 

gT_ g * 

(26) F = ©in x = -g- 

Der Unterschied besteht darin, daB man- s mit der Langenemheit und F mt der 
Flacheneinheit messen muB. Die Flache F ist daher der Inhalt des Eechtecks des en 
Grundlinie gleich der Bogenlange P„ P oder t und dessen, Hohe die Langenemheit ist. 
Nach der dritten Formel (13) ist femer wegen (22) und (24): 

j/i = s 2 + 1. 

d h mit der Hypotenuse y und den Kathctcn . und 1 laBt sich ein rechtwinldiges. 
Lieck Lltn Die Tangent von P treffe die x-Achse **tf**™** 
habe den FuBpunkt Q. Die Steigung der Tangente ist QP . TQ oder y . TQ u 
hat nach (23) und (24) den Wert s : 1, so daB 


ist. Das rechtwinklige Dreieck PTQ ist daher dem soeben 
Dreieck ahnlich. Dies geht, da es die Hypotenuse y hat 

daB wir von Q das Lot Q <3 auf die Tangente PT fallen da dann to ; Dreied tPQ* 

dem Dreieck PTQ ahnlich wird, woraus *P - * ™ d « * = be Smmen daS 
lafit sich die Bogenlange s=PP„ emfach d » d f c \ b J*™ e “’ f d “ 
man vom FuBpunkt oQ der Ordinate voniP das Lot fij d 

Taneente von P fallt. Es schncidct als Strecke 9pP die Bogenia g 
s &b. Zugleich hat sich ergeben, daB die konstante Lange *i in . _ ‘ 

Hierans lassen sich weitere Schliisse ziehen: Die Bddkurve . 

dem Zeichenbrett erhaben dargestellt, und emunausdehnbarer g 
won P an lanes der Kurve hingespannt und welter drauBen, etwa in H, an aer 

“S ns ziip&sg* 

to. .... K.rv 8 . d., Or. d.. .»»« to 
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Tangente der Bahn von $ ist daher best&ndig senkrecht zur jeweili- 
gen Tangente $ P der alten Kurve, d. h. sie ist die Gerade Da die 

Strecke %3Q die konstante Lange Eins hat, folgt: Diese Evolvente der Bildkurve von 
Gofa; hat die merkwurdige Eigenschaft, daB ihre Tangente 'fSQ, gemessen vom Be- 
ruhrungspunkte $ bis zum Schnittpunkte Q mit der a-Achse, die konstante Lange 
Ems hat. Man kann sich diese Evolvente also auch so .entstanden denken: In 0 sei 
em angs der a>Achse^ beweglicher Punkt; mittels eines unausdehnbaren Fadens sei 
aran eme punktformige Masse in P Q angekniipft. Nun werde der erste Punkt langs 
der a>Achse in Bewegung gesetzt; er sclileppt die Masse mit, und zwar so, dab 
jederzeit die Lage des gespannten Schleppfadens zugleich die Tangente der Schlepp- 
j- Ur cTli°^ er Traktrix i st * dieser Faden die konstante Lange Eins hat, ist 
die Schleppkurve die Kurve der Punkte % Jene Evolvente der Bildkurve von 
Ufa: ist demnach eine Schleppkurve Oder Traktrix eines sich langs der 
ar-Achses bewegenden Punktes. Lauft der Punkt von 0 auf der negativen 
#-Aehse hm, so entsteht der linke Zweig der Traktrix in Fig. 249. 

3. Beispiel: Wir knupfen an das 2. Beispiel auf SI 217 an. Wie in der An- 
merkungauf $, 218 erwalmt wurde, ergibt sich die Kettenlinie als Gleichgewichts- 
hgux femes unausdehnbaren schweren homogenen Fadens, der an zwei etwa gleich 
hohen JPunkten A und B aufgehangt sei. Um ihre Form zu ermitteln, konnen wir 
wie in jenem Beispiel schliefien; nur tritt an die Stelle des dort angenommenen Ge- 
wichts •, kx des an einem gewichtslosen Faden hangenden schweren Stabes, und 
zwar des Stabstiickes UQ % siehe Fig. 162, S. 217, jetzt das Gewicht des schweren 
Fadenstuckes von 0 bis P. Wenn die Langeneinheit dieses Fadens das Gewicht k 
hat und die Bogenlange von 0 bis P mit * bezeichnet wird, ist also nunmehr ks statt 
kx zm setzen. Aber damals wurde die Fadenspannung in P mit 5 und die in 0 
nut s 0 bezeichnet. Zur Vermeidung von Verwechslungen mit der Bogenlange s wollen 
wir drnse Spannungen jetzt T und T 0 nennen. Dabei ist T 0 eine konstante. Nun 
ergibt eme Uberlegung wie damals, dab langs der Kettenlinie 

dy^ _ ks 
dx ~ IV 

sein mufi. Hierfur konnen wir schreiben: 

,- JTt d JL 

k dx ’ 

d. h. langs der Kettenlinie ist die von der tielsten Stelle an bis zu 
lrgendemem Kurvenpunkte P gemessene Bogenlange s proportional 
zur eigung der Kurve in P, vorausgesetzt, daB die a-Aehse wagerecht ist. 

Man bemerkt, daB bei der im vorigen Beispiele betrachteten Bildkurve von 
y ~ dle Bogenlange s gerade gleich der Steigung ist, wie dieFormeln (23) und 
(-4)zeigen. Deshalb geliort jene Kurve zu den Kettenlinien. Aber die 
soeben gefundene kennzeichnende Eigenschaft der Kettenlinie kommt auch der Bild- 
Kurve der allgemeineren Funktion 

< 26 ) y = a ©of —. 

a 

d. h. nach (10) der Funktion 



( 27 ) 
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zu, wo a eine Konstante sei. In der Tat ist hier mit Eiicksicht auf (10): 


(28) 


§ 1 . 

dx 


-W -- J ) 


(Sin - 


folglich nach Satz 15 und nach (13) die von x = 0 an gerechnete Bogenlange 

X _ X s 

s = J - j/ l + ©in* f. dx = f ©of £. dx. 

0 0 

Nun hat aber Sin x nach (15) den Differentialquotienten (£of x. Demnach hat 
Sin ( x : a) als Differentialquotienten (5 of (x : a), dividiert mit a, d. h. s hat die Form: 

X 

s = a Sin —f- konst. 

a 

Weil s as 0 fiir x = 0 und auch Sin 0 = 0 ist, hat die Konstante den Wert Null. Also 
ist bei der Kurve (26) die Bogenlange: 

(29) $ = a Sin -- * 

a 

Hieraus und aus (28) folgt: 


s = a 


dy 

dx 


Demnach ist die Bogenlange s gleich dem a-fachen der Steigung. Dio 
Kurve (26) g<diort deshalb zu den Kettenlinien. 

Umgekehrt kann man zeigen, dafl jede Kettenlinie die Bildkurve einer Funk- 
tion von der Form (26) ist. Hierauf gehen wir nicht ein. Wir erwahnen es nur, um 
zu begriinden, daB wir diese Bildkurven kurzweg Kettenlinien nennen. Schreibt man 
J[26) in der Form 

a a 

so sieht man, daB jede Kettenlinie aus der Bildkurve von y = (£of x dadurch hervor- 
geht, daB man alle Abszissen und Ordinaten mit der Konstante 1 : a muitipliziert, 
d. h. die Zeichnung ahnlich vergrofiert oder verkleinert, Deshalb sind alle Ketten¬ 
linien einander ahnlich, insbesondere mit der im vorigen Beispiel be- 
trachteten Bildkurve von Sofa. Ketten haben also, wenn sie homogen sind, 
samtlich die Form der Kurve in der friiheren Fig. 249. Spannt man eine Kette 
ziemlich straff, so scheint es allerdings anders zu sein. Aber in diesem Fall wird 
die Kurve einem solchen Teil der Kurve in jener Figur ahnlich, der sehr nahe bei 
der tiefsten Stelle P 0 liegt. Wahlt man die Konstante a negativ, so werden alle Ordi¬ 
naten der Kettenlinie (26) negativ. Da aber die Kette stets ein Yal bildet, kommt 
dieser Fall nicht vor, wenn man die y -Achse nach oben positiv rechnet. Die Kon¬ 
stante a ist also positiv anzunehmen. 

Die Kettenlinien hielt der beriihmte Naturforscher Galilei (1564 bis 1642) 
noch fiir Parabeln. Erst die drei groBen Physiker und Mathematiker Huygens (1629 
bis 1695), Leibniz und Johann Bernoulli erkannten fast gleichzeitig im Jahre 1691 
die wahre Natur der Kettenlinien. Wie diese Kurven von den Parabeln abweichen, 
wollen wir an der Bildkurve voh CEof x, der ja alle Kettenlinien ahnlich sind, naher 
erlautern. Hier ist 
(30) 


y=l(e x + e- x ). 




Nach Sate 6, S. 318, gilt nun fflr jedes « die Iteihe^^T 
e* = 1 ■ 

also auch: 


SO dad sich aus (30) ergibt: 


■f — 

. *• - 

r 1.2 

+ 1.2.3 + 

& 

+ 

a? 

1.2 

073 + 


v = 1 + - g _i_ * 4 

y T7F + IT2737T + ■ • • 

Nahe bei der tiefsten Stelle d h f«, i ( • , 

kleme absolute Werte von x, ist schon das 
dntte Glied dieser unendlichen Reihe 

8 ®iT r J Mem ’ in noch hSherem Made 
gut dies von den spSteren Gliedem. 
In der Nahe der tiefsten Stelle ist 
daher angenahert: 

(31) y=l+}a?, 

und die Bfldkurve dieser Funktion ist 
oekannthch eine Parabel. Fflr x = 1 
verhalten sich die Ordinaten der 
Kettenlinie (30) und der Parabel (31) 
iuemander wie 





Pig. 250, 

«» F» Hi . n TOD 


,03 :1 . 


Die Hohe der Kettenlinie ist also hier 

3 °/». S r8Ber als die der Parabel. 
oiehe Fig. 260. 

rwl B ! i8piel: In der Theorie der 
Gewolbe tntt als Stfltzlinie fflr den 

, *f e “ et wa gerechten oberen Be- 
lastungshme die Gewolbelinie auf, 


c 

T 


die auch Klinoide genannt wird. Hier sinH , 

Hier sind a und c positive Konstanten. Wegen 

v _ ■ * a ( • ■ 

y ~~ir-2 \ e *+° °) 

ge enr die GewSlbelinien nach S. 88 aus den Kettenlinien 

«= J (<^+ o) 



5. Beispiel: Die folgende Tafel gibt, ia Tausenden ausgedriickt, die Be- 
volkcrungszahl des Deutschcn Reiches an, wie sie bei acht. Volkszahlungcn von 
1871—1905 ermittelt wurde: 


Nach S. 3il kann man annehmen, dafi die Zunahme der Bevolkemngszahl in jedem 
der sieben Zwischenraume, von denen der erste vier und jeder andere funt Jah 
umfaBt, dem Gesetze des organischen Wachsens gefolgt sei. Diese Annahme 
iedenfalls verniinftiger als die des gewohnlichen Zinseszinsgesetzes, nach denies] 
so aufzufassen ware, als ob sich die Zahl inimer nach gerade ]e einem Jalir plotelc 
vergroBerte. Man berechne den Mr jeden der sieben Perioden hervorgehenden Prozcnt- 
satz p, furs Jahr gemeint. Nach Satz 9, S. 323, hat man anzusetzen: 

100 

y = a e 1 

Dabei bedeutet a die Bevolkerungszahl am Beginn und y die am SchluB einerPenode, 
ausgedriickt in Tausenden, wahrend x die Anzahl der Jahre der Penode angibt. Log - 
rithmische Berechnung liefert als Wertc des Prozentsatzes p Mr dm sieben 
Zwischenraume: 

1871—1875 0,995 1890—1895 1,122 

1875—1880 1,140 1896—1900 1,505 

1880-1885 0,705 1900-1905 1,462 

1885—1890 1,068 

Das Gesetz des organischen Wachsens gilt also nicht genau fur die ganze Zeit von 
34 Jahren, da sich sonst fur p in alien sieben Perioden derselbe Wert ergehen muBte. 
Das ist nicht iiberraschend. Eincn MaBstab fiir die Starke der Bevolkerungszuiiahme 
in alien 34 Jahren bekommt man abcr doch, wenn man mit Bcnutzung . 

und lctzten Bevolkerungszahl allein und un ter Zugrundelegung des je _ A , 7 

schen Wachsens fiir * = 34 den Prozcntsatz p berechnet. Dannergibt sich p - 1,147. 
Nimmt man an, daB die Vcrmelirung der Bevolkerungszahl im 
auch wahrend der Periode von 1905 bis 1910 nach dem Gesetze cles organis h 
Wachsens mit dem jahrlichen Prozentsatz 1,147 .stattfand, so crgibt ich fin^ 1910 
nach der oben angcgcbenen Formel (worin jetzt a, p, x gege en S11 wlhrimdi 

wird) die Bevolkerungszahl 64 222 (in Tausenden). Nimnit man ag „ . 

der Periode von 1905 bis 1910 gelte derselbe Prozentsatz 1,46- wie in der vorhir 
gehenden Periode von 1900 bis 1905, so kommt 65 240 (in Tausenden) hcraus. n 
Wahrheit hat sich 1910 die Zahl 64 926 (in Tausenden) ergeben dm " ,sC1 ^ be,den 
liegt, und der jahrliche Prozentsatz war in der Periode von 1905 bis 
Aufierdem kann man aus den Werten von p Schliisse ^er d.e Gcsundhe t <)er En 
wicklung des deutschen Volkes in dem Zeitraume von 1871 bis l.)l0 /uhen. Wir 
weisen nur darauf hin, daB der Prozentsatz von 1895 bis 1900 an groBten war. 

6. Beispiel: Wichtig ist die Untersuchung des Zusammenhangs 
zwischen Volumen, Druck und Temperatur eineis iDampfcs, (^>ases; odtr 
Grasgemisches. Ist « das Volumen eines Kilogramms des Gases wie wir der kurze 
halber sagen wollen, p der Druck in Kilogrammen den es auf 1 qm f' pr ™ ha 
wand iibtfd. h. seine spezifische Spannung, und T seme J e “ P ^ t 

in Celsius, d. h. von — 273® C an gerechnet, so gilt, wie die Physik lehrt, das Gesetz. 
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(32) pv — RT, 

wo • R eine das betreffende Gas kennzeiehnende positive Konstante bedeutet. . Setzt 
das Gas unter den Bedingungen, die eine bestimmte Maschine gibt, einen Kolben 
in Bewegung, so andern sich v, p imd T. Das dabei geltende Gesetz kann sehr ver- 
schiedenartig sein, d. h. wenn wir zu jedem Volumen v als Abszisse den dabei herr- 

schenden Druck p als Ordinate in ein v p- 
Achsenkreuz eintragen, wird der Verlauf des 
Vorganges durch eine gewisse Kurve, die 
Druckkurve, dargestellt, die fiir verschie- 
dene Maschinen verschieden sein kann. 1st 
sie bekannt, so laBt sick nach (32) die je- 
weilige Temperatur T berechnen. Man kann 
sie in derselben Figur als Ordinate eintragen, 
wodurch die zugehorige Temperaturkurve 
hervorgeht. Ihre Konstruktion istdeicht: Es 
seien namlich % p 0 , T Q die Anfangswerte von 
v , p, T. Dann liefern % p 0 als Bildpunkt 
(ty, Vo) den Anfangspunkt P 0 der Druckkurve, 
siehe Fig. 251. Die Einheit der Temperatur 
konnen wir in der Zeichnung so wahlen, dab die Ordinate von P 0 zugleich die 
Anfangstemperatur T 0 vorstellt. Nach (32) ist nun 

P*v o = P!T 0 , 

so daB folgt: 

T __ pv 

PoVo ’ 

Da wir in der Zeichnung T 0 = p 0 gewahlt haben, wird also T gleich p v :v 0 . Ziehen 
wir durch den Punkt P oder (v : p) der Druckkurve die Parallele zur Abszissenachse, 
die die Ordinate von P 0 in A treffe, und bringen wir die Gerade OA mit der Ordinate 
von P in ^ zum Schnitte, so verbal t sich die Ordinate von zu der von A , d. h. zu p> 
wie die Abszisse v von P zur Abszisse v 0 von P 0 , so daB die Ordinate von ^ gleich 
pv :v 0 oder T ist. Mithin liegt ^ auf der Temperaturkurve. In Fig. 251 ist so die 
Temperaturkurve, die in der Technik auch die Charakteristik heifit, fiir eine will- 
kurlich gezeichnete Druckkurve ermittelt worden. Man mufi im Auge behalten, daB 
T 0 durch die Ordinate von P 0 gemessen wird, und muB dementsprechend auf der 
Ordinatenachse die Temperaturskala einzeichnen. 

Insbesondere werde jetzt vorausgesetzt, daB das Gas bei seiner Ausdehnung 
Warme weder abgebe noch von seiner Umgebung empfange, sich also, wie man 
sagt, adiabatisch andere. Um die Formeln dafiir abzuleiten, stellfcn wir uns 
eine unendlich kleine derartige Anderung vor, bei der v, p und T um dv, dp 
und dT wachsen mbgen. Die dabei geleistete Arbeit ist (wie im 8. Beispiel, 
S. 294) gleich pdv. Sie entzieht dem Gas, da von aufien keine Warme zutritt 
und keine nach auBen abgegeben wird, eine gewisse unendlich kleine Warmemenge, 
so daB die Temperatur T abnimmt. Daher wird dT negativ, wenn dv positiv ist. 
Da aber v , p, T mit verschiedenen Einheiten gemessen werden, ist die Arbeit pdv 
mcht geradezu gleich — dT , sondem dieses Differential ist noch mit einer gewissen 
positiven Konstanten E zu multiplizieren, so daB wir haben: 

pdv = —EdT. 
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Da nun nach (32) der Druck p — RT :v ist, 
7? T 

—- dv — ~EdT Oder 


folgt: 

d_T _ R_ dv_ 
~T E v 


Weil ferner 


d\nT 1 

dlnv 


II 

dv 

ist, konnen wir 


dT ,, m 

dv 


~Y = dlnr, 

V ~ 


in die letzte Formel einfvihren, wodurch hervorgeht: 

dln T = — d\nv 


_ 1 _ 
v 

d In v 


oder: 


(33) 


dhiT = _ R_ 

dlnv ~~ E 


% 


Hier ist die rechte Seite konstant. Man kann deshalb aus (33) einen wichtjgen 
Schlufi ziehen. Um dabei vollkommen deutlich zu sein, wollen wir vorubergebend 
In v mit x und In T mit y bezeichnen. Dann besagt (33): 

dy _ R_ 

dx E 


wo die rechte Seite konstant ist. Hiernach ist y eine Funktion von x mit konstanten 
Differentialquotienten. Folglich muB y eine line are Funktion von x sein, namlich: 

R 

y = — — x -f konst. 

Da nun x und y die Logarithmen lnv und InT bedeuteten, kommt also. 

R 

In T =- =■ In v + konst. 

E 

Wenn die Temperatur T fur v = v 0 den Anfangswert T 0 hat, ist auch: 

R 

lnT 0 = --glnt’ 0 + konst. 


Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten gibt: 


d. h. es ist: 
(34) 


, T R , «_ 

ln T; ~ E 11 “ o 0 

R 


T_ 

To 


-( 5 )' 


Hierdurch wird T bei dem adiabatischen Vorgang als Funktion von v bestimmt. Nach 
(32) ist ferner p= RT:v, so dafi sich fiir p die Funktion von v ergibt. 


P 




R_ 

E 
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Nach (32) isfc aber auch T Q = p 0 :R. Also kommt: 

_ R i 

(33) JL = E 

Vo \%) 

Wii wollen die positive Konstante (R : JS) + l mit n bezeichnen. Fur trookeno Luft 
z. B. ist sie gleich 1,41. Wir haben nun statt (35) und (34)’ 



f 

JL - 

fjL)- n 

T 1 

(36) j 

1 

1 Oder: 

Po 

UoJ 

2*0 _ V 


[ 

II 

s 

J=U 

Po v 0 n , 

Tv*- 1 ; 


“ ' - "* 0^0 

wird. da ff“, is ° A thermisch *»dert, d- h. weim dafiir gosorgt 

d ’ *“ “ me Tcmperatur stets den Anfangswerfc T 0 behalt, folgt aus (32) einfacher: 

(37 > *—*>*. T=T e . 

“22 F "" 1 * *» d “ C36) h.™,, sobald d.ri. 

bemerkt! 're Vo I^ a S e auf ; men hat aber 

tabes, mit grader Aimate rung r dand f run S’ z - B. wahrcnd eines Kolben- 
dargestellt werden krnii; nur hat dabe^dTe Knf^ , ebenfalIs J in der Farm (80) 
adiabatischen Vorgang. Sie ist aber ^ ^ " C 5 n ? n andercn Wert als 

Zustandsanderung, die Gesetzen van A v mi f^f stens g^ich Eins. Man nennfc jede 

verfaufen im ersten Quadranten da^ ^ h ■? - ’ AIle P ol ytropischen Kurven 
Btote p.v » mit e bleirneit ionnln ^^r^L 81 ’ 14 W T ™ die P osi «™ *««' 
tropisc* m Vorgang so ausdrucken* Beziehung zwischen p und v beina poly- 

(38) p= 

“sie d auch°b th BiIdWen der Funktionen von dor 
Gtach ml gdergleichseiagenHyperb e lnt== h tD er e e Hy r P ^ b ° ln ’ Weil fUr ” = 1 die 

(3®) ist to Differential quotient ^ nsfc * ’ x ( vg1, *^7) hervorgehfc. Nach 

C^) dp_ = _ nc 

dv v «Vl 

We & en *>0 und c >0 nftp-athT tv , 

andschmiegen sich nach Si m u“ P ft pischen kurven fallen also besttodiV 
PoaW »-Achse an, die P ° sitiven P-Aohae und 

C«) l0? „ V S,ad (VgL S - 193 >- A “ 3 (36) folgt: 

dL h. log p i s t ■ ° SP = ~ nh S^HTo^nlo SVo , S 

r ,0 5 »• d «»* .en.te.f- 

-_!T a delStei S»Bg-n. Emerstes V r S T ~ 8Ch , S * tZ 4 ’ S * 31 ’ ei "« 

1S , W - a taen zum Zeichnen poly tropischer 

* r ™ i ”*“ “ ^2VSaS6S£3l£ - * F »"»‘ 
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Kurven ist daher dieses: In einer HilMgui, siehe Fig. 252, tragen wir log t^und 
logp 0 als Abszisse und Ordinate auf, wodarch wir zu einem Punkte $ 0 kommen. 
Durch ihn ziehen wir die Gerade mit der Steigung — n. Wir haben hier die Einheiteii 
aul beiden Achsen gleich grofi und n — 1,4 angenommen, auBerdem v 0 = 0,5, p 0 = 6 



Fig. 252. Fig. 253. 


gewahlt. Von der Hilfsfigur gehen wir zur Hauptfigur 253 fiber, indem wir einige 
Punkte P x , P 2 . .. der Geraden in Fig. 252 herausgreifen, ihre Abszissen und Ordi- 
naten ablesen, sie als gewohnliche Logarithmen auffassen, in der Logarithmentafel 
die zugehorigen Numeri suchen und nun diese als Abszissen und Ordinaten v, p in der 
Hauptfigur einzeichnen. So kommen wir zu den Punkten P lf P 2 , P 8 ... einer poly- 
tropischen Kurve. Da nach (38) und (39): 

(41) d V _ n V 

dv ~ v 

ist, konnen wir auch die Tangenten der Punkte P 0 , P lt 
P 2 -.. leicht ermitteln: 

1st P ein Punkt {v;p) der polytrtfpischen Kurve und 
schneidet seine Tangente, siehe Fig. 254, die v-Achse in R 
unc * die p-Achse in S , so wird, wenn Q der Fufipunkt der Fig. 254. 

Ordinate von P ist, die Steigung der Tangente gleich 

— QP : QR- Weil QP = p ist, folgt mithin aus (41), dafi QR = v : n ist. Wegen 
OQ = v ergibt sich OQ:QR oder SP : PR = n : 1. Der Kurvenpunkfc teilt 
also seine von der Ordinaten- und Abszissenachse begrenzte Tangente 
im Verhaltnis von n zu 1. 

Ein anderes theoretisch richtigeS, aber praktisch ungenaues Verfahren zum 
Zeichnen der polytropischen Kurven ergibt sich so: Sind v 0) p 0 und v u p t zwei 
zusammengehorige Wertpaare, so wollen'wir weiterhin fur v solche Werte v 2t v 3 ... 
wfihlen, fur die 

% _ v i __ v z 
Vi v z v 3 

ist. Da diese Proportionen rich tig bleiben, wenn man alle GroBen in die n-te Potenz 

24 * 
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erhebt, folgt fur die zugehorigen lYerte von p nach (38) ebenfalls: 

Po_ = Pi_ = V2_ _ 

Pi P 2 

Zur Konstruktion berechnen wir zu zwei nach Gutdiinken gewahlten Werten % 
und v x nach (38) die Werte von p Q und p x . Die zugehorigen Bildpunkte scion P 0 
. und P 19 siehe Fig. 265, die FuB- 

/IT punkte ihrer Lote auf die v-Achse 

y seien Q 0 und Q ly die ihrer Lote auf 

jjy - y Sf -die p-Achse 1? 0 und R lm Wenn wir 

\x nun durch R 0 und die Geraden 

\/\ - unter 45 0 (oder einem anderen be- 

- quemen Winkel) ziehen, gelangen 

kj___ wir, wie aus der Figur soforfc ver- 

\t} -4_ standlich ist, zu Hilfspunkten E 

V "? und 0, durch die wir die Geraden 

\ h und g nach 0 ziehen. Die an- 

—J_ 1 f > gegebene Zickzackkonstruktion 

^^< 4 / X / liefert dann die zu v 2 , p 2t ZU t> 3 , 

y/ y/ P 3 usw. gehorigen Kurvenpunkte. 

^<^X^ Natiirlich wird die Konstruktion 

* we f en Haufung der unver- 

Fig 255 meidlichen Zeichenfehler von 

Schritt zu Schritt weniger zu- 

r> verlassig. 

von v„ und 4* soVfnach^f^f 6 V ^ ahr<a U_ Ist das geometrische Mittel yi~v t 
Mittel VW'von n und r, w n ^ egebe " en Pro P°rtionen auch p 2 das geometrische 

eehorige Wertenaarp 0 !!* 11 ^ erec ^ nen a l so zunachst wieder zwei zusammen- 

gehonge Mertepaare v 0 , Po und V] , Pl , wahlen dabei aber u 0 und o, weit entfernT von- 




•Mj/V 

y""' 



Vx 


j-fe/V 


o 

nz— i — t 


Zi 

WJ' 


% 256. 



Fig. 257. 


emander und finden durch die in FiV « r 

S.338, nur ffir die Ordinaten auseeffhrt Konstruktion (die in Fig. 228, 

Pfflikfc. Nach demselben Verfahren kann man w "? 1 ^ “ nd p * gehorigen Zwischen- 
Kgur zeigt. “ iann man Punkte einschalten, wie es 
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In Fig. 257 gehen durch denselben Punkt (hier 1st v Q = 1, Po « 1 gewahlt 
worden) polytropische Kurven mit den Exponenten n = 0, 0,5, 1, 1,5, 2, 2,5, 3. 
Sie schmiegen sich der v-Achse urn so mehr an, je groBer n ist, und der p-Achse um 
so mehr, je kleiner n ist. Fiir n = 1 geht^eine gleichseitige Hyperbel (vgl. 
S. 197) hervor. Ihre Zeichnung ist besonders be quern, da bei ihr in Fig. 258 stets 
SP 1 ~P 2 R nach S. 196 ist, so daB man aus einem Punkte P l 
sofort beliebig viele andere Punkte P 2 der Kurve ableiten' ^ 
kann. ^ 

In der Praxis kommt die Aufgabe vor: Eine poly- 
tropische Kurve liegt vor; gesucht wird ihr Expo- v\ 
nent n. Die Dampf- oder Gasmaschine zeichnet namlich \\ 

die Kurve mittels einer Vorrichtung als Diagramm auf. Da- \ 

bei pflegen die Abszissen und Ordinaten v und p nicht gerade 1 

die auf S. 367 angegebenen Einheiten zu haben. Aber es ist O 
zu beachten, dafi die erste Formel (36), namlich: 


-(*)"• 


Fig. 258. 


nux die Verhaltnisse der Volumina und Drucke enthalt, weshalb es gestattet ist. 
v und p auf andere .Einheiten zu beziehen. Daher darf unter p der ganze Druck des 
Maschinenkolbens verstanden werden, und die GroBe v darf das Volumen des 


arbeitenden Dampfes oder Gases bezeichnen oder auch, wenn dies in einem Zylinder 
eingeschlossen ist, die dazu proportionale Zylinderhohe, d. h. den jeweils zuriick- 
gelegten Kolbenweg vorstellen. In diesem Fall ist aber wohl zu beachten, dafi der 
Kolben das Gas nicht vollstandig zusammenpreBt, sondem nur bis % Daher hat man, 
wenn v von v 0 bis v x wachst und v x — v Q also den ganzen Kolbenweg bedeutet, unter 
v 0 die Hohe desjenigen Zylinders zu verstehen, dessen 
Querschnitt gleich dem des Kolbens und dessen Vo- 
lumen gleich dem Volumen desjenigen Raumes der 
Maschine ist, den das zusammengepreBte Gas vor der 
Ausdehnung einnimmt und der meistens kein Zy¬ 
linder ist. 

Fin erstes Verfahren, fiir eine gezeichnet vor- 
liegende polytropische Kurve P 0 Pi* sieiie Fig.- 259, 
den Exponenten n zu bestimmen, ist dies: In irgend- Fig. 259. 

einem Punkte P der Kurve ziehen wir durch Anlegen 

des Lineals die Tangente, die die Achsen in R und S treffe. Nach Fig. 254 ist 
n= SP:PR, d. h. gleich der Mafizahl bei N auf dem eingezeichneten Mafistabe. 



Gegen dies Verfahren ist einzuwenden, daB das Ziehen der Tangente in P un- 
genau ist, zumal wenn die Kurve nicht sorgfaltig gezeichnet vorliegt. Besser isfc das 
folgende zweite Verfahren: Wenn wir statt der Abszissen v und Ordinaten p ihre 
Logarithmen als Abszissen und Ordinaten benutzen, ergibt sich nach S. 
gerade Linie mit der Steigung — n, vorausgesetzt, daB die polytropische Kurve volhg 
genau ist, andernfalls eine nur wenig von einer Geraden abweichende Lmie. We 
wahlen also einige Punkte P 0 , Pi, P 2 * • • der polytropischen Kurve in ig. 
messen ihre Abszissen und Ordinaten und schlagen die zugehongen Loganttm^n mch. 
Diese tragen wir in einem neuen Achsenkreuz in Fig. 261 als Abszissen und Ordmaten 
ein, wodurch Punkte %,%»%... hervorgehen. Absichthcsh haben wm m Rg^ 
die Kurve freihandig gezogen; die Folge davon ist, daB ?o> ■^J^***. 

auf einer Geraden liegen. Nun ziehen wir eine zwischen ihnen venmttelnde Gerade g. 
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JderAbsSach”; Jf * J r durcb den Einheitspunkt 

ON-n, gemessen not der Einheit der Ordi n atenLhsV“ C Verflhren lT£ 



Fig. 261. 


zu liefem” Aufiwdem ^arf "maT* 16 " 1 poly * ro P lschen Kurve den mittleren Wert von n 
and uberdies kann man cfatt i ^ UI1 ^. ebenso P blit beliebigen MaBstaben messen, 
0 —** Wd AbS ” a ” ch " 

S. 294 (daTsich aui nt ^ ? aSC - S § eleistete Arbeit ist w ie im 8. Beispiel, 
( S,Cil aUl eme ls °tbermische Anderung bezog), gleich dem Integral 

fpdv. 

Sie wird durch die in Fig. 214 ebenda geschraffte Flache dargestellt. 


Achtes Kapitel. 

Die Kreisfunktionen. 


§ 1. Die goniometrischen Funktionen. 

Was unsere Leser wirklich noch vom Sinus, Kosinus usw. wissen, 
lassen wir schonend dahingestellt. Denn weil diese Begriffe hier doch 
von anderen Gesichtspunkten aus zu betrachten sind, als es auf der 
Schule geschehen ist, wird es fur beide Teile das bequemste sein, sie hier 
ganz von neuem abzuleiten. 

Ein Winkel in der Ebene wird durch seine beiden Schenkel ge- 
geben. Diese Schenkel sind Strahlen vom Scheitel S aus, also Halb- 
geraden. Der Winkel wird durch Drehung des einen Schenkels nach 
dem andem beschrieben. Deshalb muB angegeben werden, welcher 
Schenkel der Anfangsschenkel sein soil Wir wollen den Anfangs- 
schenkel g nennen, den Endschenkel h. Man muB ferner bedenken, 
daB es zwei Drehsinne gibt. Die Drehung linksherum, also 
entgegen dem Sinne des Uhrzeigers, sei als die positive 
bezeichnet. Diese Festsetzung wird man jedenfalls machen, sobald ein 
Achsenkreuz in der gewohnlichen Lage vorkommt, denn die Drehung 
der positiven ic-Achse nach dor positiven y -Achse hin hat dann eben 
diesen Sinn. Nach S. 6 wird der Winkel im BogenmaB gemessen. 
Stets kann man den Anfangsschenkel g im positiven Siim in die Lage 
h drehen; jedem Winkel kommt mithin ein zwischen 0 und 2vz 
gelegenes positives BogenmaB x zu. Die Drehung von g nach h 
kann aber auch anders stattfinden: Man kann g zunachst eine beliebige 
Anzahl n von vollen Umdrehungen (2 tc) ausfiihren lassen und erst 
dann in die Lage h bringen. • Auch kann man g im negativen Sinn in 
die Lage 6 liberflihren und zwar wiedcr nach Vollen dung beliebig vieler 
voller negativer Umdrehungen. Deshalb kommt einem Winkel 
mit dem zwischen 0 und 2 n gelegenen BogenmaB x auch 
jedes BogenmaB x -f 2 n n zu, wo n irgendeine positive oder 
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negative ganze Zahl bedeutet. Wird g z. B. auf dem kiirzestem 
Weg im negativen Sinn in die Lage h gedreht, so ergibt sich das 
negative BogenmaB x — 2n. Man merke sich also, daB das BogenmaB 
eines dnrch Anfangsschenkel und Endschenkel geometrisch gegebenen 
Winkels nur bis an! ein beliebiges additives positives oder negatives 
ganzes Vielfaches von 2 ut bestimmt ist. So sind z. B. Winkel mit den 
BogenmaBen \ n, 2f n, —If n kongruent, namlich Winkel von +45°. 

Die riickwartigen Verlangerungen der Schenkel g und h des Winkels x 
liber den Scheitel S hinaus seien mit g ' und h r bezeichnet. Irgendwo auf 
dem Endschenkel h oder auf seiner Verlangerung h' nehmen wir einen 
Punkt P an; der FuBpunkt des Lotes von P auf die Gerade g, g' sei 



A' 


Fig. 262. 


Q, sifjhe Fig. 262. Bewegt sich P 
langs h oder h\ so werden alle 
zugehorigen rechtwinkligen Drei- 
ecke SQP einander ahnlich 
sein, die Verhaltnisse ihrer Seiten- 
langen also unverandert bleiben. 
Die Seitenlangen der Dreiecke 


sollen nun aber mit Vorzeichen gemessen werden und zwar nach den 
folgenden Vorzeichen-Vorschriften, die man sich genau ein- 
pragen midge, da sie nachher bestandig gebraucht werden: 

1. Die Hypotenuse S P soli positiv oder negativ gerechnet werden, 
je nachdem P auf h oder K liegt. 

2. Die dem Winkel x anliegende Kathete S Q soil positiv oder negativ 
gerechnet werden, je nachdem Q auf g oder g' liegt. 

3. Die dem Winkel x gegeniiberliegende Kathete QP soli positiv 
oder negativ gerechnet werden, jc nachdem P auf der einen oder 
andern Seite der Geraden g liegt. Als positive Seite soil dabei die- 
jenige gelten, die fur einen Beobachter, der auf der Ebene in S steht 



Fig. 263. 


und langs g hinblickt, links liegt 
(entsprechend der positiven Drehung 
linkshcrujn)* 

In Fig. 262 a sind hiernach alle 
drei Strecken positiv, in Fig. 262 b 
negativ; hier ist der Winkel positiv 
und spitz angenommen. Sonst ver- 
halt es sich andcrs: In Fig. 263 a 


sind SP und QP positiv, aber S Q 
negativ, und in Fig. 263 b ist es gerade umgekehrt, Hier liegt der Winkel 
zwischen 90° und 180°. Dem Leser bleibt es uberlassen, auch noch 


andere Antiahmen zu zeichnen. Stets gilt folgendes: Wenn der Punkt P 
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auf ft, ft' entlang wandert, wechseln alle drei Strecken S P, S Q, QP dann 
und nur dann das Vorzeichen, sobald P durch den Scheitel S hindurch- 
geht. Mithin: Das Verhaltnis von irgendzweien der drei 
Strecken hat einen Wert, der sowohl nach GroBe als auch 
nach Vorzeichen derselbe bleibt, wo auch immer P auf ft 
oder h' angenommen werden mag. Dagegen andert sich der Wert 
des Verhaltnisses, wenn man den Winkel selbst andert. Also ist das 
Verhaltnis eine vom Winkel abhangige GroBe, eine Funktion des Winkels. 

Man kann nun aus den drei Strecken SP, S Q, QP insgesamt 
sechs Verhaltnisse bilden. Also kommt man zu sechs Funktionen des 
Winkels x. Sie heiBen goniometrische Funktionen, d. h. winkel- 
messende. Man nennt sie auch trigonometrische Funktionen, 
weil sie in der Trigonometrie, der Lehre vom Ausmessen der Dreiecke, 
gebraucht werden. Insbesondere haben die sechs Funktionen die folgen- 
den Namen und Abkiirzungen: 


( 1 ) 


OP 

~ = Sinus von x = sm x , 
OP 

~~ = Tangens von x = tg a;, 
S‘P 

~cr?\ = Sekans von x = sec x , 
o 0 


tJ XT 

= Kotangens von. x = ctg x, 
QP 

= Kosekans von x = esc x . 


Statt tg x benutzt man auch das Zeichen tang x oder tan x , statt ctg x 
das Zeichen cotg x oder cot x , statt esc x das Zeichen' cosec x. Die drei 
rechts stehenden Funktionen, deren Namen mit Ko- beginnen (vom 
lateinischen cum, mit), treten an die Stelle der entsprechenden links 
stehenden, wenn man die Katheten QP und SQ vertaustfht. Man 
nennt cos x, ctg a;, esc a; die Kofunktionen von sin a;, tgx, sec a, 
aber auch umgekehrt sin x , tg x, sec x die Kofunktionen von cos x , 
ctg a;, csca^. 

Die Funktionen Sekans und Kosekans werden so selten gebraucht, 
daB wir sie beiseite lassen. Sie sind entbehrlich, weil ja nach (1) 


ist. Obgleich offenkundig auch 
(2) ct ? * = 0der tg x = 

ist, braucht man doch sowohl Tangens als auch Kotangens, eigentlich 
wohl nur, weil man sich nicht entschlieBen kann, eines der beiden 
Verhaltnisse der Katheten vor dem andern, umgekehrten, zu bevorzugen. 
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Wenn man sin x mit cos x dividiert, hebt sich der gemeinsame Nenner 
8 P fort, und es bleibt QP :S Q oder tg x iibrig. Daher ist' 


Ferner ist ^: 


sin 2 x + cos 2 x 


QP 2 + SQ 2 
SP 2 


Da aber Q P 2 + S Q 2 nach dem Satze des Pythagoras gleich 8 P 2 ist, 
kommt einfach: 

(4) sin 2 x + cos 2 x = 1. 

DeshaJb ist cos a; gleich der Quadratwurzel ans 1 — sin 2 a; und sin# 
gleich der aus 1 — cos 2 x . Mithin lassen sich nach (3) anch tg x und 
ctg x entweder durch sin x oder durch cos X allein ansdrucken. Ferner 
gibt (4) durch Division mit cos 2 x oder sin 2 x wegen (3): 

tg 2 x +1 = —— j 1 + ctg 2 x = -- 

& cos 2 x & sm 2 x 

Man kann deshalb cos x durch tg x und sin x durch ctg x ausdriicken, 

also wegen (2) auch cos x durch ctg x und sin x durch tg x. So gelangt 

lnan zu den folgenden vielgebrauchten Formeln: 


tgs 

J/i + tg 2 X 
1 

pl -f tg 2 X 


Vl + ctg 2 X 

ctg X _ 


11 — sin 2 x 


Mit Hilfe eines kleinen Kunstgriffes vermag man diese anscheinend 
schwer auswendig zu lernenden Formeln ohne Miihe aus dem Kopf ab~ 
zuleiten. Man machtnamlieh davon, daB der Punkt P' beliebig auf dem 
Endschenkel gewahlt werden darf, einen zweckmaBigen Gebrauch: 
Wenn man alles durch sin x ausdriicken will, beaehte man, daB nach (1) 
im Nenner von sin a; die Hypotenuse SP vorkommt, und denkt sich 
nun P so gewahlt, daB diese Hypotenuse die Langeneinheit ist, mithin die 
dem Winkel gegenuberliegende Kathete geradezu sin x vorstellt. Nun 


1 Das Quadrat von sin a: bezeichnet man mit sin 2 x ; unter sin x 2 konnte man 
den Sinus des Quadrates von x, also sin (x 2 ), verstehen. 
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namlieh lehrt 4er Satz des Pythagoras, daB die anliegende Eathete S Q 
gleich ]/I sin 2 x wird. Aus dem Dreieck in Fig. 264 also, das man 
sich aber bloB denken, nieht ansehen sollte, liest man dann ohne weiteres. 
tg x gleich QP : 8 Q Oder sin a:: |/1 — sin 2 x und ctg# als den umge- 
kehrten Wert ab. Will man alles dureh cos x ausdriicken, so bedenke 
man, daB auch beim Kosinus die Hypotenuse 8 P im Nenner vorkommt. 
Man w&hlt sie also wieder gleich Eins und hat dann 8 Q = cos #, mithin 
nach dem Satze des Pythagoras Q P = ]/l — cos 2 a, siehe Fig. 265. 
Daher kann man ablesen, wie sich tg x und ctg x durch cos x ausdriicken. 



Ganz entsprechend geht man vor, wenn man alles durch tg x darstellen 
will: Bei tg# ist der Nenner die anliegende Eathete SQ, die man jetzt 
gleich Eins wahlt, siehe Fig. 266, so daB die gegeniiberliegende Eathete 
Q P geradezu tg x bedeutet, also die Hypotenuse S P nach dem Satze 
des Pythagoras |/1 + tg 2 x vorstellt. Im Fall schlieBlich, wo alles durch 
ctg x ausgedriickt werden soli, wird der bei ctg x vorkommende Nenner 
Q P gleich Eins gewahlt, siehe Pig. 267. Wir bitten den Leser, nun das 
Buch einmal zuzuklappen und sich das soeben auseinander- 
gesetzte im Kopfe mit nur gedachten Dreieckszeichnungen 
zu wiederholen. Man wird die Freude haben, so die Formeln (5) 
spielend leicht ableiten zu lemen. 

Um diese Formeln richtig anwenden 
zu k6nnen, muB man noch wissen, welche 
Vorzeichen den darin vorkommenden Qua- 
dratwurzeln zu geben sind. Um dies zu 
zeigen, nehmen wir in Fig. 268 irgendeinen A 
Strahl g als Anfangsschenkel an, und g' sei 
seine riickwaLrtige Verlangerung iiber den 
Scheitel 8 . Indem wir g im positiven Sinn 
einen, zwei, drei und vier rechte Winkel um 
8 beschreiben lassen, bekommen wir vier 
Quadranten (S. 25). Nun ziehen wir durch 8 zwei Geraden so, daB 
einer ihrer Winkel durch g in gleiche Teile zerlegt wird. Die vier dann 
entstehenden Strahlen von 8 aus nennen wir nach den Quadranten, in 
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denen sie verlaufen, die Strahlen h v h 2 , h 3 , h t . Wir wollen nSmlich jetzt 
alle vier Winke! mit dem gemeinsamen Anfangsschenkel g und den End- 
schenkeln Tiy, Ji 2 , h 3 , h 4 gleichzeitig betrachten. Bedeutet x das zwischen 
0 und f jt gelegene positive BogenmaB von < gK so haben ^Cgh 2 ,^Cgh 3 
und g K die positiven BogenmaBe n — x, n+x und 2n — x. Ein 
Kreis urn 8 treffe die vier Endsehenkel in P v P 2 , P 3 , p 4 . Die Lote von 
diesen Punkten auf die Gerade g, g' inogen die Fufipunkte Q,, (L, Q a , Q. 
haben. Augenscheinlich fallen Q 3 und Q 4 zusannnen, ebenso Q~ und Q a . 
Wenn man nun fiir die vier Winkel die Punkte P., P„ P„ P A a I s den 

Tj 1} ^ K bez ? hnet “ Punkt ’ eilts prechend Q v Q 2 , Q 3 ,Q t a ls den 
dort nut Q bezeichneten Punkt benutzt, und dabei jedesmal die Vor- 
zeichen-Vorechnften auf S. 376 beachtet, erkennt man: Die vier Hypo- 

den U Endifp w-t? 4 ^ P ° Sitiv ’ denn die P,inkte p egen auf 

S f tt vn o^A 1UCht auf ihren Verlangerungen. Ferner 

- nd die Katheten S Q v S Q 4 positiv und die Katheten SO SO 

IfStatV? V?* “"1 ?' 50ndem ml Ssind 
Katheten Q 1 P 1 , Q 2 P 2 positiv, dagegen die Katheten 0 P O P 

Zw££ m der 15 ^ 9 

also tolgt aus (l), das die gomometnschen Funktionen der vier Winkel 
die im folgenden angegebenen Yorzeichen haben: 


( 6 ) 



1. Quadrant 

2. Quadrant 

3. Quadrant 

4. Quadrant 

Winkel . . . 

X 

71 —x 

Tt + X 

— x 

Sinus . . . 
Kosinus . . 
Tangens . . 
KotEngsiis , 

+ 

+ 

+ 

-t 

~b 

+ 

+ 

i i + i 


»cnen funktionen positiv- dor q;~ ‘ Vicr 5°mojmetH- 

noeh im zveiten, der Kosiius e ® auBerdem nur 

g«ns und ebenso der Kota»L h lm nerten > der Tan- 

w ,, • Kotangens nur noch i m dritten. 

enen Wn*en n rTweite^QS^n ill a der T*™ ^ V0Q (6) auf 

der Sinus positiv. aW 4 » r r awenden, so ist zu beachten. 

Jd yndSir f' 8a “ v Bt ** ■»«■»- <*»«» 

Bommen verderi. In dieser Art vari-w a ^ e ^ en Vl tg 2 x negatir ge- 
Pormeln (5). “ ^ ** mn bei allea JuwenduVa II 

268 eikemtmM noch raehr. ffier ist ja: 
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SP 1 ^SP^SPs^SPi, 

SQ 1 =-SQ 2 =-SQ z ~SQi,Q 1 P l ^QzP 2 = -Q 2 P< i =~-Q i P* 

Deshalb liest man ab: 

sin x — sin (n—x)— — sin (tv + x) = — sin (2 tz — x) , 

cos X — — cos (n — x) = — COS (je + x) = COS (2 71 — x ), 

tg £ = — tg (jt — a;) = tg (tz + x) = — tg (2 n — x ), 

ctg £ = — ctg (ar x) = ctg (tz + x) = — ctg (2 tz — x). 

Naeh dexn, was iiber die Vorzeichen der goniometrischen Funktionen 
in den verschiedenen Quadranten gesagt wurde, ist es ganz leicht, diese 
Formeln aus dem Kopf abzuleiten, denn man braucht sich ja nur vor 
Augen zu halten, daB, wenn x ein positiver spitzer Winkel ist, die Winkel 
7 t — x, 7 i ~f x und 2 7 i — x jene drei zugehorigen Winkel von Fig. 268 
in den drei andern Quadranten bedenten. 

Vielleicht helfen wir dem Leser durch die Besprechung eines ein- 
fachen Gerates, mittels dessen man die Werte der goniome- 
trischer Funktionen beliebiger Winkel x ablesen kann. Es 
beruht auf dem in Fig. 269 dargestellten Umstanden: In einem Kreis 
mit dem Mittelpunkt S sind zueinander senkrechte Durchmesser a nnd b 
gezogen. In den Endpunkten A und B sind die Tangenten t und k 
gezeichnet. Ein beliebiger Punkt des Kreises ist P. Die Lote von P 
auf die Durchmesser a und b haben 
die FuBpunkte Q nnd J2, und die 
Gerade SP schneidet die Tangenten 
t nnd l in T und K . Nach (1) er- - 
kennt man ohne weiteres: Wird der * 

Radius des Kreises als Langenein- 
heit angenommen, so stellt- die 
Strecke S R den Sinus, die Strecke 
S Q den Kosinus, die Strecke A T 
den Tangens und die Strecke BK 
den Kotangens von a; = ASP 
dar. (Der Tangens hat iibrigens 
seinen Namen daher, daft er als 
Strecke auf der Tangente t dar- 
stellbar ist, wahrend der Name 
Sinus vermutlich aus dem Arabischen stammt.) Auf den Geraden a, i, t, k 
kann man zum Ablesen der Werte der goniometrischen Funktionen 
Skalen anbringen. Ihre Langeneinheit ist der Radius, und sie^ gehen 
auf a und b von S aus, auf t von A aus und auf h von B aus. In Fig. 26ft 
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oder link wird der Kreis urn S gezeichnet. (Er ist in Fig. 270 nur ge- 
strichelt dargestellt; das Werkzeug wird namlich bequemer brauchbar 
wenn man, win ns 'hier geschehen ist, die Winkeleinteilung auf einem 
groBeren konzentrischen Kreis macht.) Die Skalen auf a, b, t und k sind 
in der beschriebenen Weise herzustellen. Tiber der. Scheibe wird nun ein 
bewegliches Gestange angebracht, das aus vier starren Stricken besteht, 
die in Gelenken drehbar sind. Am hochsten liegt ein rechtwinkliges 
Kreuz w, v rnit dem Mittclpunkte P. Darunter liegt eine Stange w, die 
unten in Fig. 270 noch cinmal dargestellt ist. Sie wird in P mit dem 
Kreuz u, v dureh ein Gelenk verkniipft, und ihr Punkt S wird um den 
Kmsmittelpunkt 8 der Scheibe drehbar gemaeht. AuBerdem sind zwei 
kiirzere starre Arme (unten besonders dargestellt) in den Punkten X 
und Y von u und v drehbar angebracht, wahrend sie sich auBerdem um 
Punkte U und V der Geraden a Und b auf der Scheibe drehen lassen. Die 


Strecjken U X , V Y, 8 P der drei Teile sind gleich dem Radius des (ge- 
strichelten) Kreises, auBerdem ist U S — XP und VS — YP. Das 
Gestange ist also derart beweglich, daB u bestandig zu a und v bestandig 
zu h parallel bleibt und P den (gestrichelten) Kreis beschreibt. Zu be- 
achten ist die besondere Form der Stangen u, v und w. Die Ablesung, 
von der bei der vorigen Fig. 269 die Rede war, wird namlich an. den 
dureh Starke Linicn dargestehten Kandern der .Stangen gemaeht. Diese 
Kinder miissen genau auf den Geraden XP, YP und SP liegen. 
Die Stange w ist, von 8 aus gcrechnet, beiderseits gleich lang. Aber 
ihre halbe Lingo mufi kleiner als U 8 (—V S) gemaeht werden, damit v 
die voile Umdrehung von P um S moglich wird. Weil tg x und ctg x 
bis f 00 und — c» gehen konnen, liBt sich das Gerat nicht so ein- 
richten, daB diese goniometrisehen Funktionen fur alle "Winkel x wirk- 
lich ablesbar sind. Jedenfalls aber ist cs gut, die Stange w so lang wie 
mSglich zu machen und dementsprechend V und V so weit wie moglich 
links auf a und unten -auf b anzunehmen. Der Raumersparms halber 
haben wir in der Zeichnung das Gerat so dargestellt, daB tga; un 
ctex nur im Intervalle von -2 bis +2 ablesbar sind. Der Wmkel a: 
wird im Gradn.aB an der Stelle W von w auf dem groBeren Kreis abge- 
lesen. In Big. 270 ist die liinstellung so gemaeht, daB der Wmkel etwas 
mehr als 50° betrigt, sein Sinus SR beinahe gleich 0,8, sem Kosmus 
SQ etwas groBer als 0,6, sein Tangens A T etwa 1,2 und sein Kotangens 
B K etwa 0,8 betrUgt. _ 

Die Herstellung des beschriebenen Gerates in einfacher Form er- 
fordert nur geringe Geschicklichkeit; zu den Gelenken kann ^ ‘ 

jzwecken benutzen. Man wird dureh das Gerat schnell damit vertraut, 
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wie ach die goniometrischen Funktionen beim Durchlaufen der vier 
Quadranten indent. 

Den Punkt P kann man beliebig viele Umdrehungen 2 n von A aus 
um 8 links- oder rechtsherum machen lassen, ehe er in seine Endlage 
gelangt, vgl. S. 375, und deshalb ist fiir jede ganze Zahl n: 

(8) sin (x + 2 n n) = sin x , cos (x + 2 n n) — cos x . 

Das gilt auch fiir den Tangens und Kotangens, aber in diesen Fallen 
ergibt sich noch mehr. Nach (7) bekommen namlich diese schon dann 
wieder die alten Werte, wenn der Winkel nur um zwei rechte Winkel 
wachst. Deshalb ist fiir jede ganze Zahl n: 

(9) tg (z Ann) =tg x , ctg (x + nn) = ctg x. 

Hier tritt n auf, in (8)'dagegen 2 n. 

Die goniometrischen Funktionen ski x, cos x, tg x, ctg x haben dem- 
nach eine Eigenschaft, die wir bisher noch bei keiner Funktion angetroffen 
haben: Sie nehmen, wie auch x gewahlt sein mag, wieder die urspriing- 
lichen Werte an, wenn x um 2 n zu- Oder abnimmt und, im Fall des 
Tangens und Kotangens sogar dann, A'enn x nur um n zu- oder ab- 
mmmt. Man spricht deshalb hier von periodischen Funktionen. 
Bei sin x und cos x bezeichnet man 2 n, bei tg x und ctg x dagegen xc 
als die Peri ode. Dies wollen wir besonders formulieren: 


Sate 2: Fur jede positive oder negative ganze Zahl n ist 

sin(z + 2«jr) =sina:, cos (x + 2 nn) = cos x . 

tg (x +njt)=tg x , etg(x+nn) = ctgx, 

Worten: Die goniometrischen Funktionen sind 

Ls-wlTV ™ d . cosx haben die Periode 2», wahrend 
tg z u n d ctg a; die Periode n haben. 

nschaft der goniometrischen Funktionen, die wir 
FunktionenvoT ^ flen> kommtauc h bei manchen friiher betrachteten 
SmS* Si gerade “ p <>tenzen von z, also haben 

wird^SSfdi^ a « 211 &nderi1 ’ wenn * durch ersetzt 

entg^engeseteten Potenz ® von *. also ai», z«..dabei die 

Wngesetzten Werte annehmen. Denn es ist (— xf dageiren 

Mr |<d» 1 iTS r s E 5 i n “ ’ W T «-*) =-«*> 

un ioigt aus Satz 2, wenn man lhn fiir n = 1 
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benutzt und — x statt x setzt, daB sin (— x -f- 2 n) — sin (— x ) ist. 
Aber sin (—a:-|-2 w) ist naeh (7) gleich -—sin a;. MitMn ko m mt 
sin (— x) = — sin x. Entsprechend entnehmen -wir aus Satz 2, daB 
cos (— x + 2 ji) = cos (— x) und aus (7), daB cos (— x 4- 2 n) — cos x, 
also cos (— x) = cos x ist. In derselben Weise findet man tg (—z) 
= — tg a; und ctg (— x) — — ctg x. Somit gilt der 


Satz 3: Sinus, Tangens und Kotangens sind ungerade 
Funktionen, w&hrend der Kosinus eine gerade Funktion ist: 

sin (— x) = — sin x , tg (— x) — — tgz, ctg (— x) = — ctg x, 
dagegen: 

cos (— x) = + cos X . 



SchlieBlich ist noch eine Beziehung zu erwahnen, die zwischen den 
goniometrischen Funktionen eines Winkels x und den zugehorigen Ko- 
funktionen (S. 377) des Komplementwinkels besteht. Bekanntlieh 
lieiBen zwei Winkel Komplementwinkel, wenn ihre Summe einen rechten 
Winkel ausmacht. Da dieser das BogenmaB 7? n hat, ist der Kom- 
plementwinkel von x im BogenmaB gleich \xt — x. 

Nach Satz 3 ist nun cos (In — x) gleich cos (x — in). 

Der Winkel x—%n entsteht aber«aus dem Winkel x, 
wenn man seinen Endschenkel im negativen Sinn urn 
einen rechten Winkel dreht, siehc Fig. 271, wo h der 
Endschenkel von x und V der von x — \n ist. Wahlt 
man P und P' auf Ji und h' gleichweit vom Scheitel S 
entfernt und fallt man von P und P’ auf die Gerade 
des Anfangssehenkels g die Lote, deren FuBpunkte Q 
und Q’ seien, so sieht man, da SP'_LSP ist, daB 
A SQPqjAP'Q’S ist, weil die Kathete QP absolut genonunen gleich 
der Kathete S Q' ist. Absolut genommen ist daher cos (x — \ si) 

— 8Q':SP'—QP:SP=smx. Beachtet man noch, daB hier alle 
Strecken nach den fruheren Vorzeichenregeln positiv sind, so folgt, daB 
dies auch hinsichtlich der Vorzeichen gilt. Da nun, wie gesagt 
cos (4 *_ a) = cos (*-!*) ist, ergibt sich demnaeh cos (**-*) 

— sin x. Da nur Q.'P’ negativ ist, liest man ferner ab: an (at in) 
== — cos x. Aber nach Satz 3 ist sin (x — bn) == — sl “ U n x )- 
Also kommt sin (| n — x) = cos x. Ebenso ergibt sic g ( 2 71 

— ctg x und ctg (in — x) = tg x, d. h.: 

Satz 4: Jede goniometrische Funktion eines Winkels x 


Fig. 271. 


der 


ist gleich 
n&inlich: 

Scheffers, Lehrbuch d\ Mathematik. 


Kofunktion des Komplementwinkels 1*-*. 


25 
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sm x = cos 7t — x ), cos x = sin (| n — x ), 

tg x = ctg (t w — ®), ctg a; = tg (Jrc —• a;). 

Wir diirfen es wohl dem Leser iiberlassen, zu zeigen, daB dies auch 
dann gilt, werni der Endschenkel h des Winkels x nicht im ersten, sondern 
m einem der andern Quadranten verlauft. 

An dieser Stelle woEen wir noch eine zuweilen niitzliche Bemerkung 
iiber den Sinus und Kosinus eines Winkels x einschalten. Nach (4) ist 
die Sunrnie ihrer Quadrate gleich Eins. Nun seien u und v zwei GroBen, 
deren Quadratsumme gleich Eins ist: 

Sie mogen positiv oder negativ sein. Wir nehmen eine Langeneinheit an 
und tragen u als Strecke auf einem Strahl g von seinem Anfangspunkte 8 
aus bis Q ab. Ist u negativ, so tragen wir die Strecke ruckwarts, auf der 
verlangerung von g iiber S ab. In Q errichten wir das Lot, und auf ihm 



Fig. 272. 

tragen wir v als Strecke QPab, und zwar fur einen Beobachter, der lftngs g 
blickt, nach links oder rechts, je nachdem v positiv oder negativ ist, 
siehe Fig. 272 fur alle vier moglichen Falle. Den Strahl von 8 nach P 
hm nennen wir h. Wegen u* = 1 ist dann die Strecke SP gleich 
der Langeneinheit. Man sieht nun nach (1), d&B in alien vier Fallen der 
Smus von oder x gleich v und sein Kosinus gleich u ist und zwar 

auch hinsichtlich der Vorzeichen. Demnach gilt der zuweilen 
liutzliche 

Satz 5: Sind a und v zwei GroBen, deren Quadratsumme 
gleich Eins ist, so gibt es stets einen Winkel derart, dafi 
sein Kosinus gleich u und sein Sinus gleich v ist, und zwar 
ist das BogenmaB x dieses Winkels bis auf eine bliebiges 
gauzes additives Vielf aches von 2 it bestimmt; insbesondere 
kann man vorschreiben, dafi x zwischen 0 und 2n liege. 
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Wendeii wir uns npn zur bildlichen D&rstellung der Funk- 
tion y = sin x. Die Winkel x sollen als Abszissen, die zugehorigen Sinus- 
werte y als Ordinaten in ein Achsenkreuz eingetragen werden. Wir stellen 
demnach die Winkel jetzt durch Strecken dar, indem wir unter der 
Einheit der Strecken die Winkeleinheit x =1 (d. h. 57° 17' 45", vgl 
2. Beispiel, S. 10) verstehen. Wie uberhaupt jede GroBenart (S. 4, 5) 
sind ja auch die Winkel durcli Strecken darstellbar. Statt die :r-Achse 
in der sonst gebrauchlichen Weise mit den Marken 1, '2, 3, ... und riick- 
w^rts mit den negativen Marken — 1, — 2, — 3... zu versehen, wie es 


-3 

-2 ~f 4 

9 4 % 

S * 

5 

6 7 

8 

l - 

~7t 

-if 1 


Jt 


2xt 


frlM*) 

C~9Q°) ( 

9 (90°; 

ciaa°; 

( 270 °) 

(36CH 



Fig. 273. 


auf der oberen Geraden in Fig. 273 gesehehen ist, empfiehlt es sich, die 
Stellen | jr, n, f n .;. sowie — \n, — n ... zu kennzeichnen, da sie 
den Vielfachen des rechten Wmkels entspreehen, siehe die untere 
Gerade in Big. 273. Erinnern wir uns daran, daB das BogenmaB x eines 
Winkels gleich dem Bogen ist, den er auf einem Kreis um seinen Scbeitel 
ausschneidet, vorausgesetzt, daB der Radius die Langeneinheit ist, so 
erhellt, daB man die Sache aucb so auffassen kann, als ob der tlmfang 
des Kreises vom Radius Eins auf der Abszissenachse von 0 aus als Gerade 
abgewickelt ware. Der Umfang ist ja die Strecke von 0 bis zur Marke 2 tz. 
Die Abwicklung kann wiederholt werden, aucb nach der negativen Seite 
hin, so daB die ganze cc-Achse durchlaufen wird. 

Um nun das Bild von y = sin x, die Sinuslinie, zu zeichnen, 
empfiehlt es sich, die 2 /-Einheit gleich der a>Einheit, d. h. gleich 
dem Kreisradius anzusehen. Denn der Sinus wie uberhaupt die gonio¬ 
metrischen Funktionen stehen in so enger Beziehung zur Geometric der 
Ebene, daB hier dasselbe bezuglich der Einheiten wie auf S. 171 gilt. 
Wir w&hlen nun den Kreis vom Radius Eins so, daB sein Mittelpunkt S 
irgendwo auf der x-Achse liegt. Um die Zeichnung nicht zu sehr zu 
stfiren, haben wir S in Fig. 274 auf der negativen 2 -Achse irgendwo 
amgenommen, Der Kreis schneidet die Abszissenachse in der positiven 
Richtung dieser Achse in einem Punkt A r Ein beliebiger Punkt des 
Kreises sei B. Der Bogen x = A B, gemessen im positiven Drehsinne, 
d. h. im Sinn der Drehung der positiven z-Achse nach der positiveii 
w-Achse, also linksherum, stellt das BogenmaB von 
Das Lot von B auf flic a-Achse h&be den FuBpunkt C. Nach (1) 
ist sin x gleich CB: SB oder also wegen 8B = 1 gleich CB selbst. 



Fig. 274. 
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Demnach ist C B = sin x = y zu setzen. Das BogenmaB oder der 
Bogen x — AB wird als Abszisse von 0 aus auf der axAchse als Strecke 
OV abgetragen. Im Endpunkt V ist als Ordi¬ 



nate der zugehorige Wert y — sin x — C B zu 
erriehten, d. h. wir ziehen die Parallele zur x- 
Achse durch B, bis sie das in V errichtete Lot 
in V trifft. Dieser Punkt V gehort der Sinus- 
linie an. Lassen wir B auf dem Hilfsjkreise 
herumwandern, so beschreibt der zugehorige 
Punkt U die Sinuslinie. Das einzige Unbe- 
queme ist dabei die Verwandlung der Bogen AB 
in gleich lange Strecken OV. Wir begniigen 
uns damit, dies angenahert zu tun. An einer 
spateren Stelle werden wir zeigen, wie man ge- 
nauer vorgehen kann. Ist x — 0, so liegt B in 
A selbst, d. h. dann ist y = 0, so daB der 
Anfangspunkt 0 der Sinuslinie angehort. Ist 
x = \n (90°), so vdrd y — 1, ist a; = n (180°), 
so wird wieder y = 0, ist x = f n (270 °), so 
wird y~= — 1, ist schliefilieh x — 2 n (360°), so 
komnrt wieder y — 0. So ergibt sich der erste 
rechts von 0 gezeichnete Berg und das daran 
anschlieBcnde Tal der Sinuslinie' Wir konnen 
den Umlauf von B um S fortsetzen; dabei 
wiederholt sich das Spiel, also ergibt sich ein 
mit dem soeben gefundenen Kurvenstiick kon- 
gruentes und sich daran anschliefiendes Kurven- 
stiick. Die Sinuslinie setzt sich also bis 
x = -f _oo fortwahrend in kongruenten Wellen 
fort, jede einzelne Welle, bestehend aus Berg 
und Tal, hat, langs der x-Achse gemessen, die 
Lange 2 si. Dies entspricht dem Umstande, daB 
t/= sin® eine periodische Funktion mit der 
Periode 2 si ist, siehe Satz 2. Die Sinuslinie 
geht also durch Verschiebung l&ngs der 
a:-Achse um die Strecke 2sr in sich iiber. 
Dasselbe gilt auch riickwarts, d. b. im nega- 
tiven Sinn der a-Achse. Die Sinuslinie hat 
Symmetrien. Ihren Grand erkennt man sofort, 
wrenn man auf dem Hilfskreise solche vier Punkte 
B v B 2 . B s , B 4 , die zum wagerechten und lot- 
rechten Kreisdurchmesser symmetrisch liegen. 
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naeheinander als den Endpunkt des Bogens x—AB benutzt. Diesen 
vier Punktcn entsprechen vier Punkte U v U 2 , U 3 , V 4 der Sinuslinie. 
Sie zeigen: Berg und Tal einer Periode der Sinuslinie sind 
einander kongruent, denn die Geraden U 1 U i und V a V 3 haben 
ihre Mitten im Punkt x—n der Abszissenachse. Der Berg geht 
durch Drehung urn zwei rechte Winkel um diesen Punkt 
herum in das Tal liber. Die Mitte von L\ U 2 liegt auf der zu 
x — \n gehorigen Ordinate des Berggipfels und die Mitte von U 3 U 4 
auf der zu x — f n gehorigen Ordinate der Talsohle. Also: Jeder Berg 
und ebenso jcdes Tal hat cine zur sc-Achse senkrechte 
Symmetrielinie. 

Man stelle sich jetzt vor, in jedem Punkte B des Hilfskreises werde 
auf die Zeichenebene das Lot errichtet und gleich y oder CB 
gemacht. Dadurch gehen als oberste Punkte dieser Lote Punkte D im 
Raum hervor. Wo liegen alle diese Punkte D? Jedes entstehende Drei- 
eck CBD istin B rechtwinklig, ferner ist esgleichschenkligund auBerdem 
steht seine Ebene auf der Zeichenebene und auf der a>Achse liings CB 
senkrecht. Deshalb liegen alle Punkte D in derjenigen Ebene, die 
von der a>Achse unter 45 0 fiber der Zeichenebene nach der Seite der 
positiven y-Achse hin ansteigt und sich unter der Zeichenebene nach 
der Seite der negativen i/-Achse hin senkt. Alle Lote B D befinden 
sich ferner auf demjenigen geraden Zylinder, dessen Grundkreis 
der Hilfskreis ist. Dieser Zylinder steht auf der Zeichenebene lot- 
recht auf. Der Ort der Punkte D ist mithin der Schnitt jener geneigten 



Ebene mit diesem Zylinder, daher nach S. 186 eine Ellipse. Wird 
ier Zylinder kings der Ellipse mit Druckerschwarze versehen, so druckt 
sich die Ellipse beim Abrollcn auf der Ebene als die Sinuslinie ab, 
siehe Fig. 275, weil die Kreisbogen x—AB dabei in Strecken einer 








Fig. 276. 
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Geraden J.X und die Lote BD = C B = sin x in die auf der Geraden 
A X errichteten Lote abergehen. Da man den Zylinder beliebig weit 
abrollen lassen kann, tritt die Periodizit&t der 
Kurve deutiich zutage. 

Mit wenigen Worten l&fit sich nun die 
• Kosinuslinie, das Bild der Funktion 
y==cosx, erledigen: Nach Satz 4 ist cos a; 
gleicb sin (%n — x), und dieser Sinus ist nach 
(7) gleich dem von n — — x) oder \n-\-x. 

Statt y = cos x kann man also auch schreiben: 

y = sin (x + %n) . 

Die Kosinuslinie geht daher aus der Sinuslinie 
hervor, wenn man jede Abszisse um \ n ver- 
kleinert, d. h. wenn man die Sinuslinie in 
den Richtung der negativen z-Achse um 
ein Viertel ihrer Periode verschiebt, 
siehe Fig. 276. Die schon bei der Sinuslinie 
bemerkten Symmetrien treten also auch jetzt 
, auf J “an beachte die vier Punkte U,, £L U x , U A . 
Insbesondere ist: 1 

COS 0=1, cos £ TC — 0, 

COS 7t = 1, COS | 7T = 0 . 

Das . Vorstehende wird yervollstandigt, 
wenn wir noch untersuchen, welche Diffe- 
rentialquotienten die Funktionen sin a? und 
eos x haben. Dabei brauchen wir einen Hilfs- 
satz, namlieh 

Satz 6. Strebt ein Kreisbogen, also 
auch seine Sehne, nach Null, so strebt 
das Verhaltnis des Kreisbogens zuj- 
behne nach Eins. 

Zum Beweise betrachte man Fig. 277 mit 
dem Kreisbogen AB, in dessen Mitte E die 
Tangente C.D gezogen ist, wahrend M die 
ILtte der Sehne AB bedeu^ Offenbar ist 
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wir den Kreisradius gleich Eins, so ist S M = cos x, M B = sin x und 
HD = tga nach (1), wahrend dex Bogen SB gleich x ist. Daher 
ist der Inhalt des Dreiecks A8B gleich sin x cos x und der des 
Dreiecks CSD gleich tg x. Der Kreisaussehnitt verhalt sich zur 
ganzen Kreisflache n wie der Bogen 2x zum Bogen 
2 n, ist also gleich x (aber natiirlieh mit der 
Fl&eheneinheit, dem Quadrat iiber dem Radius, zu 
messen). Also kommt 

sin x cos x < x < tg x , 

d. h. nach (3): 

sin'a 


sm x cos x < x< 


COS X 



Weil sinx positiv ist, bleibt diese Ordnung der Grofien nach Diyision 
mit sin a: dieselbe: 

1 


COS X < 


< 


cos x 


Nun strebe der Bogen A B, d. h. auch x nach Null. Wegen cos 0 = 1 
ergibt sich dann rechts und links Eins, und daher ist 


( 10 ) 


lim 


= 1 fur lim x — 0 . 


Dies gilt aber auch, wenn x von negativen Werten naeh Null strebt. 
Denn wenn x positiv ist, kann man (10) auch so schreiben: 

~ x =1 fur limx=0, 

= sin (— x). Also folgt: 

= 1 fur lim x = 0, 


lim 

und nach Satz 3 ist 
lim 


- 8ina; 
-sin sc 

— X 


sin (— x) 

und hier ist —x negativ. 

Die Formel (10) laBt sich auch so darstellen: 

2x 1 fiir lim x = 0, 


lim 


2 sin a: 


und da der Zahler 2x der Bogen AB sowie der Nenner 2 an* die 
Setae 4 jB ist, steht hier der Inhalt des Hilfssatzes 6, der damit 
bewiesen ist. Das Norhergehende zeigt, daB er auch so ansgesprochen 

werden kann: 

Satz 7: Strebt die Veranderliche snnd also auch sm* 
nach Null, so strebt der Quotient * : sin x nach Ems. 
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Um nun den Differentialquotienten von y = sin x zu ermitteln, 
wollen wir x vorerst positiv und IdeineT als J n, also als spitzen posi- 
tiven Winkel annehmen, siehe Fig. 278, worin der Kreis um den Schei- 
tel 8 die Langeneinheit als Radius haben moge, so daB x ~<£ASB 
durch den Bogen AB gemessen wird. Die 
Kathete CB des rechtwinkligen Dreiecks SCB 
ist dann sin also y , ebenfalls gemessen mit 
dem Radius als Langeneinheit. Jetzt lassen wir 
x zunehmen, etwa um den Bogen BB\ und 

? _ 7 wir wollen vorlaufig eine positive Zunahme 

U.maehen. Man sieht, daS dann auch y zu- und 

Fig. 278. nicht abnimmt, namlich um die Differenz E B' 
von C' B' und CB. Strebt der Bogen BB' 
nach Null, so werden also B B ' und E B' die Differentiate d x 
und dy, deren Quotient dy:dx berechnet werden soil. Zunachst 
erkennt man, daB y = sin 2 stetig ist, denn man kann B B r so klein 
annehmen, daB EB r so klein wird, wie man nur immer vorschreiben 
mag. Das Verhaltnis aus der Strecke E B’ und dem Bogen B B ' bleibt 
dasselbe, wenn wir beide mit der Sehne JS B' dividieren. Deshalb 
ist dy :dx der Grenzwert von 

Strecke ER . Bogen BB' 

Seime BB' ’ Sehne BB' 



Der hier an zweiter Stelle stehende Bruch hat nach dem Hilfssatz 6 den 
Grenzwert Eins. Mthin ist der Differentialquotient der Grenzwert des 
Bruches 

Strecke EB / 

Sehne BB' 


Dieser Bruch selbst ist aber augenscheinlich der Kosinus des spitzen 
positiven Winkels EB'B. Beim Grenzubergange strebt die Gerade, 
auf der die Sehne BB' liegt, nach der Tangente des Kreises im 
Punkte B y und diese Tangente ist zum Radius S B senkrecht. Da 
EB' zu 8 A senkrecht ist, strebt daher EB'B nach einem Winkel, 
der gleich ASB Oder x ist, somit jener Bruch nach cos x. Wenn 
also x zwischen 0 und \n liegt und das Difierential dx positiv ist, 
ergibt rich 


( 11 ) 


dsmx 

dx 


= COS X . 


Dasselbe ergibt sich, wenn der Zuwachsbogen BB' in Fig. 278 
negativ gewahlt wird, da dann auch der Zuwachs E B' negativ aus- 
fallt. Also ist cos x der Differentialquotient von, sin a;, sob aid x 
zwischen 0 und | n liegt. 
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Nun sei x ein Winkel im zweiten Quadranten. Dann gehort 
z—Tt — x dem ersten Quadranten an. Wie bewiesen,. ist dann 


d sin z 
d z 


= COS z, 


mithin wegen z —% — x und dz = — dx: 


d sin (n — x) 
dx 


= cos (tv — x ). 


Nach (7) ist aber sin (n — x) = sin x und cos (x — x) =— cos x. Mit¬ 
hin geht wieder (11) hervor, so daB diese Formel ftir alle Werte 
x zwischen 0 und n gilt. 

Weiter sei x ein Winkel im dritten oder vierten Quadranten. 
Dann gehort u =^x — it dem ersten oder zweiten Quadranten an, und 
da wir wissen, daB dann 


ist, ergibt sich wegen u — n und du — dx: 

CL X 

Nach Satz 3 ist sin (x — xt) = — sin (ut — x) und dies nach (7) gleich 
— sin x , ferner kommt cos (x — n) — cos (n — x) =— cos x. Mithin 
geht abermals die Formel (11) hervor, die demnach fiir jedes z 
zwischen 0 und 2n gill 

Weil sin x eine periodische Formel mit der Periode 2 x ist, vgl. 
Satz 4, ist es leicht, schlieBlich die Formel (11) fiir jeden Winkel x 
zu beweisen. Denn wie auch x gewahlt sein mag, stets gibt es eine 
positive oder negative ganze Zahl n so, daB x — 2 nit zwischen 0 
und 2 n liegt. Setzen wir also t — x — 2 n so ist bewiesen, daB 


ist, also wegen t = a? — 2 nn und dt =dx auch: 

dsm(x-2njr) ^ (*_ 2w7r ). 

dx 

Wegen der Periodizitat ist sin(x— 2na) = sinx und eos(x—2 »ji) 
— cos x, so daB in der Tat wieder die Formel (11) hervorgeht. 

Somit hat die stetige Funktion sin a; den Differential- 
quotienten cosx. Auf das leichteste l&fit sich nun der Differential- 
quotient der Funktion cos x ableiten. Nach Satz 4 ist ja cos x 
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wie sin — x). Demnach ist cos x ebenfalls stetig und auBerdem: 

d cos x _ d sin (J n — x) 

dx dx 

Hieriiir l&Bt sich sclireiben: 


d cos x d sin (£ n — x) d(\n — x) 

dx d{\n — x) dx 


Nach (11) ist der erste Bruch rechts gleich cos (J n — x), der zweite 
dagegen ist gleich — 1. Nach Satz 4 ist auBerdem cos (| n — x) = sin x. 
Also folgt: 


( 12 ) 


d cos x 
dx 


sin x . 


Satz 8: Die Funktionen sin a; und cos £ sind fur jedes x 
stetig und haben die Differentialquotienten cosx und 
— sin x: 


d sin x 
d x 


= cos X , 


d cosx 
d x 


= — sin x . 


Dies muB man sich fest einpragen. Das ist leicht, man darf aber 
das in der zweiten Formel stehende Minuszeichen nicht vergessen. Als 
Gedachtmsstiitze diene, dafi sich die Worte „minus Sinus“ im Takte 
reimen, w&hrend „minus Kosinns“ nicht so schon Mingen wurde. 

Da sin 0 = 1 nnd cos 0 = 1 ist, zeigen die Formeln des Satzes, 
daB fur a; =0 die Sinuslinie die Steigung Eins und die Kosinus- 
linie die Steigung Null hat, vgl. Fig. 274 und 276. Beide Kurven 
durchsetzen die z-Achse unter 45° abwechselnd steigend und fallend, 
wenn, wie in den Figuren geschehen, die x-Einheit gleich der 
t/-Einheit gewahlt wird. 

Weil nach (3) 


(13) 


tgx 


sin x 
cos x ’ 


Ctg X — 


COS X 

sin 3 


ist und sin x und cos x stetig sind, wird tg x oder ctg x nur da unstetig, 
wo der Nenner cos x oder sin as verschwindet. Das erste tritt fur 
frc, iar ... und fur x =— \n, —|-jr, — far ... ein 
(siehe Fig. 276), aUgemein fur x = (n +1) sr, wo n irgendeine posi¬ 
tive oder negative ganze Zahl bedeutet. Das zweite tritt flir x =0, 
n, 2 n . . . sowie flir x = — n, — 2 n . . . ein (siehe Fig. 274), all- 
gemein flir x = n n. Sehen wir von diesen Stellen ab, so durfen wir 
auf die Formeln (13) die Bruchregel anwenden, so daB sich nach 
Satz 8 ergibt: 

d tg x _ cos a;. cos a; — sin a:. (— sin x) d ctg a: __ sin x . (— sin x) — cos x . cos x 

dx cos 2 x ' dx 


sin 2 x 
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Der erste Zahler ist nach (4) gleich 1, der zweite gleich — 1. 
kommt: 


(14) 


dtgx _ 1 d ctg x _ 1 

dx ~ cos 2 x ’ dx sin 2 a; 


Folglich 


Satz 9: Die Funktionen tg x und ctg x sind iiberall stetig, 
abgesehen von den Stellen x =(n + 1) 71 *gaj und von 
den Stellen x = nn bei ctgx, wobei n irgendeine ganze Zahl 
bedeutet. An alien anderen Stellen haben tgz und ctg a: 
die Differentialquotienten: 

dtgx _l___ 

dx “ cos 2 a; ’ dx sin 2 z * 

Auch diese wichtigen Formeln muB man sich merken, Eine Hilfe 
ist die Erinnerung daran, daB die Differentialquotienten durch An- 
wendung der Bruchregel auf sin x : cos x und auf cos x : sin x hervor- 
gegangen sind. Dabei tritt, wie bekannt, im Nenner das Quadrat des 
alien Nenners, also cos 2 x und sin 2 x auf. Der Zahler hat bei tg x die 
einfachste Form, namlich Eins. Beim Differentialquotienten von ctg# 
tritt wie bei dem von cos t das Minuszeichen auf. 

Zu den bisher aufgesteilten neun Differentiationsregeln (S. 84, 127, 
155, 307, 326) konqen wir nunmehr hinzufugen die 

10. Regel (Goniometrische Regel): Die goniometrischen 
Funktionen haben die Differentialquotienten 


d sin x 
dx 


= cos X , 


dtgx 1 

d x cos 2 x ’ 


d cos x 
dx 

d ctg a; 
dx 


= — sin x , 

_ 1 

sin 2 x 


Trdstend sei bemerkt, daB zu diesen zehn Regdn kunftig nur 
noch eine hinzutreten wird. 


1. Bei spiel: Nach (5) ist cos x — ]/1 — sin 2 x. Mittels der Kettenregel und 
des Differentialquotienten von sin x lcite man hieraus den Differentialquotienten 
von cosmic ab. 

2. Beispiel: Mittels ctg a = 1 : tg a: leite man den Differentialquotienten von 
ctg x aus dem von tg x ab. 

3. Beispiel: Nach (6) ist tgs= |/I — cos 2 x : cos a. Man kann also den 
Differentialquotienten yon tg x aus dem von cos x ableiten. 

4. Beispiel: Man berechne den Differentialquotienten von sin 2 x + cos* x. 
Wie erklart es sich, daB sich der Wert Null ergibt? 

5. Beispiel: Dasselbe gilt Mr cos a; |/l 4- tg 2 #. 
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6. Beispiel: Sind <p und r Polarkoordinaten (siehe S. 344), so stelle man die 
^ Bildkurve der Funktion 

® r = sin (f 

her. Weshalb ist sie ein Kreis vom Durchmesser Eins, 
der den Anfangsstrahl 0 A im Pol 0 beriihrt? Siehe 
Fig. 279. Weil die Tangente t eirites beliebigen Punktes 
P oder (ip ; r) des Kreises auf dem zugehorigen Radius 
senkrecht sfceht, kann man ferner ableiten, dafi dr : dip 
gleich cos cp ist, indem man die Vorschrift fur die Tan- 
gentenkonstruktion auf S. 346 benutzt. Wegen r «= sin <p 
O ^ lafit sich so aufs neue beweisen, dafi der Differential- 

Fig. 279. quotient von sin if gleich cos ip ist. 

7. Beispiel: Man soli y- In sin a; differentiieren. Die Kettenregcl gibt 
dy :dx — ctg x. 

8. Beispiel: Man soli 


y = g tglnz 


differentiieren. Die Kettenregel gibt: 

dy _ 


x cos 2 In x 


Wir sind jetzt endlich in der Lage, den eigentlichen Grund dafur 
anzugeben, warum es zweckmaBig ist, die Winkel durch ihr 
BogenmaB zu messen (vgL S. 5, 6): Wenn die Funktion y =- sinx 
vorliegt und x. im BogenmaB gemessen wird, kommt, wie wir sahen: 


Nehmen wir nun an, der Winkel x sei im GradmaB gemessen gleich t, 
also y = sin t. Welchen Wert hat dann der Differentialquotient 
dy :dt? Nach (3), S. 7, ist das BogenmaB 


x = m L 


Wir konnen also schreiben: 


y = sma:, ggi, 

so daB die Kettenregel gibt: 

, ” , 

dy dsinx a 180 1 ^ n 

~dt~~Tx Tt C0S X ’ 180 

Oder, da der Winkel statt durch x durchs GradmaB t gegeben ist: 

dy n . 

U~ l80 COS< ‘ 

Entsprechendes gilt bei den iibrigen goniometrischen Funktionen. 
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Wenn wir also die Winkel nicht im BogenmaB x, son- 
dern im GradmaB t messen, gelten die Differentiations* 
regeln: 


d sin t 
d t 

dtgt 

dt~ 



COS t. 


n 1 
180 cos 2 1 ’ 


d cos i 

TT 

d ctg t 
d t 


71 

180 


sin t 


71 1 

180 sin 2 2 


Sie sind wegen des Faktors n : 180 unbequemer als die Eegeln, die sich 
ergeben, wenn die Winkel im BogenmaB gemessen werden. Hier tritt 
also ein lastiger Faktor auf wie friiher bei der Differentiation von log x> 
vgl. (11) auf S. 299. Ebcnso wie man deshalb (vgl S. 307). den natiir- 
lichen Logarithmus statt des gewohnlichen benutzt, findet man es be- 
quemer, die Winkel im BogenmaB statt im 
GradmaB zu messen. 

Endlich kommen wir zur graphischen Darstel- 
lung der Funktionen tgx und ctg a:. Wenn wir in 
Fig. 280 beim Kreis um S mit dem Radius EJins die 
Tangente im Punkt A des Anfangsstrahles S A ziehen, 
schneidet der Endschenkel SB des Winkels ASB oder 
x diese Gerade an einer Stelle T. Dann ist tg x = A T 
(vgl. auch Fig. 269), sobald wir AT positiv oder negativ 
messen, je nachdem der Sinn der Bewegung von A 
nach T mit dem positiven Drehsinn ubereinstimmt 
oder nicht. Wenn B im positiven Sinn den Kreis durchlauft, geht 
auch T im positiven Sinn auf der Tangente hin, d. h. die Funktion 
y~ tgx w&chst mit wachsendem x. Dies war nach der Formel 

dy __ l 

d x cos 2 x 

fur ihren Differentialquotienten vorauszusehen. Denn dieser Differen- 
tialquotient ist stets positiv, so dafi die Bildkurve von 
y = tg x stets steigen mufi, siehe Satz 7, S. 104. Aber fur 
* = ± i », ± \ ± -§■ n ... wird tg x unendlich grofi. Sobald x 

wachsend einen dieser Werte durchlauft, springt tg x von + oo zu — oo 
iiber, um weiterhin wieder von — co aus mit wachsendem x zuzunehmen, 
bis tg x bei der nachsten Unstetigkeitsstelle abcrmals nach + °° strebt. 
Demnach zerfallt die Bildkurve, siehe Big. 281, in lauter aus dem TJn- 
endlichen kommende und wieder ins TJnendliche gehende Zweige, die 
in den einzelnen Streifen von — £ n bis i n, von \ n bis |- n usw. so- 
wie von —\n bis —usw. liegen. Die Bildkurve, die Tangens- 
linie, hat die Periode n, vgl. Satz 2, d. h. durch Versehieben 


1 

\ T 

b/ 

tyx 

Jx \ 

A y 




Fig. 280. 
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sines Streifens langs der a-Achse um die Strecke n- geht wieder ein 
Streifen der Bildkurve hervor. DaB tgx nach Satz 3 eine ungerade 
Fimktion ist, bedeutet geometrisch: Ein Punkt (x ; y) der Bildkurve 
geht wieder in einen Punkt der Bildkurve iiber, wenn x und y zugleich 
durch — x und — y ersetzt werden. Die beide Punkte verbindende Sehne 
hat ihre Mitte im Anfangspunkf 0. Man nennt deshalb den Anfangs- 



? ^piegelpunkt der Tangenslinie. Die gauze Kurve geht 

Weffen der Sie . T 0 durch zwei rechte Winkel dreht. 

ITacW r°? ^ 1St , ]6 ? r Schnitt P^ to Tangenslinie mit 

d6r ^ Die St W der Tangens- 
iTpv Slti'hei *’•? Ur *r° ^ eich Eins - Wenn also, wie es 
wird ist die S Tatint ’ t e /' Emheit S leich */-Einheit gewahlt 
yon Eenten m Unter 45 °^igt. ’Dasselbe 

A.ymptote„ der TangmsHme (JTm) ‘ ^ nsw - 8md 

die F “ ktion C ‘ gI b9tri,lt ' “ ”»■* 

y = Ctg X = tg (4- n — x) = — to' (x 1 rr\ 

SCthin geht die Bildkurve von v = cftr r Hi v + * ' 

T&ngenslinie hervor, wenn man Hies/*’ *! Eotangenslinie ’ aus der 
Itags der ^Aohae in ZtiT S£ “ TO . ^ halbe Periode *» 
*-Achro herumklappt, P siehe Fig. 282^ VerSchiebt und dann ““ die 

der goniometrischen Funk- 

birven und ihre so leicht zn m4en den sf* ^ be “- Die Bdd - 
««etzen ans nSmlich die Fonneln ^ Symme tnen und Perioden 
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SehlieBlich heben wir ixoch eines hervor: Alle Zahlenwer+ P di P 
eine goniometrisehe Funktion annekmea kann, durchlauft 



sie, abgesehen vom Vorzeichen, auch dann scbon, vena 
der Winkel selbst nur alle Werte im ersten Quadranten 
durchl&uft. Warura? 

9. Beis pi el: Man beweise: 

d se c x sin a d esc x cos x 

d x cos 2 x' dx sin 2 x 

§ 2. Anwendungen der goniometriscHen Funktionen. 

Wie man die goniometrischen Funktionen berechnet, werden wir 
sp&ter zeigen; vorlaufig geniigt es, daB man durch Zeiehnung die 
Wert(5 dieser Funktionen fur gegebene Winkel angenahert finden kann. 
Die umgckehrte Aufgabe, zu einem gegebenen Wert einer goniometri- 
sehen Funktion den Winkel zu finden, lafit sich ebenso losen. Alierdings 
ist es Mar, daB z. B. zu einem bestimmten Werte des Sinus nicht nur 
ein Winkel gehort; es ist aber auch klar, wie man alle zugehfirigen 
Winkel finden kann, sobald man erst einen von ihnen kennt. 

In den Sammiungen von Logarithmentafeln finden sich trigono- 
metrisehe odor goniometrisehe Tafeln, mittels derer die er- 
w&hnten Aufgaben rechnerisch fiir eine gewisse Anzalil von Dezimal- 
stellen gelost werden konnen. Diese Tafeln gejten nur fur die Winkel 
im ersten Quadranten, wo alle goniometrischen Funktionen positiv 
sind, Aber es gibt zweierlei Tafeln: 

Zun&chst fmdet man (alierdings nicht in alien Sammiungen) eine 
Tafel mit der Aufschrift: „Numerisclre Werte der trigonometri- 
schen ’Funktionen 64 oiler auch: ,,Natiifliche Werte der tri- 
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gonometrischen Funktionen”. Da findet'man z. B. in einer vier- 
stelligen Tafel fiir alle Winkel von 0° bis 90 0 in IntervaUen von etwa 
je 10 oder 15 Minuten die Werte der goniometrischen Funktionen. 1st 
a ein Winkel im ersten Quadranten, gemessen im GradmaB, also- 
90 ° — a der Komplementwinkel, so gibt Satz 4, S. 385: 

sin a = cos (90 0 — a), cos a = sin (90° — a), 

tg a — ctg (90 0 — a), ctg a = tg (90 ° — a). 

1st also a > 45 °, aber < 90 °, so kommt die Aufgabe, eine Funktion 
dieses Winkels zu finden, daraul zuriick, die Kofunktion des Kom- 
plementwinkels zu finden, der kleiner als 45 0 ist. Hierauf beruht eine 
Eigentiimlichkeit der Tafel: Die Dberschriften sin, cos, tg, ctg der 
einzdnen Spalten beziehen sick auf die in der linken SpaJte angegebenen 
Winkel, dagegen die am unteren Rande jeder Seite stehenden Be- 
zeichnungen cos, sin, ctg, tg auf die in der rechten Spalte angegebe¬ 
nen Winkel. 

Das Bestimmen von Zwischenwerten, die nicht in der Tafel stehen, 
das Einsehalten (Interpolieren), geschieht wie bei den logarithmischen 
Tafdn: Man macht davon Gebrauch, dafi die Bildkurven fiir kurze 
Intervalle angenahert gerade Iinien sind. Man darf deshalb nach § 1 
des 2. Kapitds annehmen, dafi die Funktionen innerhalb eines geniigend 
kleinen Intervalls proportional zum Winkel wachsen. 

Hn Beispiel mag genugen: Wir suchen ctg 34° 13'. AuS der 
Tafel entnebnen wir: 


ctg 34 »10' = 1,4733, ctg 34 • 20' = 1,4641. 

ffierwachst der Winkel um 10', sein Kotangens dagegen nimmt um 
92 Einheiten der letzten Dezimalstelle ab. Wenn also der Winkel um 
1 wachst, md der Kotangens angenahert um 9,2 Einheiten abnehmen, 
4 h werni der Winkel von 34 « 10' bis zum gegebenen Winkel von 

7 3 wachst > wird der Kotangens um rund 28 Einheiten 

der letzten Dezimalstelle abnehmen, so daB sich ctg 34 0 13' = 1,4705 

«pbt. Man muB immer darauf achten, ob die Funktion wachst oder 

M ! ht m “ sofort in der Tafel selbst an den beiden 
Werten » zwlsc ^en denen die Einschaltung stattfindet. 

S6i tga ==1 ’ 4408 > g esu «ht wird a im ersten 

S«Wn < . In w r J ra i ,8 ! nSSpaIte SUchen wdr 1 ’ 4408 oder einen nahe 
« AtET We J finden i ed °<* keincn, was einfach daran liegt, 
d^ die Tafel zwei Tangensspalten, namlich noch eine hat, deren Be- 

di " " d “ r “ htS Wmkeln 
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1,4370 = tg 55 0 10', 1,4460 = tg 55 0 20', 

und zwischen beiden Werten liegt der gegebene Wert 1,4408. Hier 
wachst der Tangens um 90 Einheiten der letzten Dezimalstelle, wenn 
der Winkel um 10' zunimmt. Da nun 1,4408 um 38 Einheiten der 
letzten Dezimalstelle groBer als 1,4370 ist, haben wir zu 55 0 10' noch 
10'. |f, d. h. rund 4' zu addieren. ’ Also ergibt sich der Winkel 
a =55® 14'. 

Wir wollen noch den Anfang der Sinustafel mit dem Anfange der 
auf S. 10 erwahnten Tafel der Kreisbogen (siehe die Tafel I des 
Anhanges) fur den Halbmesser Eins vergleichen. Man hat da die 
folgenden Werte: 


Winkel 

BogenmaB 

Sinus 

0° 

0,0000 

0,0000 

1° 

0,0175 

0,0175 

2° 

0,0349 

0,0349 

3° 

0,0524 

0,0523 

4° 

0,0698 

0,0698 

5° 

0,0873 

0,0872 

6° 

0,1047 

0,1045 


Die geringen Unterschiede erklart Satz 7, S. 391. Denn weil 
a:: sin a: fiir lima:=0 nach Eins strebt, stimmen sehr kleine 
positive Winkel mit ihren Sinuswerten nahezu iiberein, 
vorausgesetzt, daB die Winkel im BogenmaB ausgedriickt 
werden, sonst jedoch nicht. 

Haufiger wird die viel ausfiihrlichere Tafel gebraucht, deren Uber- 
schrift meistens lautet: „Die Logarithmen der trigonometri- 
schen Funktionen von Minute zu Minute. 11 Hier findet man die 
gewohnlichen Logarithmen der goniometrischen Funktionen, also 
log sin a, log cos a, log tg a, log ctg a. Diese Tafel hat wieder zwei 
Eingange, die Bezeichnungen oben und links gehoren zusammen und 
ebenso die Bezeichnungen unten und rechts. Da sin a und cos a im 
ersten Quadranten zwischen 0 und 1 liegen, sind ihre Logarithmen 
negativ. In den Tafeln findet man jedoch positive Werte, man hat 
sich hier ttberall noch — 10 hinzuzudenken (vgl. S. 301). Da tg a fiir 
a < 45 0 ebenfalls zwischen 0 und .1. liegt und dasselbe fiir ctg a gilt, 
sobald 45°<a<90° ist, findet man auch hier nur positive Werte, 
von denen man 10 abzuziehen hat; z. B. schlage man nach: 

Soheilers, Lehrbuch d. Mathcmatlk. 26 
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- 10 , 

-10 


log sin 21« 16' = 9,55956 -10 , log cos 68 044 '=9,55956 
log tg 21 0 16' _ 9,59019 —10, log ctg 68 0 44 ' = 9,59019 — . 

T .. JJjJ Einscha ^ ten geschieht me bei den Tafeln der gewohnlichen 

chen mttXr tTh d ^ wie dort (vgl S 302 ) Nebentafel- 

d» i P - (part6S P ro P or tionales) zur Erleichterung 

2L B S^5‘ ^ eS 'I ahere m5ge der Leser in der Anleitung nach- 
lesen, (he seiner Loganthmentafel vorgedruckt ist. 

and J£! B “* in Fi ?‘ ^ S. 388, hat unendlich viele Berge 

Kme L^tyT Anfangspunkt O unendlich viele Tangenten an die 

Wr^uch^ dSlnL df 6 ’ n Sel ^ St die Kurve beriihrt und ul *ter 46 0 amsteigt. 
2 L‘bJC®’ t e J 0n 0 . aus ? ! f nd das *»*e Tabrechts beriihrt. Die Ab- 
Tangente die SteimniP-^in S d \} 1 ' x se * ne Ordinate, so daB die gesuchte 
! V a baben soU - Nach Satz 8, S. 394, muB aber die Steigung 

sin x: x = cos x, d. h. nach "(3)! r S^Ws^ 1111161 “ ddtten Q uadranten sein > fiir den 


( 1 ) 


tg x 


-1 = 0 


GleichungTve^S t? ^ L ° Sung einer transzendenten 

Da x zwischen^ii If. ‘ Z , , Berech “ ung benutzen w ‘r die Begnla falsi (S. 118). 
fhr x den trt l ^ ^nnTttl W “ d 4 ’ 8 “* ™ “ ftobe 

mafi'von x y = ^ m berechnen. Zuerst miissen wir das Grad¬ 

ed™* S r, ES ; St r 71 = 1 ' 358 = Tafel I im Anhang gibt zu 1,368 das 

log tg’77° 48' = 0,6661, 
log 4,600 = 0,6632, 

Differenz = log = 0,0119, 

Xi 

-^-=1,028, y l = 0,028 . 

WShlen wir dagegen den etwas klemeren Naherungswert Xj = 4,490, so kommt: 
logtgxj = log tg 77“ 13' = 0,6442, 
logxj = 0,6522*, 

1°S ~~ = 0,9919* — 1, 

= 0,982, y t = — 0,018. 

( 1. 0) ’ S - 117 ’ er 6 ibt sicb bieraus der bessere Naherungswert x, = 4494 Man 
ftthre die Rechnung weiter durch; man kommt dann zu^einem Ven^wS 
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4,4934. Genauer lafit sich mit vierstelligen Tafeln nicht rechnen. Das zugehorige 
GradmaB ist naeh Tafel I gleich 257° 27'. Die Steigung der so bestimmten Tan- 
gente ist cos x ~ — 0,2173, wie raan ebenfalls berechnen moge. 

2. Beispiel: Nach dem Brechungsgesetze besteht zwiscben den spitzen 
Winkeln « und /?, die ein Lichtstrahl an der Grenze zwischen zwei optisch ver- 
schiedenen durchsichtigen Stoffen mit der Senkrechten znr Trennungsflache vor 
und nach der Brechung biidet, die Beziehung 


wo n eine von den Stoffen, der Lichtart und der Temperatur abhangige Konstante, 
<Jer Brechungsindex, ist. Handelt es sich um Luft und Wasser und um das 
Licht der Natriumlinie des Spektrums bei 18 0 C, so ist n = 1,3335, also 

sin a = 1,3335 sin p . 

Da aber sin « nie groBer als Eins wird, kann p einen gewissen groBten Wert nicht 
uberschreiten. Um diesen, den Winkel der totalen Befl exion, zu finden, 
haben wir p aus sin p = 1 :1,3335 zu berechnen. Man tue dies logarithmisch. Es 
kommt /? = 48° 34 y 57". 

3. Beispiel: Wachst der Winkel x von 0 bis n bestandig um dieselbe unend- 
lich kleine GroBe, so ergeben sich unendlich viele Werte von sin a?, deren arith- 
metisches Mittel bestimmt werden soli. Dies ist die auf S. 245 erwahflte Mittel- 
wertaufgabe, deren Losung wir damals ohne Beweis angaben. Ygl. Fig. 195 auf S. 244, 
in der das Lot Q P = sinac ist. Nach Satz 8, ebenda, ist der gesuchte Mittelwert: 

71 

m — — /sin xdx. 


Nach S. 236 lassen wir zuerst die obere Grenze des Integrals beliebig, gleich x. Daa 
Integral ist dann eine Funktion von x mit dem Differentialquotienten sin x. Da 
— cos x nach Satz 8, S. 394, diesen Differentialquotienten hat, muB das unbestimmte 
Integral gleich — cos x -f konst, sein, nach Satz 2, S. 213. Weil die untere Grenze 
Null ist, muB es gleich Null sein fur x = 0. Also ist die Konstante gleich 1. Setzen 
wir schliefilich fiir x die obere Grenze tt, also cos x = cos n « — 1 ein, so kommt 
w « 2 : n = 0,63662, wie auf S. 245 behauptet wurde. 

4. Beispiel: Man berechne ebenso das arithmetische Mittel aller Werte von 
sinx, wenn x von 0 bis J n wachst. Warum ergibt sich hier derselbe Wert? 

5. Beispiel: Man berechne das arithmetische Mittel aller Werte von cos x t 
wenn x von 0 bis \ n wachst. Warum ergibt sich wieder derselbe Wert? 

6. Beispiel: Wie grofi ist die Flache zwischen der x-Aclise und einem Berg 
der Sinuslinie (siehe Fig. 274, S. 388)? Nach Satz 5, S. 229, hat sie den Wert: 

n 

F = /sin x d x =* 2. 


Das zugehorige Intervall von x hat die Lange tt. Dividieren wir F hier mit, so geht 
derselbe Wert wie im 3. Beispiel hervor (warum muB das so sein?). 

* 26 * 
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7. Beispiel: Auf wag^rechter Unterlage ruhe eine Last von p kg, in deren 
Schwerpunkt 0, siehe Fig, 283, ein Zugseil schrag nach oben angebracht sei, das 
mit einem Gewieht von r kg gespannt werde; diese Spannung sei durch die Strecke 
OP veranschauiicht. Wir zerlegen sie in ihre wage- 

Fj-.rechte und senkrechte Komponente 0 U und 0 V. 1st 

w: ^CVOP - (f, so ist 0 U = r cos y, OV = r sin < p , Die 

Z ^ eite Kom P onente verringert den Druck, so daB er 
nur (p — r sin (p) kg betragt. Bedeutet q den Reibungs- 
p koelfizienten, so ist deshalb (> (p — r sin (p) kg das 
' ^em 2ug 0 U von r cos <p kg entgegenwirkende Gewieht. 

^- Die Reibung wird iiberwunden, sobald r cos (p grofier als 

Q (p — r sirup) wird. Die geringste notige Zugkraft 
v ist daher: 


Fig. 283. 


cos (p -}- p sin <p 


Sie ist verschieden je nach dem Zugwinkel (f. Welcher Zugwinkel ist der vorteil- 
hafteste, d. h. fur welchen spitzen Winkel <p hat r sein Minimum? Da der Zahler Q p 
konstant ist, fragen wir nach dem Maximum des Nenners 


z = cos (p q sin tp . 

Wir berechnen also 

&2 

-j— = — sm tp + q cos (p 

und sehen zu* wann dieser Differentialquotient gleich Null wird (vgl. Satz8, S. 106). 
Offenbar fur tg == <?. Die Nebenfigur gibt die Konstruktion des giinstigsten Zug- 
winkels an. Dabei ist p = 0,65 gewahlt, wie es beim langsamen Schleppen von 
Gufleisen auf nasser Eichenholzunteriage der Fall ist. 



Fig. 284. 


8. Bei spiel: Ein Weg von am Breite trifft rechtwinklig 
auf einen von l m Breite, siehe Fig. 284. Wie lang darf eine 
Stange sein, die auf den Wegen wagerecht um die Ecke ge- 
schafft werden soli? Ist dies eine Aufgabe, in der ein Maxi¬ 
mum Oder ein Minimum gesucht wird? (Vgl. das 7. Beispiel, 
S. 169.) Wir geben die Losung ohne Worte mit Hinweis auf 
Fig. 284 an: 


y -- a ft . dy_ __«cos x l sin x 

sin a: cos x ’ dx sin 2 x "** cos 2 a; * 

tg*=/f «/=| ft/cp+yp* 

9. Beispiel: Die Langeneinheit eines homogenen Kreisbogens AB vom 
Radius r und von der Lange 2 l babe die Masse m. Welche Anziehung iibt eine 
m der Kreismitte 0 vorhandene Masse ju auf ihn aus? Siehe Fig. 285. Da die An- 
ziehung in der Symmetriegeraden 0 C stattfindet, kommen nur die zu 0 C parallelen 
Kraftkomponenten in Betracht. Die Lange von C bis zu irgendeiner Stelle P des 
Bogens sei x t positiv gerechnet in der Richtung von C nach A. Wir denken uns den 
Bogen (wie im 16. Beispiel, S. 269, die Strecke A B) in lauter Teilchen von der Lange 
d x zerlegt. Das bei P liegende Teilchen hat die Masse mdx. Nach dem 6. Bei- 
spiel, Sr. 142, fibt fi auf diese Masse die Anziehung kfimdxir 2 ans, wo k eine 
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der PfpilSn hreiben ^T B ’ - Um J m h tiberzu ? eh en und zwar so, daB auch. 
S 386 ni l J°n ? dabra m den von l ubergefuhrt wird. Der Satz 3, 

Tani; S r + SmUS dne gerad? Funktion H Ahrend Sinus, 
dSi: K ° genS ™ gerade Funkti onen sind, lafit sich so aus- 

(3) | _ cos gh = cos Jig, 

singh sitihg, tggf7i =— tg hg, ctggh —— ctghg. 

„..f S 1 ™ 6 ” ferner dar J an ’ daB das B °g enmaB vom ^Cgh nur bis 
■i? 11 m f! ganZ6S addltiTes Vie « a ches 2nn von 2 * bestimmt 
andi+ da6 aber aUe Vier § oniome trischen Flinktionen unge- 
wl ^n n \T , f Wen f- man den Winkel ™ wachsen lafit. Wenn 
„ nri . a ^° kt f “ Wmkel *t, sondern ausschliefilieh fur ihre 
gomometnscbeni Funktionen Formeln aufstellen wollen, brauchen wir 
uns um dies additive 2nn gar nicht zu kiimmern. 

,?^ d n ™ l' \ dre * fidiebige mit Pfeilen versehene Geraden, 
so durfen wir hiernach ansetzen: 

9^ + -$Zhlc = gJc t 

obgleich es eigentlich heifien mufite: 

^9h+-$zh]c=<$:glc +-2wji. 

Insbesondere wollen w annehmen, die dritte Gerade k gehe mit ihrem 
Ffeilsmne durch positive Drehung von h um einen rechten Winkel (|jr) 
hervor. Dann durfen wir <£hk =-\ti setzen, 
so daB wir haben: 

^£.gh +1 gk . 

Wieder milfite eigentlich noch auf einer Seite 
2nn addiert werden, denn wenn z. B. g zu h 
und k so wie in Fig. 287 liegt und die Winkel, 
vie hier angegeben, positiv gemessen werden, 
ist gleich <£ g k + 27i. Weil 

/ * Al . , ^ _ ferner *^£gh ^Chg gesetzt werden darf 
(eigentlich ^Cgh = — <£hg + 2n konnen wir also die Gleichung 
benutzen: 

"3^ 9 k ~h g = | 7i . 

Demnach gilt fiir ^ gk und hg das iiber Komplementwinkel Be- 
kannte, vgl. Satz 4, S. 385. Somit ist sin gk = cos hg, also nacb (3) 
auch smgk = (>osgh, ferner cos gk = sin hg, nach (3) mithin 
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cos gk = — sin gh, usw. Wir bekommen: auf diese Art: 

^ | sin git = cos gh , cos gk'— —singh, 

\ tggffc = — ctggh, ctggk = — tg gh. 

Diese Formeln, die wir nachher benutzen wollen, gelten also, wenn 
g und h zwei beliebige mit Pfeilen versehene Geraden sind und die 
dritte Gerade k mit ihrem Pfeil aus h durch positive 
Drehung urn einen rechten Winkel entstebt. 

Nun mussen wir den Begriff der senkrechten Projektion einer 
Strecke einfiihren: Auf irgendeiner Geraden g seien zwei Punkte 
A und B gewahlt. Dann soil die Strecke A B positiv oder negativ 
in Rechnung gesetzt werden, je nachdem die Bewegung von A 
nach B dem Pfeil von g entspricht oder nicht. Die Lote von A und B 
auf die Gerade h mogen die Fufipunkte A! und B 1 haben. Die Strecke 
A! B' soil ihrerseits auch positiv oder negativ genommen werden, je 



Fig. 288. Fig. 289. 

nachdem die Bewegung von A' nach B' dem Pfeil von h entspricht oder 
nicht. Diese Strecke A ' B' heifit die senkrechte Projektion von A B 
auf h. In Fig. 288 r. B. sind A B und A! B' beide positiv, in Fig. 289 
dagegen ist zwar A B positiv, aber A' B' negativ. Die Parallels zu h 
durch.A schneide B B’ in V. Da sie mit g denselben Winkel bildet wie 
h mit g, ist AT] = A B cos g h und wegen A! B' —ATJ also: 

(6) A! B' —AB cos gh. 

Diese Formel stimmt stets auch im Yorzeichen, wie auch immer 
g und h mit ihren Pfeilen gegeben sein mogen und welches Vorzeichen 
auch immer A B haben mag. Denn in Fig. 288 ist -^Cgh spitz, also 
cos gh positiv, einerlei ob -3C gh positiv oder negativ ist, weil nach der 
ersten Formel (3) ja cos gh = cos hg ist. Also sind alle drei Glieder 
A'B', AB, cos gh im Fall der Fig. 288 positiv, so dafi die Vor¬ 
zeichen stimmen. In dem Fall, wo gh nicht spitz ist, siehe 

Fig. 289, ist cos gh bekanntlich negativ, siehe (6) auf S. 380; hier 
ist aber auch A' B' negativ, wahrend AB positiv ist, so da8 die Vor¬ 
zeichen jetzt ebenfalls stimmen. Hatten wir in Fig. 288 oder Mg. 289 
die Bezeichnungen A und B vertauscht, also auch die Bezeichnungen 
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A! und B\ so hatten AB und A'B' beide das entgegengesetzte Vor- 
zeichen wie bisher, und die Formel (6) andert sich nicht, wenn man 
beiderseits das Minuszeichen vorsetzt. In der Tat also ist der Aus- 
druck (6) der Projektion A'B' von AB stets richtig. 

Satz 10: Die senkrechte Projektion A'B' einer Strecke 
AB einer mit Pfeil versehenen Geraden g auf eine eben- 
f alls mit Pf eil versehene Gerade h ist gleich A B cos gh, 
sobald AB und A'B' positiv oder negativ gerechnet wird, 
je nachdem die Bewegung von A nach B und die von A! 
nach B' dem Pfeil auf g und h entspricht oder nicht. 


Fig. 290. Fig. 291. 

Jetzt nehmen wir irgendeinen gebrochenen Linienzug an, der 
sich schlieBt, siehe z. B. ABODE in Fig. 290 oder auch den sich 
selbst iibersehneidenden Linienzug ABODE in Fig. 291. Er moge in 
einem bestimmten Sinn durchlaufen werden, und dementsprechend 
versehen wir seine einzelnen Strecken mit Pfeilen. Werden diese Strecken 
auf eine mit Pfeil versehene Gerade h projiziert, so findet man, daB 
die Summe der Projektionen gleich Null ist, denn z. B. in unseren Figuren 
sind A' B f und E' A' positiv, dagegen B'C\ O '/)', D' E' negativ. Also: 

Satzll: Die Summe der Projektionen der Strecken eines 
geschlossenen Linienzuges auf eine Gerade ist stets gleich 
Null. 

Nach diesen Yorbereitungen betrachten wir 
ein Dreieck ABO , siehe Fig. 292. Mit a, b, c 
seien die Seiten B C, CA, AB bezeichnet, ge- 
c messen im Sinn des Umlaufes von A iiber B 
v nach C und zuriick nach A. Zugleich sollen 

\ a, c m die positiven MaBzahlen der Seiten be- 

deuten. Die Projektion von a auf irgendeine 
mit Pfeil gegebene Gerade h ist dann a cos ah. 
Nach Satz 11 kommt somit: 

a cos ah + b cos b h + e cos ch = 0 . 





( 7 ) 
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Bedeutet k cine Qerade, die mit ihrem Pfeil aus h durch positive 
Drehung um einen rechten Winkel entsteht, so bekommt man ebenso 
durch Projektion auf k: 

a cos a k + b cos b k + c cos c k = 0 . 

Nach (5) kann aber hierfiir geschrieben werden: 

(8) a sin a h + b sin b h + c sin c h = 0. 

Weil man als Gerade h insbesondere a selbst wahlen diirfte, folgt 
aus (8) wegen sin a a = sin 0 =0: 

b sin b a + c sin c a — 0 
oder 7 da sin b a = — sin a b nach (3) ist: 

& sin a & = c sin c a . 

Ebenso kommt, wenn man a , c zyklisch vertauscht, d. h. 
a durch b sowie b durch c und c durch a ersetzt: 

c sin b c =asinab 

und nach abermaliger zyklischer Vertauschung: 

a sine a =6sinJc. 

Aus diesen drei Formeln ergibt sich: 

(9) a : b : c = sin b c : sin c a : sin a b . 

Die Gleichungen (7) und (8) bleiben mithin richtig, wenn man darin 
a, &, c durch sin b c, sin c a , sin a b ersetzt, wie auch immer die Gerade h 
gewahlt spin mag. Also kommt: 

Satz 12: Sind a, 6, c, h vier mit Pfeilen versehene 
Geraden der Ebene, so ist stets: 

sin b c cos a h -f- sin e a cos b h + sin a b cos c h = 0 . 
sin b c sin a h +■ sin c a sin b b + sin a l sin c h = 0 . 

Allerdings wurde angenommen, dafi a den Pfeil von B nach C hin - 
habe, usw. Diese Voraussetzungen sind aber ohne Bedeutung. Denn 
wenn man den Pfeil von a iindert, kommt dies darauf hinauSj daB a 11 e 
Winkel, die a als einen Schenkel haben, um n wachsen oder abnehmen. 
Nach (7), S. 381, andern dabei die zugehorigen Sinus und Kosinus 
das Vorzeichen. Die Formeln des Satzes 12 bleiben aber unvenindert, 
wenn man cos ah, sine a, sin a b und sin ah samtlich mit dem Minus- 
zeichen versieht. 
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Bezeichnen wir die positiv gemessenen Innenwinkel des Dreiecks 
ABG mit a,/?, y, siehe-wieder Fig. 292, so ist der kleinste positive 
Winkel von b mit e gleich n — a, also sin b c = sin a, nach (7), S. 381. 

Ebenso ist sin c a = sin/?, sinaJ = siny. Aus (9) folgt somit: 

Satz 13: Die Seitenlangen a , 6, c eines Dreiecks ver~ 
halten sich zueinander wie der Sinus der ihnen gegeniiber- 
liegenden Winkel a, /?, y des Dreiecks, in Formel: 

a : b : c — sin a : sin /? : sin y . 

Dies ist der Sinussatz der Trigonometrie. 

Wir lassen jetzt die Gefade h mit a zusammenfallen. Dann ist 
cob ah =eosO ==1, so daB aus (7) folgt: 

a + b cos b a -j- c cos c a = 0 . k 

Ebenso kommt durch zweimalige zyklische Yertauschung von a, J, c : 

J + c cos c 6 + & cos a J = 0 , 

c + a cos a c + b cos b c = 0 . 

Nach (3) ist cos b a = cos a J usw. Wenn wir diese Werte einsetzen, 
darauf die erste Gleichung mit a, die zweite mit b und die dritte mit — e 
multiplizieren und dann alle drei addieren, folgt: 

a 2 A~b 2 — c 2 + 2 a b cos a b = 0 . 

Fur das Dreieck in Fig. 292 bedeutet dies, da <£ ab = n — y, also 
cos ab = — cos y nach (7), S. 381, ist: 

Satz 14: Sind a, &, c die Seitenlangen und a , /?, y die 
ihnen gegeniiberliegenden Winkel eines Dreiecks, so ist 

c 2 = a 2 -j- b 2 — 2 ab cos y . 

. ^ es ^ er ^osinussatz der Trigonometrie. Natiirlich ergibt 
sich ebenso: 


a 2 =62 +C 2 _ 26 c cos a , J 2 = ^ — 2 c <z cos /J. 

Wir woHen ferner die fur trigonometrische Rechnungen notigen 
gomometrischen Formeln ableiten: 

Drei ganz beliebig gewahlte Winkel mogen x , y , 2 heiBen. 
Kdimen wir eme Gerade h mit einem Pfeil an, so konnen wir drei 

SIVY’ C m t Pfeilen S. ehen ’ die mit h Winkel bflden, 

Bt, folgt + s = y, also & c __ Ebenso ist 5ca = z — a, 

<ab=x — y. Aus Satz 12 ergibt sich somit der 
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Satz 15: Sind x, y, z drei beliebige Winkel, so 1st stets: 
sin ( y — z) cos x + sin (z — x) cos y + sin (a; — y) cos 2 = 0 , 
sin {y — z) sin x + sin (2 — x) sin y + sin (x — y) sin z — 0. 

Wahlen wir z — 0, so gibt die erste Formel, da sin (— x) — — sin x, 
cos 0=1 ist: 


(10) sin (x — y) — sin a; cos y — cos x sin y . 

Ersetzen wir y durch — y, was wir tun diirfen, da y ein ganz beliebiger 
Winkel ist, so bleibt cos y ungeandert, w&hrend sin y durch — sin y 
zu ersetzen ist. Also folgt: 

(11) sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y. 

Wenn wir in (10) und (11) den Winkel x durch den Komplement- 
winkel \n — x ersetzen, kommt nach Satz 4, S. 385: 

(12) cos {x + y) = cos x cos y — sin a; sin y , 

(13) cos ( x — y) — cos x cos y + sin a; sin y. 

Nach der ersten Formel (3), S. 378, folgt durch Division von (11) 
mit (12) ein Ausdruck fur tg (a: + y). Wenn wir darin Zahler und 
Nenner des Bruchs rechts mit cos x cos y dividieren, kommt: 


*£(£ + 2/) = 


tgs + tgy 

1—tgatgy 


Wenn wir y durch — y ersetzen und beachten, dab tg (— y) = — tg y 
nach Satz 3, S. 385, ist, ergibt sich hieraus eine Formel fur tg (x — y). 
Da ferner nach (2), S. 377, etga =1 : tga ist, kann man auch leicht 
Formeln fiir ctg (x + y) und btg (x — y) aufstellen. So kommt der 


Satz 16: Zur Berechnung der goniometrischen Funktio- 
nen der Summe oder Differenz zweier Winkel aus den 
goniometrischen Funktionen dieser beiden Winkel 
selbst dienen die Formeln: 


sin (x + y )=sin ac cos z/ -f- cos x sin y. sin (x — y) = sin a: cos y — cos x sin y , 
cos (x + y) = cos x cos y — sin x sin y, cos (x—y )=cos x cos y + sin a; sin y. 


*<■+»>-53ft- 

*■*<■ +»>~3rS5r 


1 + tgatgy 
_ ctgactgy+1 


Die links stehenden Formeln geben, wenn man x — y annimmt: 
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Satz 17: Zur Berechnung der goniometrischen Funktio- 
nen des Doppelten eines Winkels aus denen des Winkels 
selbst dienen die Formeln: 


sin 2 * = 2 sin *cos *, cos 2 x = cos 2 * — sin 2 * , 


tg2* 


2tga; 
1—tg 2 ^’ 


ctg 2 x 


— 1 _ 
2 ctg 2 


Werden die Formeln der ersten Zeile in Satz 18 addiert oder sub- 
trahiert, ebenso die der zweiten Zeile, so kommt. 


sin (* -|~ y) + sin (* — !/) = 2 sin * cos y , 

sin (* -j- y) — sin (* — y) = 2 cos * sin y, 

cos (x+y) + cos (* — y) — 2 cos * cos y, 

cos (* + y) — cos (* — y) — — 2 sin * sin y . 

Wird x-\-y =u, x — y =v, also * = J (w -f n) und y = £ (« — v) 
gesetzt, so ergibt sich hieraus der 


Satz 18: Urn die Summe oder Differenz der Sinus oder 
Kosinus zweier Winkel durch ein Produkt von goniometri¬ 
schen Funktionen darzustellen, hat man die Formeln zu 
benutzen: 

sin u + sin v = 2 sin cos u ~~ t> . 

sin u — sin v = 2cossin » 

COS U + COS V — 2 COS -- y?- COS ! 

• tt + 1) . U - V 

cos u — cos v == — 2 sm —^— sin —g—' 

Wenn wir die in Satz 17 stehende Formel 
cos 2 x = cos 2 x — sin 2 x 


zu der bekannten Formel 

1 == cos 2 # + sin 2 #, 

vgl (4) r S. 378, addieren oder sie von ihr subtrahieren, fmden wir: 
(14) cos 2 # = \ (1 + cos 2 x) , sin 2 # = \ (1 — cos 2 x ). 

Aus demselben Satz 17 folgt ferner; 

sin 2 s _ 2 sin x cos x 

1 + cos 2 x 1 + cos 2 x — sin 2 x 


§ 2. Anwendungen der gmiometrischen Funktionen. 


Oder, wenn 1 —sin 2 * im - Nenner rechts durch cos 2 * ersetzt wird: 


sin 2 a: _ sin x 
1 -f cos 2 x ~~ cos a 


Ebenso kommt: 


= tg*. 


Da ctg * = 1 : tg * ist, konnen wir auch ctg x durch sin 2 x und cos 2 * 
ausdriicken. Wenn wir schliefilich 2 x mit w bezeichnen, erhalten wir den 

Sate 19: Bra die goniometrischen Funktionen des halben 
Winkels durch die des ganzen auszudriicken, hat man die 
Formeln zu benutzen: 

sin J « = V| (1 — cos w) , cos \ w = \\ (1 4- cos w) , 

', sin w 1 — cos w 

S * ^ 1 4- r;ns w sin w 


Ctg \ w 


1 + COS W 
1 -f COS w 


Wie man sieht, sind der Sinussatz und der Koslaiissatz 
der Trigonometric, namlich Satz 13 und 14, sowie die gonio- 
metrischen Formeln der iibrigen Satze 15 bis 19 eigentliei 
nur Folgen des einen Satzes 12, der sich auf beliebige vier 
GeTaden der Ebene bezieht, denn auBer diesem Satz wurden nur 
aus dem ersten Paragraphen bekannte Eigenschaften der gonio- 
metrischen Funktionen benutzt. Der Sinussatz, nach deni sich die 
Seiten eines Dreieeks to die Sinus der gegeniiberliegenden Winkel ver- 
halten, ist leicht zn merken. Aber auch der Kosinussatz. Man 
denke da namlich zunachst an ein rechtwinkliges Dreieck mit den 
Katheten a und b und der Hypotenuse e. Fur dieses ist |a nadi 
Pythagoras c 2 =« 2 +J 2 . 1st das Dreieck nicht reehtwinklig, d. h. 
ist der c gegeniiber liegende Winkel y kein rechter, so mufi naan ^ sich 
nur noch merken, daB ein sogenanntes Korrektionsglie mu- 
tritt, durch das die Formel auch dann richtig wd, daB namhch 
2 ab cos y zu subtrahieren ist. Wieviel man sich von den. gomo- 
metrischen Formeln der Satze 15 bis 19 im Kopfe zu mer en a. 
hftngt ganz davon ab, wie stark man von ihnen Gebrauch mache 
will Jedenfalls ist es recht nutzheh, wenn man sich 
Formeln des Satzes 16 fur den Sinus und Kosmus der 
Summe zweier Winkel x und y merkt: 

sin (% + y) = x cos y cos x ^ R y ’ 
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Denn daraus kann man leicht auch sin (x — y) und cos (x — y) sowie 
die Formeln fiir den Tangens und Kotangens von x + y und x — y 
ableiten. Besonders haufig braueht man die Formeln des 
Satzes 17 fiir sin2a; und cos 2 x. Aber sie ergeben sich sofort aus 
den beiden vorstehenden Formeln, wenn man in ihnen x ~y setzt. 

Wer sich die goniometrischen Formeln nicht ins Gedachtnis 
einprhgen kann, braueht sich deshalb keine Sorgo zu machen; im 
Bedarfsfalle blickt man eben auf die Satze 15 bis 19 zuriick. Man mufi 
sich also nur merken, dab es uberhaupt Formeln fiir die gonio- 
metrische Funktion von Summen (Satz 16) und fiir die 
Summen von goniometrischen Funktionen (Satz 18) sowie 
fiir die goniometrischen Funktionen der doppelten Winkel 
(Satz 17) und die der halben Winkel (Satz 19) gibt. 

11. Beispiel: Wie sielit die Bildkurve der Funktion 

y — sin 2 x 

aus? Sie verlauft zwischen der z-Achse und der Geraden y = 1. Da sin 2 a; das- 
selbe wie sm 2 (a + 7r) ist, hat y die Periode n. Nach (14) ist: 

y = £ — i cos 2 x . 

Nun hat J cos 2 x als Bildkurve diejenige Linie, die aus der Kosinuslinie in Fig. 276, 
S. 390, hervorgeht, wenn man von alien Abszissen und Ordinaten die Halften nimmt. 
Dies gibt die in Fig. 293 gestrichelte Kurve. Die Bildkurve von —-J cos 2 x geht 
hieraus durch Umklappung um die i-Achse hervor, siehe die punktierte Linie. Ver- 
schieben wir diese schliefilich noch um J parallel zur ?/-Achse, so ergibt sich die Bild¬ 
kurve von y = sin 2 x. Nach dem 6. Beispiel, S. 403, ist die Flachc oincs Berges der 
Sinuslinie gleich 2, also auch die eines Berges der Kosinuslinie. Daraus folgt, dafi 
die in Fig. 293 geschraffte Flache / gleich 2:4= J ist. Wie groB ist die FlEch© 



xwischen der Bildkurve von y = sin 2 a; und der a>Achse von <c » 0 bis x - n? Da 
die Machenstiicke a und b zusammen gleich dem Fl&chenstttck / sind, ist sie gleich 
der Flache des Rechtecks mit den Seiten n und £, also gleich £ n. Man kann dies 
4iuch rechnerisch finden, denn nach Satz 5, S. 229, ist die Flache das bestimrnte 
Integral: 

n n 

Jsin*xdx = J(\ — \cos2x)dx. 
o 0 

Das Integral mit der oberen Grenze x ist eine Funktion von x mit dem Diffarential- 
quotienten J —}cos2*-, und diesen Differentialquotienten hat augenscheinlieh 
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auch die Funktion £ x — £ sin 2 x. Hieraus folgt in bekannter Weise: 

n 

^sin 2 x d x — £ n . 
o 

12. Beispiel: Will man das Integral 

X 

y~ J sin 2 kxdx 
o 

berechnen, worin k konstant sei, so setzt man nach (14) 
sin 2 h = J (1 — cos 2 lex) 

und bekommt: 

X 

y = 1 — cos2 kx) dx. 

o 

Da ^ sin 2 A: a; denselben Differentialquotienten hat, ergibt sich: 


13. Beispiel: Um 


y = \x — sin 2 k a. 

4 * 


y = /cos 2 kxdx 


aus dem letzten Ergebnis abzuleiten, setzen wir fiir cos 2 Jc x den Wert 1 — sin 2 k x 
ein. Dann wird 


1 = fl — sin 2 kx) dx* 


Nach Satz 6, S. 237, kommt daher: 


y = J'dx — f sin 2 kxdx - x — \z + ~ sin 2 /c ^ = l x -+ ~^sin2 kx. 
o o 

14. Beispiel: Wenn k und l Konstanten sind, soil das Integral 


y= / ai 


sin A;a:cos lx dx 


berechnet werden. Nach der ersten Formel des Satzes 18 verwandeln wir das Produkt 
sin k x cos l x in eine Summe. Wir setzen also kx « £ (u + v) und l x = k (u — v) f 
d. h. u = (k + l)x und v = (k — l)x und linden: 

sin k a: cos J ® = £sin(k + J)® + £ sin (k — l) x . 
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Nach Satz 6 , S. 237, ist daher: 

X X 

y = J* Jsin(fc+ l)zdx+ j* £• sin (k — l)xdx. 
o o 

Nun hat cos (k + l)% den Differentialquotienten — (k + l) sin (k + l) x. Das erste 
Integral hat folglich denselben Differentialquotienten wie die Funktion 

-girn) C08 ( fc+z )^ 

und da diese Funktion ffir x = 0 den Wert — 1 :2 (k + l) annimmt, hat das erste 
Integral den Wert: 

1 — cos (k + l) x 

2 Jk+T) 

In entsprechender Art berechnet man das zweite. Schliefilich kommt: 


sin kx cos Ixdx- 


1 cos (k -f l) x 1 — cos (k — l) x 
2 (Jfc+O + 2 (k — l) 


Ist die obere Grenze x = 2 n und sind k und l insbesondere ganze positive Zahlen, 
so ist cos (k + l) x = cos 2 (fc + Z) 77 , also gleich dem Kosinus eines ganzen Viel- 
fachen von 2 tt, daher gleich Eins. Dasselbe gilt dann von cos (k — 2 ) x. Somit ist 

2 71 

(16) J^sinkxeos Ixdx = 0, 

o 

wenn k und l ganze positive Zahlen sind. Allerdings ist dieser SchluB nicht 
erlaubt, wenn k — l = 0 ist, weil k — l vorhin in einem Nenner vorkam. In diesem 
Fall benutzen wir die erste Formel des Satzes 17 und erhalten: 


j~mikx cos kxdx = J\ sin %kx dx = — 


-cos 2 kx 
4 k 


Ist wieder die obere Grenze x=2n und k eine ganze Zahl, so wird cos 2 kx 
- cos 4 k n = 1, mithin das Integral gleich Null, so dafi (16) auch ftir Zc — Z gilt 

16. Beispiel: In derselben Art berechne man die Formeln: 


'sinkxsinlx dx-- 


sin (k+ l)x sin (k — l) x 
2 (k+l) + ~2 (k — l) 


fcoskxcotlxdx- sin (k + I sin (k-l)x 

J cos A* cos lx dx- 2 (i + o + 2 (fc — I) 

0 

Sie sind unbrauchbar, wenn A; - l oder k = — 1 ist In diesen Fallen liegen die schon 
im 12. und 13. Beispiel behandelten Initegrale vor. Ist die obere Grenze x = 2 n 




und sind k und l zwei verschiedene ganze positive Zahlen, so sind sin (k -f l) x Oder 
sin 2 (k + 2) n und sin (k — l)n Oder sin 2 (k — l)n als Sinus von ganzen Vielfachen 
von 2 n gleich Null. Daher kommt: 

2 n 2 7 t 

(16) ^ sin kx sin Ixdx - 0 , ^cos kx cos lx dx = 0, 

o o 

sobald k und l zwei verschiedene ganze positive Zahlen sind. Im Fall 
k - l dagegen kommt nach dem 12. und 13. Beispiel: 


! sin 2 kxdx - 


■■ r, - ±- k sin 4 kn, Ji 


cos 2 kxdx— TT-f—r sin 4 7c 71. 

4 x 


Da k eine ganze Zahl ist, wird sin 4 7c 77 ~ 0. Also folgt: 


! sin 2 kxdx 


& n 

= 7t , k 


X dx = 71 , 


wenn k eine ganze positive Zahl ist, 

16. Beispiel: Urn das Integral 

X 

y&in (x + k) sin (x + l) dx 

o 

zu berechnen, worin k und l irgendwelche Konstanten bedeuten sollen, wenden wir 
die letzte Formel des Satzes *18 an, indem wir x + 7c = i (u + v) und x + l 
- £ ( u — v), also u = 2 x + k + 7, v = k — l setzen, so daJ3 kommt: 

sin (x + 7c) sin (a -f- l) = — £ cos (2 x + 7c -f l) -f i cos (k — l ). 

Nach Satz 6, S. 287, ist daher: 

* * X 

Jlin(x+lc) sin (x + l) dx = cos (2a; + k + l) dx + cos (k — l)dx. 

o o o 

Der Integrand des letzten Integrals ist konstant, das Integral also | x cos (k — l). 
Da femer sin (2 x + k -f- l) den Difierentialquoticnten 2 cos (2 x + k + l) hat, ist 
das erste Integral gleich i sin (2 x + k + l) — £ sin (k + l). Also ergibt sich: 

% 

(x *4* k) sin (a?+ l) dx —^ — £ sin (2 a: -f* 7fc + 2) -f* ^ a; cos (k — l) + £ sin (k 4- 2), 

ft 


§ 3. Periodische VorgSnge. 

Bei den goniometrischen Funktionen haben wir zum erstenmal eine 
Periodizit&t wahrgenommen (siehe S. 384). Viele Naturerscheinungen 
sind periodisch, da sie regelmafiig nach Afalauf derselben Zeitspanne, 

Scheffers, Lehrbuch d. Mathematik. 07 
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ihrer Peri ode, wiederkehren. Auch in der Technik gewahrt man viele 
periodisehe Vorgange. Man baut die Maschinen so, daB sie eine 
periodisch wiederkehrende Arbeit leisten. Bekanntlich bezeichnet man 

in diesem Fall eine Periode 


-N 

r 

CL 

W; 

vr 


auch als eine Tour. Die 
n Tourenzahl einer Maschine 

V ist die Anzahl der in der 
X Zeiteinheit, z. B. einer Mi¬ 

o 

| 1 1 1 


nute, enthaltenen Perioden. 


294> Bei der mathematischeu 

Behandlung periodischer Vor¬ 
gange treten periodisehe Funktionen auf. Eine Funktion /( x) 
heifit periodisch mit der Periode a, wenn es eine von Null ver- 
schiedene Konstante a derart gibt, daB fur jeden Wert von x 

(1) f(x+a)~f (x) 

ist. Stellt man die Funktion graphisch dar, so heifit dies: Eine Kurve 
ist periodisch liings der x-Achse, wenn es eine von Null verschiedene 
Konstante a derart gibt, daB die Kurve bei einer Verschiebung langs 
der rr-Achse urn die Strecke a wieder in sieh iibergeht. DaB der Fall 
a = 0 gar nicht in Betraeht kommt, leuchtet ein. Die Kurve besteht 
aus lauter kongruenten Stiicken, siehe Fig. 294; jedes einzelne geht bei 
der Verschiebung in das folgende iiber. Der Gesamtverlauf der Kurve 
ist bekannt, sobald man nur ihren Verlauf von x = 0 bis x = a kennt. 
Die Kurve geht auch dann in sich iiber, wenn man sie langs der Ab- 
szissenachse urn 2 a, 3 a usw. oder um-a,-2a usw., d. h. riickwarts, 
verschiebt. Zugleich mit a ist daher jedes positive oder 
negative ganze Vielfache von a eine Periode. Man nennt 
deshalb a die wesentliche Periode, wahrend 2 a, 3 a usw. sowie 
— a, —2a usw. unwesentliche, d. h. selbstverstandlich dann eben- 
falls vorhandend Perioden sind. Auch erkennt man: Immer darf ange- 
nommen werden, daB die Periode a positiv sei, denn wenn a negativ 
ware, kijnnte man ja — a als die wesentliche Periode erklaren. SchlieB- 
lich leuchtet noch ein: Ist die Funktion in der Periode von x —0 
bis x — a stetig, so ist sie iiberall stetig. 

Wir wissen, daB sin a;, cosx, tg x, ctg x die Periode 2 n haben, 
aber auch, daB dies nur bei sin x und cos x die wesentliche Periode ist, 
denn tg x und ctg x haben die halb so groBe Periode n als wesentliche 
Periode, vgl. Satz 2, S. 384. 

Nehmen wir an, eine Funktion y=](x) habe sowohl die 
Periode a als auch die Periode i. Beide Perioden diirfen wir 
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positiv voraussetzen. Die Biidkurve geht dann bei der Verschiebung 
langs der Abszissenachse in sich liber, wenn die Verschiebungsstrecke 
ein gauzes Vielfaches von a Oder von 6 ist, also auch, wenn diese Strecke 
gleich m a + n 6 ist, wo m und n irgendwelche ganze Zahlen sind. Von 
den boidcn Perioden a und b sei etwa a die groBere. Dann ist auch a — 6 
eine Periodc, ebenso a — 2 6, a — 36 usw. Wir wollen nun 6 so oft 
von a abziehen, bis ein positiver Rest c verbleibt, der kleiner als 6 ist. 
Da c die Form a — n 6 hat, ist dann c ebenfalls eine Periode. Nun ziehen 
wir wieder c von 6 so oft ab, bis ein positiver Rest d kleiner als r ver¬ 
bleibt, der ebenfalls eine Periode ist. So konnen wir fortfahren. Auf 
diesem Wege wlirden wir zu immer kleineren Perioden gelangen und 
zwar zu Perioden, die nach Null streben, wenn nicht noch eine andere 
Moglichkeit vorhanden ware: es konnte sich einmal der Rest Null er- 
geben. Wenn z. R. d = 0 ist, bedeutet dies, daB c in 6 aufgeht, d. h. 
6 ein ganzcs Vielfaches von c ist. Da von a die Periode 6 so oft abge- 
zogen wurde, bis c iibrigblieb, ist dann a die Summe aus c und einem 
ganzcn Vielfaehen von 6, d. h. auch a ist ein ganzes Vielfaches 
von c. Dicselbe SchluBwcise ruck warts kann man immer machen, 
sobald einmal der Rest Null auftritt, d. h. dann sind a und 6 
ganze Vielfache einer kleineren Periode, die also die einzigc wesent- 
liche Periode ist. 

Dies gilt, wie gesagt, wenn einmal der Rest Null vorkommt. Andern- 
falls hat sich gezcigt, daB der Funktion / ( x ) Perioden h zukommen 
miissen, die nach Null streben. Da dann fur jedcs x und fiir jede 
diescr Perioden f (x +h) =f(x) ist, besteht die Gleichung 

f( x 4 - h) — f(x) _ 0 
h ~~ ' 

und da h nach Null strebt, ist 

*=0 h 

Hier steht links nach S. S8, 69 der Differcntialquotient von f(x)\ der 
sonst A x genannte Zuwachs von a: ist mit h bezeichnet. Somit hat 
f(x) den Differentialquoticnten Null und ist also konstant. 

Insgesamt hat sich daher ergeben: 

Satz 20: Eine Funktion' f(x), die nicht bloB eine Kon- 
stante ist, kann hochstens eine wesentliche Periode haben. 

Nur nebcnbci erwahnen wir, daB man die wesentliche Periode auch 
die primitive Periode’nennt. 

Wenn man die Biidkurve einer periodischen Funktion, siehe Fig. 294, 

27* 
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parallel zur z-Achse verschiebt, bleibt sie augenseheinlich periodisch mit 
derselben Periode. Rechnerisch driickt sich diese Verschiebung dadurch 
aus, daB man x durch x + konst, ersetzt. Ferner: Wenn man alia Ordi- 
naten der Kurve mit derselben GroBe multipliziert, d. h. wenn man 
eine affine Kurve (S. 88) herstellt, wobei die rr-Achse die Affinitats- 
achse ist, geht offensichtlich auch wieder e\ne periodische Kurve mit 
derselben Periode hervor. Deshalb ist mit / (x) auch A f (x + C) eine 
periodische Funktion von der Periode a , wie auch die Konstanten A 
und C gewahlt sein mogen. Dasselbe ergibt sich analytisch so: Wenn 
(1) fur alle Werte von x gilt, ist offenbar 

Af(x+a) = A/( x), 

und da man statt x auch x + C setzen darf, folgt: 

A f (x +C a) = A f (x +C). 

Wird nun die Funktion Af (x -\~C) von x mit F(x) bezeichnet, so ist 
F(x +a) =Af(x +a +C), so daB die Gleichung zeigt, daB F(x +a) 
^=F(x) ist, also F(x ) die Periode a hat. 

Was ergibt sich nun aus der periodischen Kurve in Fig. 294, wenn 
man alle Abszissen mit derselben Ivonstante multipliziert? Nimmt 
man z. B. alle Abszissen n- mal so groB wie bisher an, so wird die Kurve 
in der Richtung der a>Achse mehr gestreckt, d. h. die Kurve bleibt peri¬ 
odisch, aber die Periode wird n-mal so groB, also gleich n a . Aber jetzt 
sind die alten Abszissen x nur noch die n-ten Teile der neucn, d. h. 
statt y = f(%) ist jetzt 

die Funktion, deren Bild die mehr langs der Abszissenachse gestreckte 
Kurve darstellt. Wir schliefien also: Hat f(x) die Periode a, so hat 
diese neue Funktion die Periode n a, vorausgesetzt, daB n eine Kon- 
stante ist. Bezeichnen wir 1: n mit B, so konnen wir also sagen; Ha. 
f (x) die Periode a, so hat / (B x) die Periode a : B. Auch dies ist 
leicht analytisch dargetan: Wenn in (1) statt x der Wert Bx gesetzt 
wird, kommt: 

/ (Bx + a) = j (Bx) , 

und hierfur kann man sehreiben: 

f[B(x+±)]=f(Bx). 

ftechts steht die Funktion / (B x), links steht dieselbe, aber nicht fiir 
den Wert x, sondern fiir den Wert 



§ 3. Periodische Vorgdnge. 


421 


der unabhangigen Veranderlichen. Also besagt die Gleichung, dab 
/ (B x ) in der Tat die Periode a : B hat. 

Vorhin sahen wir, dab eine Funktion ihre Periode a behalt, wenn 
man x um irgendeine Konstante' C vermehrt und die Funktion mit 
irgendeiner Konstante A multipliziert. Fassen wir dies mit dem letzten 
Ergebnisse zusammen, d. h. ersetzen wir auch noch x durch B x, wo B 
eine Konstante sei, so folgt: 

Satz 21: Hat eine Funktion f(x) die Periode a, so hat 
die Funktion 

Af(Bx-\-C), 

in der A, B, C irgendwelche Konstanten bedeuten, die 
Periode a :B. Dabei wird B + 0 vorausgesetzt. 

Die Voraussetzung B 4= 0 ist no tig, weil sonst die neue Funktion 
blob eine Konstante ware. 

Einige Beispiele: Da sin a: die Periode 2 n hat, kommt der Funktion 
sin 2 * die Periode n zu. Da tg x die Periode n hat, kommt der Funk¬ 
tion tg (| n — x), die ja naeh Satz 3, S. 385, gleich —tg(a; — \ n) ist, 
dieselbe Periode zu. In der Tat ist tg n — x) nach Satz 4, S. 385, 
gleich ctg x, und wir wissen, dab ctg x die Periode n hat. Ferner: 
tg \ x hat die Periode 2 n, weil tg x die Periode n hat. 

In den Naturwissenschaften und in der Technik tritt insbesondere 
haufig die iiberall stetige periodische Funktion 

(2) y = A sin (B x + C) 

auf, worin A, B, C Konstanten bedeuten. Zwar kommt auch die 
Funktion A cos (B x + C) oft vor; sie labt sich aber nach Satz 4, 
S. 385, in der Form A sin (| n — B x — C) Oder A sin (— B x +^7r —C) 
durch den Sinus ausdriicken. 

Was nun die Funktion (2) betrifft, so konnen darin die Konstanten 
A, B, C positive oder negative Werte haben. Aber man erkennt leicht, 
dab wir doch nicht alle Miiglichkeiten zu beriicksichtigen brauchen. 
Ware namlieh B negativ, so wiirden wir y = — A sin (— Bx — C) 
statt (2) schreiben, was ja nach Satz 3, S. 385, dasselbe ist, und hier 
ware der konstante Faktor von x, namlieh — B, nun doch positiv. Also 
durfen wir immer B positiv annehmen. Ware ferner die Kon¬ 
stante A negativ, so wiirden wir y — — A sin (B x + C + n) statt (2) 
schreiben, was ja nach (7), S. 381, dasselbe ist. Hier aber ware der 
zuerst stehende konstante Faktor — A nun doch positiv. Mithin 
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diirfen wir auch A immer positiv annehmen. SchlieBlich 
konnen wir auch in bezug auf die dritte Konstante C eine Einschran- 
kung machen: Da der Sinus die Periode 2 n hat, laBt sich namlich 

(2) auch so darstellen: 

y = A sin (B x + C + 2 n n ), 

wobei n irgendeine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. Also 
tritt jetzt C + 2 n n an die Stelle von C. Wenn man aber zu C hin- 
reichend viele ganze Vielfache von 2 n addiert oder subtrahiert, kann 
man immer erreichen, daB C + 2.n n zwischen 0 und — 2 jr liegt. Somit 
diirfen wir annehmen, daB die letzte Konstante C in (2) negativ 
sei und ihr absoluter Betrag 2n nicht iiberstcige. Insgesamt 
diirfen wir also diese drei Voraussetzungen machen: 

A> 0, S>0, —27r^C^0. 

Von den Annahmen A = 0 und B = 0 ist aus offensichtlichem Grand 
abzusehen. 

Weil sin x die Periode 2 n hat, kommt der Funktion (2) nach 
Satz 21 die Periode 2 n : B zu. Wegen B > 0 ist sie positiv. Wir 
bezeichnen sie von jetzt an mit T, set-zen also B = 2n :T. Ferner ist 
— C nach den gemachten Voraussetzungen zwischen 0 und 2 n ent- 
halten, folglich —C:2n eine zwischen 0 und 1 gelegene Konstante. 
Wir bezeichnen diese mit p, setzen also C = — 2 n p. Alsdann 
nimmt die Funktion (2) die folgende Form an: 

y =4sin^a:-2nrjjj , 

d. h. 

(3) # =Asin , wo A > 0, T > 0, 0 S p S 1 ist. 

Unsere Aufgabe soil es nun sein, den Verlauf dieser oft in den Natur- 
wissenschaften und in der Technik vorkommenden Funktion genauer zu 
untersuchen. 

Due Bildkurve geht aus der Sinuslinie (siehe Fig. 274, S. 388) so 
hervor: Alle Abszissen x werden im MaBstabe 2 7 t : T verklcdnert, so 
daB die neuen Abszissen zu den alten im Verhaltnisse von T zu 2jr 
stehen. Darauf werden alle Abszissen urn p T vergrbBert, d. h. man 
scMebt die Kurve langs der x-Achse urn das Stuck p T vorwarts. 

' SchlieBlich multipliziert man alle Ordinaten mit A. Deshalb hat die 
Bildkurve von (3) im groBen und ganzen fthnliche Merkmale wie die 
Sinuslinie, namlich ihre Symmetrien und ihre AVellenform. Wir be- 
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zeichnen sie daher als eine Sinuswelle, obgleich man sie meistens 
ebenfalls eine Sinuslinie nennt. Zur Vermeidung von Verwechslungen 
wollen wir jedoch dies nicht tun. Die Sinuslinie soil also i n . 
diesem Buche immer nur diejenige besondere Sinuswelle 
sein, die sich als Bildkurve von y — sin x, also aus (3) 
fur A— 1, T—2 7t, p =0 ergibt, und zwar im Falle gleiehear 
x- und y-Einheiten. 


( 4 ) 


Die Funktion (3) hat den Differentialquotienten: 


<h 

dx 




Mit seiner Hilfe bestimmt man nach Satz 8, S. 106, die Gipf el - 
und Talpunkte der Sinuswelle. Als Knotenpunkte bezeichnet; 
man die Schnittpunkte mit der Abszissenachse, und zwar heifien sie 
aufsteigende oder absteigende Knoten, je nachdem ihnen eine positive* 
oder negative Steigung zukommt. Die folgende Tafel gibt eine 
Ubersicht. 


Sinuswelle- 


y = A sin j^2 n - p ) j 
(A > 0, r>0,OSj)Sl,neine ganze Zahl) 



X 

y 

Steigung 

Aufsteigende Knoten 

(n+ p)T 

0 

» A 

Gipfelpunkte . . . 

(ts + 1 +p) 2' 

A 

0 

Absteigende Knoten 

(n + | + V ) T 

0 


Talpunkte .... 

(n + I + P) T 

— A 

0 


Die Grofie A, die Hohe der Wellenberge und Tiefe der WellentSler, 
heifit die Wellenhohe oder Amplitude. Die Periode T heiBt die 
Wellenlange; sie ist namlich gleich der langs der Abszissenaclise 
gemessenen Lange eines Wellenberges und Wellentales, d. h. die Eixfc- 
fernung von einem aufsteigenden Knotenpunkte zum hachsten. Nebeix- 
bei bemerkt sind die Knotenpunkte Wendepunkte (S. 143). 

Diejenige Sinuswelle, bei der p — 0 ist: 
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hat im Anfangspunkte einen aufsteigenden Knotenpunkt, wahrend der 
erste auf der positiven z-Achse liegende aufsteigende Knotenpunkt 
der Sinuswelle (3) die Abszisse p T hat. Beide Sinuswellen sind kon- 
gruent; die Sinuswelle (3) geht aus der Sinuswelle (5) durch Verschie- 
bung urn die Strecke p T langs der positiven x-Achse hervor. Man er- 
innere sich daran, daB p zwischcn 0 und 1 liegt. Demnaeh gibt p den 
Bruchteil der Wellenliinge an, um den die Sinuswelle (3) gegeniiber der 
Sinuswelle (5) vorangeht, d. h. nach der positiven Richtung der 

x-Achse hin verschoben ist. Diese zwischen 
0 und 1 gelegene ZahJ p heiBt die Phase, 
was nach dem Griechischen Erscheinung be- 
deutet. 

Die Gestalt der Sinuswelle hangt nur 
von dem Verhaltnis der Wellenhohe oder 
Amplitude A zur Wellenlange T ab. Da 2 n A : T die Steigung in 
einem aufsteigenden Knoten ist, ergibt sich die Tangente K L eines 
derartigen Punktes K in Fig. 295, indem man die Wellenhohe OH 
des nachsten Gipfels G im Verhaltnis \ n zu 1 vergroBert, denn die 

Strecke K H ist gleich ]■ T. 

Zu der Funktion (3), deren Bild 
eine Sinuswelle ist, kommt man nun 
auch durch folgende Betrachtung: Ein 
Punkt Q moge einen Kreis um einen 
Punkt 0 mit gegebenem Radius r 
gleichfbrmig beschreiben, d. h. so, 
daB er in gleichen Zeiten gleiche Bogen 
zuriicklegt. Die Zeit eines ganzen Um- 
laufes sei T. Der Sinn der Bewegung 
entspreche der positiven Drehung. Durch 
den Kreismittelpunkt werde eine Gerade 
g gezogen. Nun mbge das Lot von Q 
auf g gefallt werden. Wahrend Q be- 
standig den Punkt 0 umkreist, macht der FuBpunkt P dieses 
Lotes auf- und abgehende Bewegungen auf g, indem er den auf g 
gelegenen Durchmesser hin und her durchlauft, siehe Fig. 296. Man 
sagt, daB Q einfache Schwingungen langs g um die Null-Lage 0 
herum ausfuhre. Um sie rechnerisch auszudriicken, geben wir der 
Geradengr einen Pfeil; die Strecke 0 P auf g soil dann positiv oder nega- 
tiv gerechnet werden, je nachdem der Sinn von 0 nach P der des Pfeils 
ist oder nicht. Diese Strecke sei y genannt, also die Gerade g als eine 
y-Achse aufgefaBt. Die Anfangslage Q <0 von Q sei durch den positiven 




Fig. 295. 
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Winkel a festgelegt, den 0 Q 0 beschreiben muB, um in die Strecke 
0 R ±_g iiberzugehen. Dabei sei 0 R diejenige der beiden moglichen 
Strecken, die bei positiver Drehung uni einen rechten Winkel in die 
positive Halfte der y- Aclise verwandelt wird. Ferner sei <p der Winkel, 
den der Radius 0 Q 0 in der Zeit t bis zu einer beliebigen Lage 0 Q 
zuriicklegt. Sowohl a als auch <p sei im BogenmaB gemessen. Die 
Strecke OP=y ist die Projektion von OQ auf die y-Achse, also 
gleich r cos (£n —- cp + a), denn ofienbar ist ^QOP — cp +a. 
Nach Satz 4, S. 385, kommt daher y ~r sin {cp — a). Wegen der 
Gleichformigkeit der Drehung von Q um 0 ist ferner cp : 2 n = t : T. 
d. h. cp = 2 n t : T. Der Winkel a liegt zwischen 0 und 2 tc, also 
ist a : 2 n eine zwischen 0 und 1 gelegene Konstante. Sie sei mit p 
bezeichnet. Nunmehr haben wir: 

(6) y =rsin — «) =r sin ^)j . 

Dies aber ist wieder die Funktion (3), nur steht r statt A, und 
die unabhiingige Veranderliche ist jetzt die Zeit t, nicht 
eine Strecke x. Dieser Zusammenhang kann so erlautert werden: 

Photographiert man die Bewegung des in Fig. 296 schwingenden 
Punktes P wie bei einer Filmaufnahme in kurzen, gleich langen Zeit- 
absehnitten A t und wirft man die Bilder dann nicht wie bei der 
Vorfiihrung eines Films nacheinander auf dieselbe Stelle, sondern 
setzt man sie nebeneinander in kurzen, gleichen Abstanden A x = A t, 
so daB man alle Bilder gleich- 
zeitig betrachten kann, so ist 
der Ort der Punkte P die 
vorhin betrachtete Sinuswelle 
mit der Amplitude A = r. 

Dies wird durch Fig. 297 er¬ 
lautert, worin links zwolf 
regelmaBig auf dem Kreis um 
0 angeordnete Punkte Q ge- 
wahlt und die zugehorigen Punkte P gezeichnet sind, wahrend rechts 
die zwolf Strecken OP nebeneinander in gleichen Abstanden stehen. 

Bei den durch das Gesetz (6) ausgedruckten einfachen Schwin- 
gv.ngen eines Punktes P um eine Null-Lage 0 auf einer Geraden g 
heiBt r wieder die Amplitude oder auch die Schwingungsweite. 
Die Zeit T heiBt die Schwingungsdauer. Obwohl die Schwin- 
gungen sich bestandig wiederholen, also andauern, versteht man eben 
unter T nur die Zeit, die eine ganze' Schwingung hin und her 
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erfordert, also die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden groBten 
Ausschlagen nach derselben Seite hin oder das Doppelte der Zeit 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Null-Lagen. Wie friiher wird p 
die Phase genannt. Sie gibt jetzt an, um welchen Bruchteil der 
Schwingungsdauer T die Bewegung vor denjenigen einfachen Schwin- 
gungen voraus ist, bei denen sich der Punkt gerade zur Zeit t= 0 in 
der Null-Lage befindet und von da nach der positiven Seite von g 
hinstrebt. Der Differentialquotient dy:dt' stellt jetzt nach S. 70 
die Geschwindigkeit v der Bewegung dar. An Stelle der Tafel 
auf S. 423 gilt also jetzt diese: 

Einfache Schwingungen. 

?/=rsin [2 »(y —p) , v=^cos 2n(~ — pjj 

(r > 0, T > 0, OSp^l, n eine ganze Zahl) 

t y | i> 

(n + p) T 0 

(« + 1 + p) T r 

(n + i + p)T 0 

(n + | + p) T — r 

In Fig. 296 ist auch die Geschwindigkeit v graphisch dargestellt. 
Die Geschwindigkeit 

( 7 ) v = cos 2nr^ — p^j 

la6t sich namlich auch mittels des Sinus so ausdriicken: 

(8) u = —-sin^Tr^-p+i^ 

und diese Funktion von t hat dieselbe Form wie die Funktion y von t 
in (6), nur ist r durch 2 nr : T und p durch p — L zu ersetzen. Wentn 
man also die Geschwindigkeit v des auf der y~Ach.se schwingenden 
Punktes P durch eine Strecke OP ' auf dieser Achse darstellen will, 
gemessen mit derselben Langeneinheit, mit der r gemessen wird, kann 
man zu diesem Zweck einen ebenfaJQs gleichformig um 0 auf einem Kreis 
herumgehenden Punkt Q' benutzen. Der Radius r' dieses Kreises muB 
gleich 2 nr :T gewiihlt werden, und wieder ist T die Zeit eines Um~ 


2 n r 

~Y~ 

0 

2 7i r 
¥~ 
o 


Null-Lagen mit positivem Fortschritt... 

Grofite positive Ausschlage. 

Null-Lagen mit negativem Fortschritt .. 
Grofite negative Ausschlage . 
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laufes um 0 herum. Weil p durch p — { ersetzt werden muB, ist aber 
der Radius r' =0Q' derjenige, der aus dem "Radius r =0Q durch eine 
positive Drehung um einen rechten Winkel hervorgeht. 

Man kann sich QOQ' als starren rechten Winkel 

denken. Wenn er sich gleichformig um 0 dreht, macht 

die Projection P von Q auf g einfache Schwingungen, f 

deren jeweilige Geschwindigkeit durch die Projektion V 1/ 

OP' von OQ' dargestellt wird. ^ 

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB 2ti:T die I] 

Winkelgeschwindigkeit der Drehung von Q um 0 j 

heiJBt, weil eine voile Umdrehung 2 n in der Zeit T ! 

zuriickgelegt wird. 9 j 

1. Beispiel: Das Schubluirbelgetriebe besteht im we- j 

sentlichen aus einem sich um einen Punkt 0 drehenden Stab /; 

OQ - r, dem Kurbelradius, an den im Kurbelzapfen Q ein j 

zweiter Stab QU - I, die Schubstangc, mittels eines Gelenkes j 

gekniipft ist; ferner ist die Schubstange in U durch ein Gelenk 1 j 

mit der Kolbenstange verbunden, die sich langs einer durch 0 |j 7 

gehenden Geraden g hin und her bewegen kann. Siehe Fig. 298. J^- 

Dreht sich Q um 0 einmal herum, so beschrcibt das Kolbenende 

U eine gewisse in der Figur angegebene Strecke auf g einmal hin 

und her. Ist die Bewegung von Q um 0 insbesondere gleichfdrmig, 

so fiihrt der Fufipunkt P des Lotes von Q auf g einfache Schwin- p- 293 

gungen aus, Wenn nun die Schubstange l verglichen mit dem 

Kurbelradius r sehr lang ist, wird U P nahezu gleich der kon- 

stanten LUnge l von U Q sein. Deshalb beschreibt dann das Kolbenende U nahezu 

einfache Schwingungen, und zwar um einen Punkt M herum, dcssen Ermittelung aus 

der Figur ersichtlich ist. * 


Wir wollen jetzt annehmen, daB sich 
mehrere Punkte Q, z. B. in Fig. 299 drei 

Punkte Q x , Q 3 , gleichformig auf Kreisen \\ 

um einen festen Punkt 0 herumbcwegen / f \\ 

und zwar so, daB alle zu einem Umlauf die- j If \ \ 1 \ 

selbe Zeit T brauchen. Die Radien dei 1) ]) 

Kreise seien r x , r 2 , r 3 . Dann leuchtet ein, \\~ // 

daB die sich um 0 drehenden Radien 0 Qi, - ' // 

0 Q 2 , 0 Q 3 immer dieselbc gegenscitige Lage 
behalten, sich also so bewegen, als ob sie 
starr miteinander verbunden waren. Wir F5 2{w 

bilden nun so, wie man die Mittelkraft 

mehrerer an derselben Stelle angreifenden Kriifte bestimmt, ein Vicl- 
eck, indem wir an 0 Q 1 in Qi eine Strccke parallel und gleich 0 Q 2 
setzen, an ihren Endpunkt eine Strecke parallel und gleich OQ 3 . Da- 
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durch kommen wir zu einem Punkt Q. SchlieBlich verbinden wir 
Q geradlinig mit 0. Dadurch ist ein geschlosseaes Vieleck hergestellt 
worden, und es ist klar, daB es sich an Gestalt und GroBe nicht andert, 
wenn die Punkte Q x , Q 2 , Q 3 ihre gleichformigen Drehungen um 0 maehen. 
Das Vieleck nimmt also an dieser Drehung teil. Von Q x , Q 2 , Q 3 und Q 
fallen wir nun die Lote auf eine durch 0 gehende Gerade g. Die FuB- 
punkte seien P ly P 2 ,P 3 und P. Diese Punkte vollfiihren einfache 
Schwingungen langs g mit derselben Schwingungsdauer T. Nach Satz 11, 
S. 408, ist die Summe der Projektionen der Seiten des geschlossenen 
Vielecks auf die Gerade g gleich Null, vorausgesetzt, daB das Vieleck 
in einheitlichem Sinn, etwa in dem von 0 nach Q u durchlaufen wird und 
daB die Projektionen mit Vorzeichen gemessen werden, nachdem man 
der Geraden g durch einen Pfeil einen positiven Fortschreitungssinn 
gegeben hat. Da nun die zweite und dritte Seite des Vielecks parallel 
und gleich 0 Q 2 und 0 Q 3 sind, leuehtet ein, daB die Projektionen der drei 
ersten Seiten gleich DP 1 , 0 P 2 und OP 3 sind. Die Projektion der vierten 
Seite ist gleich P 0, also gleich — OP, und nach dem erwahnten Satz 
kommt also: 

OP = OP 1 +0P 2 +0P 3 . 

Das Entsprechende ergibt sich bei Annahme von mehr als drei Punkten 
Qv Qi< Qz- Deshalb gilt der 

Satz 22: Maehen mehrere Punkte P x , P 2 , ..., langs einer 
mit Pfeil versehenen Geraden g einfache Schwingungen von 

gleicher Schwingungsdauer um 
dieselbe Null-Lage 0 herum, so 
vollfiihrt derjenige Punkt P der 
Geraden g, der sich bei gehoriger 
Beachtung der Vorzeichen aus 

OP =0P 1 + 0P 2 + --- + 0P n 

ergibt, ebenfalls einfache Schwin¬ 
gungen von derselben Schwin¬ 
gungsdauer um dieselbe Null- 
Lage 0 herum. 

In Fig. 296 wurde die Anfangslage 
P 0 eines schwingenden Punktes P durch 
die Anfangslage Q 3 des zugehorigen Punktes Q mittels des Winkels 
a = Afz Q 0 OR bestimmt. Ebenso wollen wir auch jetzt -erfahren: Die 
Anfangslagen der Punkte Q v Q 2 , ..., Q n seien Ql, Q°, ..Ql und es 
sei <£_ Q\OR = hi, «£; Q\OR — a 2 ,..., QlOR = a„, siehe Fig. 300. 
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Wie friiher sollen a v a 2 , ..a n im positiven Sinn gemessen werden, so 
daB ihre Werte zwischen 0 und 2 n liegen. Die Radien der Kreise, auf 
denen sich die Punkte Q 1: Q 2 .. .Q„ bewegen, seien die positiven GroBen 
h, r 2 ... r n . Weiterhin sei OP 1 =y 1 ,OP 2 = y 2 ... 0 P n = y„. Wie 
in (6) sind nun y v y 2 usw. die Funktionen von t: 

y x = r x sin I- a x j, y 2 = r 2 sm - a 2 J usw. 

Naeh Satz 22 muB auch die Sumxne y x + y 2 + • • * + y n cine derartige 
Funktion von t sein. Mithin muB es eine positive Konstante r sowie 
einen zwischen 0 und 2tz gelegenen konstanten Winkel a derart geben. daB 

r sm I -y ■ -- a 1 = 

h sm I -j; - uA + r 2 sin (—y- — « 2 1 + . .. + u sm I—^-ct„ J 

fiir alle Werte der unabhangigen Veranderlichen, der Zeit t ist. Dies 
also ist die rechnerische Bedeutung des Satzes 22. Wir wollen es wegen 
seiner Wichtigkeit ebenfalls als Satz ausspreehen: 

Satz 23: Sind r x , r 2 ...r n und T gegebene positive Kon- 
stanten und sind a x , a 2 . .. a n gegebene konstante Winkel 
zwischen 0 und so ist stets eine positive Konstante 
r und ein zwischen 0 und 2n gelegener konstanter Winkel 
a derart vorhanden, daB die Gleichung 

r sin ^ «) = 

r x sin + r z sin ( 2 ~ — a 2 j +. .. + r„ sin (^jr- — a„ j 

fur alle Werte der unabhangigen Veranderlichen t besteht. 

Wie gesagt, ist dies die analytische Wiedergabe des oben bewiesenen 
Satzes 22, aber man kann diesen Satz 23 auch duroh Anwendung der 
Formel des Satzes 16, S. 411, fur den Sinus der Differenz zweier 
Winkel 

sin (x — y) — sin x cos y — cos x sin y 

auf alle in der Gleichung des Satzes vorkommende Sinus aufs neue be- 

weisen. Denn hiernach laBt sich diese Gleichung ja offenbar so schreiben: 

2 7? t ' * 2 711 

r cos a . sm ,-y — r sm a • cos -y 

v . 2 7t i 

= (r x cos a x + r 2 cos a 2 + • • * + r » cos a n ) sm -y- 
— (r x sm <xj + r 2 sm a 2 4-+ sm a n ) cos -y - 
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Sie ist demnach richtig, wenn man r und a so bestimmen kann, daB 
einzeln: 

| r cos a = cos -f- cos a 2 + ■ ’ * ~r cos a« , 

^ | r sin a == r x sin a t + r i sin a 2 H— • + sin o rt 

ist. Das ist nun aber wirklich stets der Fall. Denn bildet man die 

Summen der Quadrate beider Gleichungen (9), so ergibt sich wegen der 

bekannten Formel sin 2 a + cos 2 a = 1, siehe (4), S. 378: 

/ia\ r 1 / 0*! coTaT-F >2 cos a % + * # * "b cos a n ) 2 
^ ^ |/ + (r x sin a x + r 2 sin a 2 + * • • 4- r n sin a n ) 2 , 

und diese Wurzel ist positiv zu nehmen. Nachdem so r bestimmt 
worden ist, ergibt (9): 

[ r t cos + r.> cos «.> 4- • * • 4- r n cos « n 


rj sin « 1 + r 2 sin « 2 4- • • • 4“ r n sin « w 


Da r den Wert (10) haben soli, ist die Summe der Quadrate der 
rechten Seiten gleich Eins. Nach Satz 5, S. 386, gibt es also einen zwischen 
0 und 2 n gelegenen Winkel a, der den Forderungen (11) geniigt. 

Der Satz 22 kann aber noch auf eine andere Art als in der Form des 
Satzes 23 ausgesprochen werden: Wir erinnern uns daran, daB die Sinus- 
wellen l&ngs der #-Achse mit der Wellenlange T durch Funktionen von 
der Form (3) auf S. 422 dargestellt werden, d. h. wenn man die 
2 Tip =a setzt, durch Funktionen von der Form 


. . ( 2 71 X 

= A sm I 



wo A > 0, T > 0 und 0SaS2^ ist. Diese Funktionen haben die- 
selbe Form wie die in Satz 23 auftretenden Funktionen. Nur ist die 
unabh&ngige Ver&nderliche hier x statt i genannt. Also folgt, indem 
wir an die Betrachtungen auf S. 86, 87 erinnern: 


Satz 24: Liegen mehrere Sinuswellen langs der r,-Achse 
mit derselben Wellenlange vor, so ist die Summenkurve. 
die durch Aufeinanderlagerung dieser Sinuswellen ent- 
steht, ebenfalls eine Sinuswelle langs der .x-Achse mit der¬ 
selben Wellenlange. 

Die neue Sinuswelle liat an der zu irgendeiner Abszisse x ge- 
horigen Stelle als Ordinate die Summe der Ordinaten y x , y 2 .. y n , 
die dort den einzelnen gegebenen Sinuswellen zukommen. 
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Wie verhalt es siph nun mit der Aufeinanderlagerung von mehreren 
Sinuswellen langs der x-Achse, falls ihnen verschiedene Wellen¬ 
langen T x , T 2 ,.. . zukommen? Wenn sich diese Wellenlangen nicht 
wie ganze Zahlen zueinander verhalten, geht eine Kurve hervor, die nicht 
periodisch ist. Wenn sich dagegen T v T 2 ,.. . wie ganze Zahlen n x , w 2 ,. . . 
zueinander verhalten, gibt es eine kleinste ganze Zahl n, in der n x , n 2 ,. . . 
als Faktoren stecken. Man findet sie bekanntlich wie den Haupt- 
nenner fur die Verwandlung der Summe von Briichen 

—H- 

»ij n 2 

in einen Bruch. Hat man n gefunden, so erhellt, dafi es eine posi¬ 
tive GroBe T gibt, die ein ganzes Vielfaches sowohl von T a als auch 
von T 2 usw. ist. Handelt es sich z. B. urn drei Sinuswellen mit den 
Wellenlangen T x , T 2 , T 3 und verhalten sich diese Wellenlangen zuein¬ 
ander wie 3 : 4 : 6, so gehen 3, 4, 6 in 12 als kleinster ganzer Zahl auf, 
und wegen 12 : 3 = 4, 12 : 4 = 3, 12 : 6 = 2 sind also 4 T v 3 T 2 und 
2 T a gleich groB, so dafi das Vierfache von T l die kleinste Wellenlange T 
ist, in der auch T 2 und T 3 ohne Rest aufgehen. Nach S. 418 ist aber 
jedes ganze Vielfache der Periode einer periodischen Funktion ebenfalls 
eine Periode dieser Funktion (wenn auch nicht ihre wesentliche Periode). 
Somit folgt: Wenn die Abszisse x um T wachst, nehmen die Ordi- 
naten y v y 2 ,... der einzelnen Sinuswellen wieder dieselben Werte an 
wie fiir das gewahlte x. Also hat auch ihre Summe daim denselben 
Wert wie fiir x, d. h.: Die Summe der einzelnen Funktionen, deren 
Bilder die vorgelegten Sinuswellen sind, ist ebenfalls eine periodische 
Funktion von x, und zwar mit der Periode T. 

Satz 25: Die Aufeinanderlagerung mehrerer Sinuswellen 
langs der cc-Achse mit versehiedenen Wellenlangen T v T s , . . 
liefert, falls sich T lt T 2 ... zueinander wie ganze Zahlen ver¬ 
halten, wieder eine periodische Kurve, deren auf der 
.E-Achse zu messende Periode die kleinste positive GrbBe T 
ist, die sich als ganzes Yielfaches von T lt T 2 usw. ergibt. 

Diese neue periodische Kurve ist jedoch im allgemeinen keine 
Sinuswelle; sie hat vielmehr eine verwickeltere Gestalt. Ein Beispiel ist 
in Fig. 301 dargestellt: Die ausgezogenen Kurven sind zwei Sinuswellen 
mit den Wellenlangen T 1 = 4 und T 2 — 3. Die Kurve, die aus diesen 
Sinuswellen entsteht, wenn man die Ordinaten, die zur selben Abszisse 
gehoren, addiert und als neue Ordinate benutzt, ist gestrichelt. Sie ist 
augenscheinlich keine Sinuswelle. Ihre Periode ist T = 12. Die Tan- 
gente t in einem Punkte P der neuen Kurve geht aus den Tangenten 
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tj und t 2 der zugehorigen Punkte P x und P 2 der gegebenen Sinuswellen 
als ihre Summengerade hervor, vgl. S. 87. 



2. Bei s pi cl: Eine rotierende Dynamomaschine gibt eine elektromotori- 
sche Kraft E, die eine periodische Funktion der Zeit t ist. Die Zeit T eines Umlaufes 
ist die Periode von E. Wir werden spater erfahren, dafi jede periodische Funktion 
mit der Periode T als Summe einer Reihe von Sinusfunktioncn mit den Perioden 
F, 2 T, 3 T ... und mit konstanten Koeffizienten dargestellt werden kann, aller- 
dings im allgemeinen als Summe von unendlich vielen derartigen Funktionen. Daher 
ist es wichtig, die Wirkung einer elektromotorischen Kraft E zu untersuchen, die 
sich in der Form 

( 12 ) E = A sin (B t + C) 

darstellt. Die Zeit t sei in Sekunden von einem Augenblick an gemessen, in .dem die 
elektromotorische Kraft gleich Null ist. Dann ist C = 0 anzunehmen. Ferner sei 
E 0 der groBte Betrag, den E uberhaupt erreicht, also die Amplitude A = E 0 . Ist 
T die Periode, ausgedriickt in Sekunden, so haben wir dann 

(13) E=E 0 

wo E 0 und T Konstanten sind. Eine derartige Kraft wird z. B. in einem geschlossenen 
Leiter, einem Anker, erzeugt, der sich in einem gleichformigen magnetischen Feld 
mit konstanter Geschwindigkeit dreht und in der Zeit T eine Umdrehung macht. 
Der Winkel y, den der Anker bei dieser einfachsten Dynamomaschine in der Zeit 
t zuriicklegt, ist aus (p : 2 n — t :T zu bestimmen: 

2 71 

= "jr 1 - 

Die Winkelgeschwindigkeit to ist der konstante Differentialquotient von <p: 

dcp 2 7i 

W = ~dT = T"' 

Der von der elektromotorischen Kraft erzeugte Strom durehlaufe nun einen Leiter 
vom Widerstande R und Reaktionskoeffizienten L. Die Stromstarke zur Zeit t ist 
dann eine zunachst noch unbekannte Funktion J von t Nach der im 9. Beispiel, 
S. 333, angegebenen Energiegleichung (15) ist: 

dJ _E_ it 

dt " L L ' 



d. h. nach (13) 
(14) 
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dJ 

di 



R_ 

L 


J. 


Hier sind E 0 , L, R , T Konstanten; die Aufgabe ist, aus (14) zu ermitteln, was fiir 
eine Funktion der Zeit t die Stromstarke J ist. 

Um das Mathematische dieser Aufgabe deutlich hervortreten zu lassen, wollen 
wir die Zeit t als unabhangige Veranderliche mit x und die gesuchte Funktion J mit y 
bezeichnen, so daB (14) die Form bekommt: 

(.15) = asm(bx)—cy, 

wo die Grofien 

(16) d = , b - = 0 ) , c = -jp- 


Konstanten sind. Nach (15) wissen wir von der Funktion y von x , wie sich ihr Dif- 
ferentialquotient durch x und y ausdriickt; die Funktion y selbst ist uns jedoch noch 
unbekannt. Eine cinfache Aufgabe der Integralrechnung lage vor, wenn die 
Konstante e = 0 ware. Eine andere frixher erledigte Aufgabe lage vor, wenn die 
Konstante a = 0 ware. Denn dann hatten wir statt (15) einfach dy : dx~ — cy , 
woraus nach Satz 7, S. 320, folgen wiirde: y = konst. e~~ cx . In diesena Fall ware also 
das Produkt y e cx eine Konstante. Das wird aber unter der Bedingung (15), wenn a 
nicht gleich Null ist, nicht der Fall sein. Sehen wir aber einmal zu, welche 
For derung eben dies Produkt 

(17) z~ye cx 

erfiillen muB, wenn y die gesuchte, durch (15) bedingte Funktion von x ist. Nach 
der Produktregel ist der Differential quotient von z: 


Nach (15) soil nun 


d± ^ dy_ eCX 
dx dx 


4 - cye cx . 


d l f* 
dx 


a e cx sin (b x) — cy e cx 


sein. Setzen wir dies in den Differentialquolfienten von z ein, so kommt: 

(18) — = a e C£ sin (b x ). 

Also muB z eine Funktion von x sein, deren Differentalquotient als diese Funktion 
von * bekaimt ist, so dafi die Aufgabe, z zu ermitteln, eine Aufgabe der Integralrech- 
nung wird. Um z zu finden, kommt es darauf an, irgendeine Funktion von x ausfindig 
zu machen, die densclben Differentialquotienten hat. Da e* beim Differentiieren 
wie der in e x hbergeht, sin a: dagegen in cos a; und cosx in — sin a, liegt esnahe, die 
Funktionen 

e cz sin (b x) und e c% cos (b x) 

zur Probe ins Auge zu fassen. Sie haben die Differentialquotienten: 

de e * sin Cbz) ez . , ox /x \ 

—„— ^ — i — L - c e sin (b x) + be cos (b x) , 
el x 

——* c e cx cos (b x) — b e cx sin (b x). 
dx 

Scheffers, Xjchrbuch d. Mathematik. 
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Wenn wir die erste Formel mit c, die zweite xnit b multiplizieren und dann sub- 
trahieren, folgt, daB 

ce cx sin (b x) — be cx cos (b x) 

den Differentialquotienten 

(c 2 + b 2 ) e cx sin (b x) 

hat. Dies ist beinahe die Form der. rechten Seite von (18). Man erkennt daraus 
schlieBlich, daB 

^ ^ [c e C£ sin (bx) — b e cx cos (bx)] 

genau denselben Differentialquotienten hat, den z nach (18) haben 
soil. Nach Satz 2, S. 213, ist deshalb 


2 ” f c sin (b^ — b cos (b x)} e cx + k , 

wo k eine Konstante bedeutet. Nach (17) ergibt sich daher: 

[c sin (bx) — b cos (b a;)] + k e~~ cx . 


<? + b 2 


Wenn wir nun wieder t und J statt x und y schreiben und fiir a, &, c ihrc Wcrte 
(16) einfiihren, erhalten wir fur die Stromstarke J don Wert: 


(19) 


J = 


R 2 ^ 2 

w + 01 


sin (to t) — to cos (to /) 


•F k e 


R_ 

L 


In der eckigen Klammer steht eine periodische Funktion von t , niimlich 


R . 2 7i t 

~lT Sm T 


- cos' 


2 711 


wofiir wir 

( 20 ) 


R . 2 7t t 
L SIU ' T 


, 2 cr. . j 2crt \ 

4- ~y sin- l tt 1 


schreiben konnen. Hicr steht nun eine Summe von zwei Funktioncn von t von der 
allgemeinen Form 


( 21 ) 


s * n —") ’ 


indem bei der ersten r — R : L, a = 0 und bei der zweiten r = 2 n : T, « = k n ist. 
Nach Satz 23 lafit sich diese Summe (20) ebenfalls auf die Form (21) bringen, und 
zwar ergeben sich die zugehbrigcn Werte von r und « wie in (10) und (11). Nach (10) 
kommt: 


r ~ |/^~cosO 4-^-cos Jti j 4- ^ ~ sin 0 4- sin , 

d. h. wegen cosO = 1, cos 1 n = 0, sinO = 0, sin | n = l und mit Riicksicht auf 
to — 2 n : T in (16): 


( 22 ) 


•= ~ + <a n -L-. 

U 
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Nach (11) kommt alsdann: 

(23) cos « = —. R sin « = ... 

V -R 2 + tt) 2 L 2 • ]/lt? + 0,2 £* 

Die Quadratwurzel ist positiv zu nehmen, und « soli der zwischen 0 und 2 n gelegj® 11 ® 
Winkel scin, der dttrch (23) bestimmt. wird. Nach Satz 23 liat sornit die Sumnie 
(20) den Wert (21) oder 

~VW+ M 2 n sin (a, l —a), 

und da (20) der Inhalt der eckigen Klammer in (19) ist, kommt: 


VW + « 2 L 2 


sin (<i)t — «) + k e 


Hierin sind alle Konstanten mit Ausnahme von k gegeben. Diese bestimmt sich 
durch die Angabe des Zeitpunktes t = 4 , in dem der Stromkreis geschlossen wird. 
Dann ist namlieh die Stromstarke J im Leiter gleich Null, also nach (24) 


VR 2 * 


: sin (a) t Q — a) -f ke 


V IP + w 2 L 2 


sin ((ot 0 — «) e 


lolgt. Einsetzen dieses Wertes in (24) gibt die vollstandige Losung der Auf- 
gabe: 

— r R ... 


Ep 

V'w + oi 2 L 2 


sin (w t — «) — sin (w 4 — «) e L 


Wir wollen nun die zeichnerischc Darstellung von J so einrichten, daJB sie 
Mr verschiedeno Werte von 4 zu gebrauchen ist. Deshalb sondern wir vor allem 
den mit 4 behafteten Ausdruck ab. Nach (25) ist: 

( 26 ) r , . , , , T ta 

' ' J ~ Vi+ y 2 sm (ft) t 0 —a)e 


\/W+ & E 1 


sin ((o t — «), y 2 = — ■ 


VR 2 + w 2 L 2 


gesetzt wird. Zun&chst stellcn wir die Bildkurven von y x und y 2 her, indem wir die 
Zeifc t als Abszisse benutzen. Die Bildkurve c x von y x ist die in Fig. 302 ausgezogene 
Sinuswelle mit der Amplitude A = E 0 : Vlt? + <*> 2 Z 2 , der Wellenlang6 T — 2 71 : w 
und der Phase p - n : 2 n. Die Knotcnpunkrtangenten werden nach Fig. 295* S* 424, 
gefunden, Wir Irnben hier // = (>0, L — 1,3, 0 ) — 2rr: t» — 1200 gewahlt., so dafi 
T » 0,005 24 Sekunden, A - 0,000 64 E Q und nach (23) im GradmaB. « gleich 360° 
— 87° 47' 51", also im BogenmaB gleich 4,751 ist, demnach p = 0,756. Der erste 
aufsteigende Knoten hat somit die Abszisse t = 0,003 95. Die Bildkurve der Funktion 

28* 
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y z ist eine Exponentialkurve c Zi die nach den auf S. 334 bis 338 angegebenen Ver- 
fahren zu zeichnen ist, und wird durch die unterhalb der Abszissenachse verlaufende 
Kurve dargestellt, deren Ordinate flir t = 0 den Wert — A hat. Ihre nach S. 334 



konstante Subtangente, die fiir den ersten Punkt in der Figur angedeutet ist, hat 
die Lange — L :R ~ —0,0217. Nach (26) ist nun die Funktion y 2 multipliziert mit 
der Konstanten 

U 

sin (to t 0 — «) e , 


darzustellen. Nach S. 339 erreicht man dies durch Verschieben der Bildkurve c 2 von 
y 2 langs der Abszissenachse, bis ihre zvl t = t 0 = OQ gehorige Ordinate gera.de den 
Wert hat, den der zweite Summand in (26) fiir t = t Q annimmt. Dieser 
Wert ist gleich 


(28) 


|/js 2 + «fiV- 


sin (w / 0 — «), 


also nach (27) die mit entgegengesetztem Vorzeichen genommenc Ordinate der zuerst 
gezeichneten Kurve c\ fiir t = i 0 . La dieser Wert (28) auch positiv sein kann, muB 
man die Exponentialkurve unter Umstanden Vor dem Verschieben erst um die Ab¬ 
szissenachse herumklappen (vgl. S. 340). Dieser Fall liegt in Fig. 302 vor, wo wir 
< 0 = 0,002 gewahlt haben. Fiir diesen Wert namlich hat die Sinuswelle die negativ 
Ordinate Q P v Ihr entgegengesetzter Wert, also Q P 2 , ist die Ordinate (28). 

Man zeichnet somit die Kurve c 2 und die Abszissenachse auf Pauspapier, drcht 
das Papier um, legt seine Abszissenachse dann auf die der Figur und verschiebt das 
Blatt so weit, bis die Kurve durch P 2 geht. Die Ordinaten der Kurve und die 
der Sinuswelle c x sind nun die in (26) auftretenden Summanden. Durch Addition 
zusammengehoriger Ordinaten beider Kurven geht die gestrichelte Kurve als Bild¬ 
kurve der Funktion J von t hervor. Sie nahert sich schon nach wenigen Bruch- 
teilen einer Sekunde stark .der Sinuswelle. Fiir groflere Werte von i darf man 
daher die Funktion J mit der Funktion y l gleichsetzen. Beide Funktionen «/ und 
Vi stimmen iibrigens genau iiberein, wenn P x ein Knotenpunkt der Sinuswelle ist. 

SehlieBlich machen wir noch auf einen Umstand bei periodischen 
Vorgangen aufmerksam: Bestandig oder lange Zeit hindurch arbeitende 
Maschinen wiederholen zwar immer denselben Vorgang in einer ge- 
wissen Periode odjer Tour T, aber die Bahnen der einzelnen Punkte der 
Maschinen sind nicbt periodische, sondern geschlossene Kurven, 
die eben immer wieder von neuem durchlaufen werdem Beschranken 
wir uns auf eine Vorrichtung, die mit der Periode T in der Ebene arbeitet. 
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und fiihren wir ein Koordinatensystem cm, so sind die Koordinaten x 
und y eines beweglichen Punktes der Maschine gewisse periodische 
Funktionen 

x = <p(t), y = 7/j (t ) 


der Zeit t mit der Periode T. Um den reehnerischen Ausdruek der Bahn- 
kurve selbst zu erhalten, drtickt man auf Grund der ersten Gleichuiig t 
durch x aus und setzt diesen Wert von t in die zweite Gleiehung ein. Auf 
diese Art geht eine Funktion 

y=F (x) 

hervor, deren Bildkurvo die 
Bahn ist. 

3. Beispiel: Wir betrachten das 
Sehubkurbelgetriebe und bchalten 
die irn 1. Beispicl angenommenen Be- 
zeiehnungen 0 , Q } U, r, l und g bei, 
siehe Fig. 303. Der Punkt Q drchc 
sieh also um 0, wiihrend V auf der 
Gera den g bleibc. Die Bahn irgend- 
eine's Punktes P der Schubstange QU 
heibt eine Kurbelkurve. Um ihre 
Nat.ur zu ergriinden, setzen. wir die 
Streckc Q P = p und die Strccke 
PU ~ q , so daB p + q ~ l ist; ferner 
wiililen wir die Kurbelmitte 0 als An- 
fangspunkt eines Achsenkreuzcs, dessen 
y-Achse g sei. Die Zeit l rechnen wir 
von cinem Augenblick an, wo Q auf 
der positiven rc-Achso in Q 0 liegt. Ist 
die Drohung von Q um 0 positiv und Fig. 303. 

gleichformig und wird cin Umlauf uni 

O in der Zeit T vollendet, so beschreibt der Kurbelradius von 0 Q q an bis 0 Q in 
der Zeit t einen Winkel <o, der sich aus w :2n ~ t :T bestimmt, so dab 



(29) 


2 77 t 


ist. Zur selben Zeit t hat OU eine L&nge, die sich mifctels des Kosinussatzes 14, 
S. 410, leicht aus dem Dreieck OQU berechnen l&bt, da der Kosinus des Dreieck- 
winkels bei 0 gleich sin w ist Fiir 0 U ergibt sich so die quadratische Gleiehung: 

i 2 = 0 U 2 + r 2 — 2 0 £7. r sin w , 
aus der nach (7), S. 115, mit Riieksicht auf (4), S. 378, folgt: 

(30) 0 U ess r sin a> + P — r 2 cos 2 w, 


Nun habe der Punkt P zur Zeit i die Koordinaten x und y. Da die Abszisse x das 
iq: Z)fache von BQ , d. h. von der Abszisse r cos w von Q ist, wird: 
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(31) 


q r 

a; - cos (o . 


Ferner ist die Differenz A P der Ordinate y von P und der Ordinate r sin m von Q 
das (p : l) fache der Strecke B U , d. h. der Differenz von 0 U und 0 B - r sin m, 
Mit R&cksicht auf (30) kommt somit: 


(32) 


y = r sin w + -y y l 2 — A cos 2 <o . 


Fiihren wir schlieBlich den Wert (29) von « in (31) und (32) ein, so ergeben sich als 
die Gleichungen der Bewegung von P diese: 


(33) 


qr 2 7i i 

~Y COS 


. 2 71 t p 

V = r sm j 




P- 


■ r* cos-. 


2 71 t 


Wie es sein muB, sind x und y periodische Funktionen der Zeit t mit der Periodc T, 
Aber die Kurbelkurve selbst ist nicht periodisch. Man bekommt ihre Glcichung, indem 
man aus der ersten Gleichung (33) berechnet: 

2 71 * lx . '2 7! t 

cos _ = _, d . h . 

und dies in die zweite einfuhrt: 


= 1 - 


f r 2 


(34) 


Da y demnach die Summe der beiden Funktionen 


und 


i 2 x* ir 


y-2 = v ]/ i 


2? P . - 

T (l v L 


-x* 


ist T kann man die Kurbelkurve durch Aufeinanderlagerung zwoier 
Ellipsen bestimmen. Denn nach (2) auf S. 188 sind die Bildkurven von y x und y t 
uejemgen beiden Ellipsen, deren Achsen auf den Koordinatenaehsen licgen und 
deren Halbachsen die Langen a x = qr : l, \ = r und a, - q, b 2 -- p haben. Dabei 
gelten a x und Oj fur die auf der z-Achse und b x und b 2 fiir die auf dor ?/-Achsc 
ge egenen Halbachsen der Ellipsen, und cs ist moglich, dafi die Hauptachso eincr 
Ellipse nicht auf der rr-Achse, sondern auf der y -Achso liegt (niimlich wenn a t < 
Oder a 2 < \ ist). 1 1 

Die Fig. 304 gibt die beiden Ellipsen mit dem Mittelpunkt 0 sowic die Kurbel- 
kurve von P fur den m Fig. 303 angenommenen Fall, wo sich r, l p, q zueinander 
wie 4, 8, 3, .Kverhalten. Bei jeder Lage von P ist die Ordinate von P gleich der 
Summe der Ellipsenordmaten,, die zu derselben Abszisse 


gehbren. Thu unseren 
(t 2 ~ q • Demnach kommt die zweite 


Annahmen ist a, = or \ l kleiner als 
Ellipse nur so weit m Betracht, als sich ihre Punkte urn nicht mein- als or: l von 
der y-Achse entfernen. Aufierdem ist hier die Wurzel in (30) positiv. well U immer 
hoher als Q liegt. Daraus folgt, daB auch y 2 stets positiv ist. Peshalb kommt von 
der zweiten Ellipse nur der Bogen T S in Betracht. Man hat also zu jeder positiven 
and negativen Ordinate der ersten Ellipse immer die jeweils auf derselben Parallelcn 
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zur y -Achse gelegene Ordinate des Bogenstuckes T 8 zu addieren. Ware T S nicht 
krumm, sondern eine zur a-Achse parallele Strecke, so wiirde sich als Kurbelkurve 
eine zur ersten Ellipse kongruente Ellipse ergeben. Da nun der Bogen T S wenig 
von einex Strecke abweicht, unterscheidet sich die Kurbelkurve wenig von einer 
Ellipse. Sie lauft immerhin oben spitzer zu als unten. 



§ 4. Die zyklometrischen Funktionen. 

Die Sinuskurve und die Kosinuskurve in Fig. 274, S. 388, und 
Fig. 276, S. 390, zeigen: Nimmt man einen bestimmtcn Ordinatenwert 
(also nieht Abszisseriwert!) an, so gibt es unzahlig viele Punkte auf der 
einen odor anderen Kurve, denen diese Ordinate zukommt. Dabei wird 
vorausgesetzt, dab man die Ordinate zwischen — 1 und +1 „wahle, 
denn die Ordinaten der Kurven uberschreiten, absolut gemessen, niemals 
den Wert Eins. Ferner zeigen die Tangens- und Kotangenskurve in 
Fig. 281, S. 398, und Fig. 282, S. 399, dab auch hier zu irgendeiner 
bestimmt gewahlten Ordinate, die aber jetzt nicht zwischen — 1 
und +1 angenommen zu werden braucht, unzahlig viele Punkte der 
Kurven gehoren. Das liegt daran, dab unendlich viele Winkel 
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denselben Sinus oder Kosinus usw. habcn. Die Abszissen bedeuten 
ja hier diesen Winkel. Wenn man aber x auf das Intervall von — 4 n 
bis + i n beschrankt, also nur das Stiick der Sinuslinie in 
Fig. 274 betrachtet, das aus dem im Anfangspunkt 0 zusammen- 
kommenden Tal und Berg besteht, erhcllt, daB zu einer beliebig 
zwischen —1 und +1 gewahlten Ordinate y bloB eine Abszisse x 
gehort. Es gibt eben im Intervalle von — \ n bis + | % nur eincn 
einzigen Winkel, desscn Sinus eincn vorgeschriebenen Wert hat. 
Entsprechcndes ist bei der Kosinuslinie zu sagen: Im Intervalle 
von 0 bis 7 i gibt es nur cinen Winkel x, dessen Kosinus einen vor¬ 
geschriebenen Wert hat. Wenn wir also in Fig. 276 nur das Stiick 
der Kosinuslinie betraehten, das von x = 0 bis x = n geht, gibt 
es zu jeder zwischen — 1 und + 1 gewahlten Ordinate nur einen 
Punkt der Kurve. Der Tangens und der Kotangens haben wie 
der Sinus die Eigcnschaft, daB alio ihre Werte nur einmal vor- 
kommen, wenn der Winkel die Werte von — i n bis + J- n durch- 
lauft. Wird demnach von der Tangenslinie in Fig. 281 Oder 
von der Kotangenslinie in Fig. 282 nur das Stiick von x = —| tt 
bis x = + | it benutzt, so gibt es zu jeder irgcndwie bestimmt 
gewahlten Ordinate nur einen Punkt der Kurve. 

Nach diescn Vorbemerkungen fiihren wir mm einige nene Bezmch- 
nungen ein: Hat ein Winkel x den Sinus y, ist also y = sin x, so 
kann man diese Formcl riickwarts so lesen: 

x = Winkel, dessen Sinus gleich y ist. 

Weil die Winkel als Bogen auf dem Kreis vom Kadius Eins gemessen 
werden (S. 10), kann dies so gesagt'werden: 

x = Bogen des Einheitskreises, dessen Sinus gleich y ist* 

Diesen Bogen des Einheitskreises bezeichnet man naeh dem Lateinisehen 
auch als einen Arkus. Also: 

x = Arkus, dessen Sinus gleich y ist. 

SchlieBlich fafit man diese Aussage kurz zusammen in der Bezeichming: 

x = arc sin y , 

gelesen: „x gleich Arkus Sinus Diese Bozcichnung hat sich einge- 
biirgert, aber man empfindet doeh, daB sie nieht ganz zweckmaBig ist. 
Sie macht dem Anfanger Schwierigkeiten wegen eines Um- 
standes, der leicht tibersehen wird und auf den wir des- 
halb auf das nachdriicklichste hinweisen mbchten: Wenn 
wie hier vor y unmittelbar sin steht, ist man gewohnt, Sinus 
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von y“ zu lesen. Das ist aber durchaus nicht gemeint, sobald 
vor sin noch arc steht. Vielmehr bedeutet dann die Zeichenfolge 
„sin y“ den auf das knappste zusammengef aBten Nebensatz: „dessen 
Sinus gleicli y ist“. Deutlicher ware es zu schreiben: 

x — arc (sin == y), 

aber das wfire winder zu umstandlich. Ganz entsprechend wie arc siny 
sind arc cosy 'usw. zu lesen. Man merke sich also: 


arc sin y 
arc cos y 
arc tg y 
arc ctg y 


bedeutet einen Arkus, d. h. 
das BogenmaB eines Winkels, 
dessen 


Sinus 

Kosinus I gleich y 
Tangens ist. 

Kotangens 


Nach dem, was wir vorausgeschickt haben, muB nun das Folgende 
ohne weitcres einleuchten: Zu einem beliebig angenommenen Wert y 
gibt es nur einen Wert von arc sin y oder arc tg y oder arc ctg y, sobald 
der Arkus oder Winkcl auf das Intervall von — | n bis + J n beschrankt 
wird, und nur einen Wert von arc cos y, sobald der Arkus oder Winkel 
auf das Intervall von 0 bis n beschrankt wird. AuBerdem ist hinzuzu- 
fiigen: Im Fall des arc sin y und arc cosy darf y selbst nur zwischen 
— 1 und +1 angenonunen werden, weil der absolute Betrag eines Sinus 
oder Kosinus nie groBcr als Eins ist. 

Anders gesagt: Unter den angegebenen Einschrankungen sind 
arc siny, arc cosy, arctgy und arc ctgy einwertige Funktionen 
von y. Sie sind nach S. 151 die zu y = sin x, y — cos x, y — tg a: und 
y = etg x inversen Funktionen, die sich ergeben, wenn man x und y 
ihre Kollen als unabh&ngige und abhangige Veranderliche vertauschen 
lafit. 

Aber wir sind gewohnt, die unabhangige Veranderliche x und nicht 
y zu nennen. Deshalb wollen wir jetzt die Funktionen 

(1) y = arc sin x, y — arc cos x, y =' arctga;, y = arc ctg x 

betrachtcn. Jetzt also soil y den Winkel (im BogcnmaB), da- 
gegen x den beliebig w r Shlbaren Sinus, Kosinus, Tangens 
oder Kotangens bedeuten (den Sinus oder Kosinus selbstverst&nd- 
lich immer nur zwischen — 1 und +1)- Die Bildkurven der vier Funk- 
tionen (1) gehen aus der Sinuslinie, Kosinuslinie, Tangenslinie und Ko- 
tangenslinie in Fig. 274,'276, 281 und 282, S. 888—399, hervor, wenn 
wir die Abszissen mit den Ordinaten und auBerdem ihre Bezeick- 
nungen vertauschen, d. h. x jetzt y und y jetzt a nennen. Da in jenen 
Figuren die x-Einheit gleich der y-Einheit gcwahlt worden war, er- 
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zielen wir dies einfaeh dadurch, daB wir die Figuren um die vom Anfangs- 
punkt unter 45 0 zwischen der positiven x- und y-Achse ansteigende 
Gerade herumklappen. Dabei vertauschen wir auch die Bezeichnungen 
X und Y an den Achsen. So entstehen in Fig. 305 die Bildkurven 
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Fig. 305. 



der beidcn ersten Funktionen (1) und in Fig. 306 die der beiden 
letzten Funktionen (1). In Fig. 306 sind nur die mehr geschwungenen 
Teile der Kurven dargestellt. Die Fortsetzungen nach links und rcchts 
bin sind eintoniger, weil die Kurvenzweige fur lim x — + °° und 
lini x = — oo danach streben, zur jc-Achse parallel zu werden 
(vgl. die Asymptoten der Tangens- und der Kotangenslinie in 
Fig. 281 und 282). Weil jetzt die Ordinaten die Winkel, im BogenmaB 
gemessen, als Strecken darstellen, sind auf der Ordinatenachse die den 
Yielfachen von (90°) entsprechenden Marken angegeben. 

Wird die Arkussinuslinie, die Arkustangenslinie und die Arkus- 
kotangenslinie auf das Gebiet beschrankt, in dem die Ordinaten von 
— £ n bis +1 7i gehen und wird die Arkuskosinuslinie auf das Gebiet 
beschrankt, in dem die Ordinaten von 0 bis n gehen, so gehdrt zu einer 
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Abszisse x immer nur ein Punkt der Kurve. Von der Arkussinuslinie 
z. B. kommt dann wohl der Punkt P 0 in Betracht, nicht aber oder 

P 2 oder P_ lt ebenso von der Arkuskosinuslinie wohl der Punkt nicht 
aber Q 1 oder Q 2 oder So zeigen auch die Bilder, daJB die vier Funk- 
tionen (1) unter diesen Einschrankungen einwertig sind. Wir kbnnen 
auf sie den Satz 15, S. 153, zur Bestimmung ihrer Differential quotienten 
anwenden. Nach diesem Satze geben die im folgenden links stehenden 
bekannten Formeln die rechts stehenden neuen: 

1st y = sin x, so ist ~~ = cos x . 

1st y = cos x, so ist ~~ = — sin x . 

1st ?/ = tg x, so ist 4 1 = — • 

Ist y = ctg x, so ist = -dzJL. 

J & 1 d x sm 2 x 


T . . . , dx 1 

1st x = arc sm ?/, so ist - :r ~- =- 

^ a cos a; 


1st x = arc cosy, so ist ™ 


Ist x = arc tg y, so ist 


dy 

dx 

dy 


1st x = arc ctg y, so ist 


dx 

dy 


sma: 

: COS 2 X . 

: — sin 2 x. 


Nun aber vertauschen wir in den rechts stehenden Formeln die Bezeich- 
nungen: was x hieB, soli y heiBen, was y hieB, soil x heiBen. Dann 
liabcn wir: 


( 2 ) 


1st y = arc sin or, so ist g = ----. 

Ist y = arc cos *, so ist g = - sT g • 

1st ?/ = arc tg x, so ist ~ = cos 2 y . 

Ist y = arc ctg x, so ist — = — sin 2 y. 


In (2) haben wir also die Differential quo tienten der vier Funktionen (1) 
vor uns. Aber wir sind doch noeh nicht fertig, denn diese Differential- 
quo tienten sind ja erst als Funktionen von' y dargestellt, und wir 
miissen.noch berechnen, wie sic sich als Funktionen der unabh&ngigen 
Veranderlichen x darstellen: 

Wenn y = arc sin x ist, bedeutet dies x = sin y. Nach (5), S. 378, 
ist nun cos y = ]/T - -sin 2 y. Also wird cos y = V1 — x 2 . Die Formal 

dy 1 _ 

tfx cosy 

im ersten BM (2) gibt deshalb: 

d y _ 1 

(hr ~~ j'l 11^2 

als Differentialquotienten von y = arc sin x. 
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sind die Differentialquotienten von arc cos a; und arc ctg x 
diesen entgegengesetzt gleich. 

In der Tafel V des Anhanges 1st der Inhalt aller elf Differentia- 
tionsregeln ubersichtlich und in anderer Anordnung zusammengestellt, 
nicht deshalb, damit unsere Leser beim Durcharbeiten dieses Buches 
bestandig darin nachschlagen konnen, sondern damit sie sich sp&ter, 
nachdem sie mit diesem Buche fertig sind, schnell daran erinnern. 
Denn wir hoften, da# unsere Leser jetzt noch alle diese Regeln gut 
im Kopfe haben! 

j Das Differentiieren von. Funktionen gestaltet sich durch Benutzung 
dieser Regeln in der Tat geradezu handwerksmaBig, wie auf S. 69 be- 
merkt wurde. Aber erst die tFbung macht den Meister. Man moge sich 
selbst mittels der bisher eingefuhrten verschiedenen Funktionszeichen 
irgendwelche verwickelte Funktionen herstellen und sie dann differen¬ 
tiieren. Wir geben hier nur einige Beispiele einfacher Art, die aber trotz 
ihrer Einfachheit zum Nachdenken und Einiiben des bisher Vorge- 
tragenen anregen werden. 

1 . Beispiel: Was bedeutet es fur die Bildkurve, daB arctga; einen bestandig 
positiven und arc ctg x einen bestandig negativen Differentialquotienten hat ? 

2. Beispiel: Wenn man die Werte der Arfcusfunktion nicht wie in Satz 26 
auf bestimmte Gebiete beschriinkt, beweise man, daB cntweder arc sin x -+• arc cos x 
■oder aber arc sin x — arc cos x konstant ist, sobald x zwischen — 1 und -f 1 ge~ 
wahlt wird. 

3. Beispiel: Man berechne den Differentialquotienten von arctg(l : x ), Aus 
welchem Grunde ergibt sich derselbe wie bei der Differentiation von arc ctg x? 

4. Beispiel: Unter der Voraussetzung, daB ]/ 1 + x 2 positiv gewiihlt werde, ist 

J yi+o ; 2 

fttr alle Werte von x eine stetige Funktion. Man berechne ihren Differentialquotien¬ 
ten; der hervorgehende Wert wird AnlaB geben, die Funktion anders darzustellen. 

5. Beispiel: Zu berechnen: 

darctge* _ 1__ 


6. Beispiel: Liegt 

y — arc sin cos x 

vor, so heifit dies: y soil ein Winkel (im BogenmaB) sein, dessen Sinus gleich d©m Ko- 
sinus von x ist, d. h. sin y = cos x. Nach Satz 4, S. 386, kann man dafUr schreiben: 

sin y = sin (J n — x ). 

Aber alle Winkel ?/, die denselben Sinus wie \ n haben, sind dies©: 

y — ^ n dtz x 2 nn , 
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wenn n eine bcliebige positive und negative ganze Zahl bedeutet. Deshalb besteht 
■das JBild.der vorgelegten Funktion aus zwei Scharen von unendlich vielen parallelen 
Gera den mit den Steigungen + 1 und — 1. 

7. Beispiel: Zu beweisen: 

sin arc cos x = l^T— a? . 

Gegen unseren sonst geubten Brauch bringen wir hier keine Bei- 
spiele aus den Anwendungen. Mit den zyklometrischen Funktionen 
wird namlich im ganzen viel weniger gereehnet als mit den goniometri- 
sehen. Denn in den meisten Fallen wird man sich bei den Anwendun¬ 
gen damit begniigen, statt eines Arkus Oder Winkels eine seiner gonio- 
metrischen Funktionen zu berechnen, weil man ihn dann leicht zeichnen 
Oder mittels der logarithmisch-trigonometrischen Tafeln aufsuchen 
kann. Immerhin aber werdcn wir den Arkusfunktionen auch im folgen- 
den gelegcntlich begegnen. Der Leser soli also nicht glauben, er diirfe 
sie ganz beiseite lassenl — 

Vergleicht man das Studium der Mathematik, soweit wir es treiben 
wollen, mit dem Gberschreiten eines Gebirges, so kann man sagen, daB 
war den Kamm des Gebirges erklettert haben, so daB wir won jetzt an 
mit schnelleren Schritten bergab eilen werden. Freilich liegen 
iiinter dem hochsten Kamme noch ab und zu geringere Hohenziige, 
die noch zu iiberwinden sind. 





Ne mites Kapitel. 

HOhere Differentialquotienten. 

§ 1. Die Differentialquotienten und Differentialkurven. 

Der Diflerentialquotient einer Funktion f (x) wurde als die Stei- 
gung der Tangente in cinem beliebigen Punkte (x; y) der Bildkurve 
der Funktion y—j(x) gedeutet, vgl. S. 69. Diese Steigung werden 
wir kunftig die Steigung der Kurve nennen. Wenn die Ab- 
szissen und Ordinat.en mit derselben Langeneinheit dar- 
gestellt werden, steht der Winkel, den die Kurventangente mit 
der x-Achse bildet, in einfacher Beziehung zur Steigung. Wir versehen 
die Tangente mit positivem Fortschreitungssinne, namlich mit dem 




Pfeil im Sinn wachsender Abszissen (vgl. S. 32 und S. 104), siehe 
Fig. 307 und Fig. 308. Unter dem Tangentenwinkel t soli der 
spitze Winkel vcrstanden werden, den die positive x-Achse um ihren 
Schnittpunkt T mit der Tangente beschreiben muB, um in die positive 
Tangente iiberzugehen. Somit ist r positiv (Fig. 307) Oder negativ 
(Fig. 308), je naehdcm die Kurve steigt Oder f&llt, d. h. jc nachdem der 
Bifferentialquotient dy :dx positiv Oder negativ ist. Die Steigung'ist 
das Verhaltnis aus der Ordinate QP dcs Berbhrungspunktes zur Sub- 
tangente TQ (vgl. S. 334). Hiernach ist: 

*_ dy 
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Nach (5), S. 378, lassen sich auch sin t und cos r berechnen. Beide sind 
positiv, wenn t positiv 1st, andernfalls ist sinr negativ und cos x positiv. 
Daher gilt der 

Satzl: Wird eine Funktion y. — f(x) im rechtwinkligen 
Achsenkreuze mit gleichen as- und y-Einheiten dargestellt, so 
ist, wenn r den Tangentenwinkel des zur Abszisse z ge- 
hbrigen Punktes der Bildkurve bddeutet: 


tgr = 




cosr = 



Dabei ist die Quadratwurzel positiv anzunehmen. 

Sp&terer Anwendungen halber fiigen wir hinzu: Eine zur Tan- 
gente senkrechte Gerade hat unter derselben Voraus- 
setzung die Steigung — 1 :tgr, d. h. —ctgr, nach Satz 4, S.177. 

Bei den moisten Anwendungen ist man aber, um brauchbare Fi- 
guren zu erhalten, genbtigt, die Einheiten auf beiden Achsen verschie- 
den zu wahlen. und dann gilt der Satz 1 nicht mehr. Man 
vgl. z. B. Fig. 227 (S. 336), wo es gar nicht anders geht. Ist die 
j/-Einheit fc-mal so lang wie die a:-Einheit, so ist: 


Dementsprechend driicken sich dann auch sin r und cos r etwas um- 
standlicher aus; der Leser moge es selbst feststellen. 

Wir wollen von jetzt an ein besonderes Augenmerk auf den Um- 
stand richten, dafi der Differentialquotient einer Funktion 
y — f(x) ebenfalls eine Funktion von x ist. Um dies deutlich 
hervortreten zu lassen, pflegt man den Differentialquotienten statt durch 
dy:dx auch durch das Zeichen /' (z) auszudriicken, das man so liest: 
„,/ gestrichen z“. 

Man wendet Uberhaupt den Akzentstrich an, um anzudeuten, 
daB nicht die Funktion selbst, sondem diejenige Funktion gemeint ist, 
die aus ihr durch Differentiation hervorgeht. Ist z. B. / (as) ^ x , so 
ist /' (z) =nz" -1 . Ist u = In z, so ist u' =1 :z. 1st y = e®, so ist 
y' = e* 'usw. Die Begeln fur die Differentiation von Summon, Pro- 
dukten und Quotienten lassen sich so schreiben: 


( M +«)' =zu' +t?', (uv)'=u'v+uv', 



Man darf den Akzent aber nur dann anwenden, wenn unzweifel- 
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haft feststeht, welche GroBe die unabhangige Veranderliche ist, oder, 
wie man sieh auch ausdriickt, nach welcher Veranderlichen dif- 
ferentiiert wird. Bei der Kettenregel, S. 127, wo nacheinander ver- 
schiedene GrofJen die Rolle der. unabhangigen Veranderlichen spielen, 
ist diese kurze Bezeichnung nicht zu branchen. 

Durch Differentiation geht, wie gesagt, aus einer Funktion / (x) 
eine neue Funktion f (x) hervor. Man nennt sie die abgeleitete 
Oder derivierte Funktion oder die Ableitung oder Derivierte 
der Funktion f (x). Dementsprechend sagt man also auch Ableitung 
statt Difierentialquotient einer Funktion. Ist die abgeleitete E\mktion 
/' (&) stetig, so kann auch sie einen Differentialquotienten haben. Ist 
dies der Fall, so heifit dieser Differential quotient der zweite Dif- 
ferentialquotient oder die zweite Ableitung der urspriinglichen 
Funktion f[x). Sie ist wieder eine Funktion von x. Ist sie ebenfalls 
differentiierbar, so heifit ihr Differentialquotient der dritte Differen¬ 
tialquotient oder die dritte Ableitung der urspriinglichen Funk¬ 
tion / (x), usw. Allgemein: 

Unter dem w ten Differentialquotienten oder der n teu 
Ableitung oder n ien Derivierten einer Funktion / (x) wird 
diejenige Funktion verstanden, die sich durch die Diffe¬ 
rentiation des (w — l) ten Differentialquotienten ergibt 

Was bisher immer schlechtweg als der Differentialquotient be- 
zeichnet wurde, ist also der erste Differentialquotient oder die erste 
Ableitung oder Derivierte. Wenn wir spater vom Differentialquotienten 
schlechtweg sprechen, ist immer der erste gemeint. Wenn wir da- 
gegen in der Mehrzahl von den Differentialquotienten einer Funktion 
sprechen, werden darunter auBer dem ersten auch noeh die hftheren 
Differentialquotienten verstanden. 

Man bezeichnet den n ten Differentialquotienten oder Differen¬ 
tialquotienten w ter Ordnung von y=f(x) mit gelesen: 

,,/n-gestrichen oder mit y {n \ gelesen „?/w-gestrichen u . Man schreibt 
ihn auch so: 

d n y 
dx n ’ 

gelesen: n y durch dx zur n tenit oder „w te Ableitung von y nach x u . 

Dagegen darf man den w ten Differentialquotienten nicht mit f statt 
2/ (n) bezeichnen, denn das ware die n te Potenz von y , ebensowenig mit 
f n (x). Der Index n ist vielmehr in Klammern zu setzen. Ebenso¬ 
wenig ware die Bezeichnung d if : d x n am Platze, denn dies bedeutet 
entweder (dy : d x) n oder d (z/ n ) : d (x n ). Auch die Schreibweise 
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cPy-.d n x ist nicht gebr&uchlich, weil man dies in der Form 
(dy) n : (dx) n oder (dy :dx) n lesen konnte; erinnert sei an die Schreib- 

weise sin” a: fur (sin x) n . 

Fiir die niedrigeren Differentialquotienten haben sich besondere 
Bezeichnungen eingebiirgert. Den zweiten bezeichnet man mit y 
oder /" ( x ), wo der Doppelakzent „zwei gestrichen“ gelesen wird, den 
dritten mit y'" oder f" (x), den vierten jedoch lieber mit y lv oder 
r (x) wo die rdmische Vier als „vier gestrichen 11 gelesen wird, ebenso 
den fiinften usw. mit y v oder / v (x) usw. Man kann aber auch 
oder. / (5) (x) usw. schreiben. 

. 1. Beispiel: Ist y = x n , so ist y' = nx”- 1 , y" = n (n — 1) a:" -2 , y'" = 
n( „_l)(*_ 2) *-’■», f” = »(» -1) (» - 2) (» - 3) x—< usw. 

2. Beispiel: Ist /(*) = 1: (1 —*), so ist /'(*)= 1:(1 —x)*, /"(*) = 
1.2 : (1 — x)’, /'"W= 1 . 2.3 : (1 — z)* usw. 


3. Beispiel: Ist y = sinx, so ist 


; ss — sm X , 


• = — cos x , 


d * y 

~z = sma:, 
d x 4 


also wiederholt sich, wenn man wciter differentiiert, dieselbe Reihenfolge cos x, — sm x, 
— cosx, sinx: 

til = cos z, = - sin z usw. 

d x & dx* 

Der n te DiHerentialquotient ist yon der Form ± sin z oder ± cos z, und zwar ergibt 
sich der Sinus, wenn der Index n gerade, der Kosinus, wenn er tingerade ist Also 
schreiben wir lieber, indem wir den Index in der Form 2 » oder 2 n + 1 annehmen: 

. . d in+1 y , „ • 


: i sin x , 


as ± COS X . 


Dabei ist im ersten Fall das Pluszeichen zu nehmen, wenn es sich um den 4. odor 8. 
usw. Differentialquotienten handelt, d. h. wenn n = 2 oder 4 usw. ist. Da dann 
(_l) n = + 1, sonst aber = — 1 ist, haben wir stets: 

(— l)"sinx. 
d z 2n v ’ 


Beim (2n + IF 011 Differentialquotienten ist das Pluszeichen zu nehmen, wenn es 
sich um den 1. oder 5. usw. handelt, d. h. wenn n = 0, 2 ... ist, so daB kommt:,. 


(jfin 4* l s , n 

Z- - sr (— l) n COS X . 

d x 2n+l K > 


Also ist: 


d 2w sin x 
da** 


■■ (—l) n sinx, 


d* n + 1 sin x 

,ix2»+i 


4. Beispiel: Man beweise etitsprechend: 


cos x 


= (•— 1)»C03X, 


^2n + 1 cos X 
~7x~2n + 1 “ 


(— l) n COS X . 


- (— 1)" sin x. 


29 - 
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5. Beispiel: Der rfa Differentialquotient von e* ist gleich e* selbst 

6. Beispiel: Man berechne: 

d 2 arc sin x _ x cP arc cos a? x 

dx 2 “ [/x__’ Sa 2 “ ““ * 

7. Beispiel: Ist y = In a, so ist t/( n ) = (— 1)»—i1.2.3... (» — 1) ire*. 

8. Beispiel: Ist y ~ u + v, so ist ?/< n > = w( n ) 4 t>( n ), d. In. der « te Diffe¬ 
rentialquotient einer Summe ist gleich der Summe der n te » Diffe¬ 
rential quotienten der Summanden. Dies^ ist die Verallgemeinerung der 
Summenregel, S. 84. 


9. Beispiel: Ist y = so ist j/'=u'Huv'. Da u'v und uv' selbst 
wieder Produkte sind, komrnt nach der Produktregel weiter: 


d(u'v) 
d x 


= u" v 4 


d (u v') 
d x 


= u' v' 4 uv". 


daher: 


d 2 (uv) _ d (u' v+ u'v) _ d ( u' v) 
dx? ~ dx ~ dx 


= u"v 4 2 u' v' 4- u v" 


Weiterhin koramt, indem man jeden der drei Summanden u"v , 2 u'v', uv" nach 
der Produktregel noch einmal differentiiert: 

y'" = u'" v 4 u" v' 

4-2 (u"v' + u' v") 

4- u' v" 4 u v'" 

* u'"v 4* 3 u" v' 4- 3 u'v" 4- uv'". 

Die Formeln fiir y" und y'" erinnem lebhaft an die Ausrechnung der zweiten und 
dritten Potenz einer Summe. In der Tat ist ja (w 4 v) 2 = u 2 4 2 u v 4 v 2 , noch- 
raatige Multiplikation mit u 4- v gibt: 

(u 4- v) 3 = u 3 4- u 2 v 

4- 2(u 2 v 4- u v 2 ) 

4- u t/* 4- v 3 
= m 3 4- 3 u 2 v 4- 3 u v* 4- v *. 

Man crkcnnt denselben Bau des Bechenschemas. Der IJnterscbied ist, dafi beim 
Differedtiieren die Striche Zeichen dafiir sind, wie oft u bzw. v zu differentiieren ist, 
w&hrend die oberen Indizes beim Ausmultiplizicren Exponenten sind. Liest man 
statt u , uu"... die Potenzen u°, u l , u 2 ... und statt v, v', v ",., die Potenzen 
v\ v 2 ..wobei ja u° = v° = 1 ist, so geht aus dem Wert von y'" der von (u 4- v)* 
horvor. Allgemein ergibt sich so: 

Um den « teTl Differentialquotienten des Produktes uv zu bilden, stelle man 
die Formcl fiir die n te Potenz (u 4- v) n auf, namlich den sogenannten binomischen 
Lehrsatz, der bekanntlich so lautet: 


<u + r)" = u n + 4 v n ~ 1 V + ,l - [ n 0 1 } u n - V + — e (”~ 2 ) M " -V + . .. 

J 1.6 1 . 2.0 


, n t 

4- - u v 


4 * V , 


und ft%r im ersten Summanden noch v° und im letzten noch it 0 als Faktor hinzu. 
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Ersetzt man dairn w°, w, u *... u n durch u, u\ u"... t*( n ) und iP, v, v % ... v n durch 
v, v\ v” ... *A n ), so ergibt sich der gesuchte rfc Differential quotient: 

££3, B w „ + » „<—1) „<» - *V' +... + ” 9 o-» + u *<»>. 

daP 1 1.2 1 

Dies 1st die Verallgemeinerung der Produktrege-1, S. 86. 

10. Beispiel: Will man den n ten Differentialquotienten von 
1 1 
y ~ 1 —a?“ (1 + *)(!—*) 

bilden, so zeilegt man den Bruch in die Summe 


1 if 1 , 1 \ 

1 —x 8 2 \ 1 + x ” r 1 — * / ’ 


weil sich Summon bequemer als Produkte differentiieren lassen. Wird 
1 : (1 + x) mit -u und 1: (1 — x) mit v bezeichnet, so ist y = \ (u + »), daher nach 
dem 8. Beispiel: y<*> = l (itW + i)W). Nun haben wir hier: 


1 + x 
1 


u' = 


1 —x 

und allgemein kommt daher: 


o' = 


(1 + x? 

1 

(1 -Xf' 


V" = 


v" = 


1.2 

(1 +x)*’"-’ 

1.2 

(l-x)»’"-’ 


1 r (_1)" , 1_I 

t/») = y. 1.2.3...n[ (1+;c) »+i + {1 _ x) n + i ] ‘ 


l(l + *) n 

11. Beispiel: Die drei ersten Differentialquotienten von y = arctgx sind: 
1 


/- 


1+3? ’ 


„ —2x 2(3x»-l ) 

y = JT+¥f’ * - (1 + *)* 


Die hdheren Differentialquotienten nehmen verwickeltere Formen an so daB es 

TCunsteriff an Weeen t, = arc tgx ist nkmlich * = tgy, also 1 + x* nach (5), 
8. 378. gleich 1: cos* daher y’ = cos 8 y. Hierfiir konnen wir aber anch schxeiben. 

^ y' = cosy sin (y+ i«), 

Differentiieren wir dies, indem wir bedenken, daB rechts y eine Funktion von* ist, 
so kommt nach der Kettenregel: 

dcos ysin(t/ + Jn) dy 
- Ty d* 


oder, da dy : da = y' = cos* y ist: 

w" = cos* y 


d cos y sin (y 4- 
dy 


also nach der Produktrcgel: 

y" * cos 2 y [—* sin y sin ( 1 / + 1 ”) + cos V cos + * 71 ^ 
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Nach Satz 16, S. 411, ist der Inhalt der eckigen Klammern cos (2 y + \n), mithin: 

y" = cos 2 y cos (2 ?/ + | n ), 
wofiir wir auch schreiben konnen: 

(2) y" = cos 2 y sin (2 y + ti) = cos 2 y sin 2 (y + J ti ). 

Abermalige Anwendung der Kettenregel gibt: 


2 /'" = 


d cos 2 y sin 2 (?/ + \ti) dy 


dy 


dx 


=. cos 2 y 


d cos 2 y sm 2 (y -f { t?) 
dy 


also Anwendung der Produktregel: 

y"'= 2 cos 3 y [ — sin 2 / sin 2 (y + £n) + cos y cos 2 (y + J n)], 
dalier abermalige Anwendung des genannten Satzes: 

(3) «/'" = 2 cos 3 ?/ cos (3 y+jt) = 2 cos 3 y sin 3 (i/ + In) . 

Cfberblicken wir nun die Ergebnisse (1), (2), (3), so kommen wir leicht auf die 
Vermutung, daJS allgemein sein wird: 

(4) yW) = 1. 2.3 .. (n — 1) cos* y sin n (y + $ n ) . 


Wir beweisen dies durch den SchluB yon n auf n + 1 (vgl. S. 79), indeni wir, von 
dieser Annahme ausgehend, zeigen, daB die entsprechende Formel fiir ?/ (n+1) ate 
Folge aus ihr hervorgeht. Die Anwendung der Kettenregel auf (4) gibt namlich: 

y (»+D = 1.2.3.. (n -1) + jfj _ dy_ 

J dy dx 

= 1.2.3.. (h- 1) cos 2 y i cosn ^ sinra fa+ *» ) 

dy 

= 1.2.3.. (n — 1) cos 2 y [— n cos n —1 y sin y sin n (y -f § n ) + 

+ n cos n y cos n (y -f- \n)] 

= 1 . 2 .3.. n cos» + l y [— sin y sin n (y 4- J ti) + cos y cos n (y + f tt)] . 
Nach Satz 16, S. 411, laBfc sich fiir den Inhalt der Klammern 

cos [(n + 1) y + i n ti ] Oder sin [(??, + 1) (y + j ti)] 
schreiben. Deshalb folgt: 

( 6 ) y (n + 1} = 1 • 2.3 .. n cos (w + 1) y sin [(n + 1) (y + J ti)} . 

Die Vergleichung von (5) mit (4) zeigt nun: Wenn fiir ein gewisses n die Formel (4) 

gilt, ist sie auch fiir die nachste ganze Zahl n + 1 richtig. Weil nun die Formel (4) 

fiir n — 1,2, 3 gilt, ist sie folglich auch fiir n = 4, also auch fiir n » 5 usw. richtig, 

Sie ist somit fiir alle hoheren Differentialquotienten bewiesen. In (4) bedeutet y die 
vorgelegte Funktion arctga;, so daB cos y = 1 : ]/l -f & ist. Also geht hervor: 


( 6 ) 


d? arc tg x 1 . 2.3..(n — 1 ) . r 

d ~ - m t n ( arc + *»)]* 

Ohne weiteres leuchtet ein: 

Satz 2: Der n te Differentialquotient des m Un DIfferen 
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tialquotienten der Funktion / ( x ) ist der (m -j- w) te Dif- 
ferentialquotient der Funktion f(x), in Formel: 

_ dx m _ d m + n f{x) 
dx n = dz m+n 

Nun fragt sich, welche Bedeutung die hoheren Differen- 
tialquotienten einer Funktion haben. Am nachsten liegt es, 
zur graphischen Darstellung zu greifen. Die Funktion y = f (x) hat 
eine Bildkurve c, wenn sie stetig und differentiierbar 
ist. Zu einem beliebigen Wert von x gibt es einen 
Wert y der Funktion f(x), also einen Bildpunkt P 
Oder ( x ; y) auf der Kurve c, und einen Wert y' des 
Differentialquotienten f (x). Wir wo lien in das 
Achsenkreuz auch den Punkt P' einzeichnen, j-jg. 309 . 
dessen Abszisse dasselbe * und dessen Ordi¬ 
nate y' ist. Zu diesem Zwecke ziehen wir in P, siehe Fig. 309, 
die Tangente t und tragen vom FuBpunkte Q der Ordinate aus die 
x-Einheit im negativen Sinn auf der x-Achse bis R ab. Die 
Parallele zu t durch R schneidet die Ordinate Q P (die notigenfalls zu 


- 1 > 

/c y 

04^1 



MQ 



verlangern ist) im gesuchten Punkte P'. Denn y' ist die Steigung der 
Tangente t, also auch die Steigung der zu t parallelen Geraden PP*; 
diese Steigung ist aber gleich QP' ■ R Q. Dabei ist "die L&ngeneinheit 
R Q, da sie von R nach Q den positiven Sinn der x-Achse hat, gleich 
-fl zusetzen. Also ist die Steigung y' gleich QP'. Somit ist 
der Differentialquotient y' als Strecke, als eine neue zur 
Abszisse x gehorige Ordinate, dargestellt. Diese Strecke 
ist mit der y-Einheit zu messen. 

Fiihrt man das Verfahren fiir eine greifiere Anzahl von Stellen P 
der Kurve c aus, siehe Fig. 310 (wobei man die besonders kenntlich 
gemachten Stellen beachten mdge), so erhalt man eine Anzahl von 
Punkten (x\y') oder P' des Bildes c' der abgeleiteten Funktion f (x). 

Die bisher betrachteten Funktionen und auch die spater von uns 
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» zu betrachtenden haben ixn allgemeinen einen stetigen Differential- 
quotienten, d. h. abgesehen von gewissen Werten. von x, fiir die der 
Differentialquotient unendlich grofi wird. Der zu einem derartigen 
Wert von x gehorige Punkt P der Bildkurve c von y — f (x) hat eine 
zur y -Achse parallele Tangente, so daB die Konstruktion einen unend¬ 
lich fernen Punkt P' gibt. Abgesehen von solehen Stellen also wird 
das Bild des Differentialquotienten y' oder f (x) wieder eine stetige 
Kurve c' sein. Wir nennen sie die (erste) Differentialkurve der 
Kurve e Oder auch die (erste) abgeleitete Kurve. Wir fiigen 
„erste“ in Klammern hinzu, weil sich naehher weitere Kurven ergeben 
werden. 

Die Differentialkurve kann auch dann, wenn die urspriingliche 
Kurve c stetig ist und sich auch ihre Steigungen nur stetig andern, be- 
sondere Erscheinungen bieten, namlich Ecken haben, d. h. Stellen, an 




denen sich ihre Richtung unstetig andert. Wenn man z. B. eine Kurve 
c aus zwei Kreisbogen A B und B G mit gleichen Radien wie in Fig. 311 
so bildet, daB die Bogen einander in B beriihren, also B auf der Ver- 
bindenden der Kreismitten M x und M 2 liegt, besteht die zugehdrige 
Kurve c' aus zwei Stucken A' B' und B' C', die symmetrisch hinsichtlich 
der Ordinate von B sind und in B' eine Ecke bilden. 

Femer gibt es bei Anwendungen oft Bilder von Vorgfingen, also 
Kurven c, die zwar stetig sind, aber Ecken haben, d. h. deren Steigung 
sich unstetig andert. Ist z. B. x die Zeit, y die Temperatur eines Kor- 
pers, der von der Zeit x 0 bis zur Zeit x x erhitzt, vom Augenblicke x t an 
aber in einem Wasserbadc bis zur Zeit x 2 abgekiihlt wird, so wird die 
Funktion y von x durch eine Kurve c etwa wie in Fig. 312 dargestcllt, 
die an der Stelle (x x ; y x ) eine Ecke hat. Hier ist d y : d x die Geschwia- 
digkeit der Erhitzung, die beim Abkuhlen negativ ist. Das Verfahren 
nach Fig. 309 liefert fiir die graphische Darstellung dieser Geschwindig- 
keit y’ zwei Kurvenstiicke c', die bei x=x x nicht zusammcnhangen, 
sondem einen Sprung haben. 
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zu betrachtenden haben im allgemeinen einen stetigen Differential- 
quotienten, d. h. abgesehen von gewissen Werten von x, fur die der 
Differentialquotient unendlich groB wird. Der zu einem derartigen 
Wert von x gehdrige Punkt P der Bildkurve c von y — f (x) hat eine 
zur y-Achse parallele Tangente, so dafi die Konstruktion einen unend¬ 
lich fernen Punkt P' gibt. Abgesehen von solchen Stellen also wird 
das Bild des Differentialquotienten y' oder f (x) wieder eine stetige 
Kurve c' sein. Wir nennen sie die (erste) Differentialkurve der 
Kurve c oder auch die (erste) abgeleitete Kurve. Wir lugen 
„erste“ in Klammern hinzu, weil sich nachher weitere Kurven ergeben 
werden. 

Die Differentialkurve kann auch dann, wenn die urspriingliche 
Kurve c stetig ist und sich auch ihre Steigungen nur stetig andern, be- 
sondere Erseheinungen bieten, namlich Ecken haben, d. h. Stellen, an 




denen sich ihre Richtung unstetig andert. Wenn man z. B. eine Kurve 
c aus zwei Kreisbogen A B und B C mit gleichen Radien wie in Kg. 311 
so bildet, dafi die Bogen einander in B beruhren, also B auf der Ver- 
bindenden der Kreismitten M t und M t liegt, besteht die zugehorige 
Kurve c' aus zwei Stucken A' B' und B' C\ die symmetrisch hinsichtlich 
der Ordinate von B sind und in B' eine Ecke bilden. 

Femer gibt es bei Anwendungen oft Bilder von Vorg&ngen, also 
Kurven c, die zwar stetig sind, aber Ecken haben, d. h. deren Steigung 
sich unstetig andert. 1st z. B. x die Zeit, y die Temperatur eines K6r- 
pers, der von der Zeit x 0 bis zur Zeit x x erhitzt, vom Augenblicke x 1 an 
aber in einem Wasserbade bis zur Zeit x 2 abgekuhlt wird, so wird die 
Funktion y von x durch eine Kurve c etwa wie in Fig. 312 dargestellt, 
die an der Stellc (x x ; y t ) eine Ecke hat. Hier ist d y : d x die Geschwin- 
digkeit der Erhitzung, die beim Abkuhlen negativ ist. Das Verfahren 
nach Kg. 309 liefert fur die graphische Darstellung dieser Geschwindig- 
keit y' zwei Kurvcnstiicke e', die bei x =x l nicht zusammenhangen, 
sondem einen Sprung haben. 
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Nennt man Stellen einer Kurve und ihrer Differentialkurve, die zu 
derselben Abszisse gehoren, einander entsprechend, so folgt aus 
Satz 7, S. 104, und Satz 8, S. 106, sofort 

Satz 3: Wird die Bildkurve c einer stetigen und diffe- 
rentiierbaren Funktion im Sinn wachsender Abszissen 
durchlaufen, so entspricht einer Stelle, wo c steigt oder 
fallt, eine Stelle der Differentialkurve c', die eine positive 
oder negative Ordinate hat. Den Maximal-, Minimal- und 
Terrassenpunkten von c entsprechen die auf der Abszissen- 
achse befindlichen Stellen von c'. 

Man verfolge dies in Fig. 310, S. 455, wo c zwei Maximal-, eine 
Minimalstelle und zwei Terrassenpunkte hat, so daB c' die Abszissenachse 
funfmal trifft. 

Da die Differentialkurve das Bild der Funktion y' = /' (x) ist, 
stellt ihre Steigung an der Stelle x den Differentialquotienten der Funk¬ 
tion f (x) dar. Dieser aber ist der zweite Differentialquotient f" (x) 
von / (a;). Also: 

Satz 4 : Der zweite Differentialquotient von y = f(x) 
gibt die Steigung der Differentialkurve c' der Bildkurve c 
von y = /(z) an. 

Hiermit ist eine geometrische Deutung des zweiten Dif¬ 
ferentialquotienten gewonnen: Der zweite Differentialquo¬ 
tient spielt fur die Differentialkurve c' dieselbe Rolle wie 
der erste fur die urspriingliche Kurve c. 

Durch dasselbe Verfahren, durch das aus der Kurve c das Bild c' 
des ersten Differentialquotienten abgeleitet wurde, kann man wie in 
Fig. 309 aus der Kurve c' das Bild c" des zweiten Differentialquotien¬ 
ten gewinnen, indem man irgendeinen Punkt P' von c' ins Auge faBt, 
vom FuBpunkte Q seiner Ordinate aus die z-Einheit im negativen 
Sinn auf der z-Achse bis R abtragt und durch R die Parallele zur Tan- 
gente t' von c' zieht. Sie trifft die notigenfalls zu verlangernde Ordinate 
Q P' in einem Punkt, dessen Ordinate gleich y" ist, vorausgesetzt, daB 
diese Ordinate mit der y-Einheit gemessen wird. Man gelangt so zur 
Bildkurve c" der Funktion y" = /" (z); sie heiBt die zweite 
Differentialkurve von c oder auch die zweite abgeleitete 
Kurve. 

Die Kurve c" steht zur Kurve c' in derselben Beziehung wie die 
Kurve c' zur Kurve c, d. h. die Ordinaten von c h und 6' stellen die 
Steigungen von c' und c durch Strecken dar, die mittels der y-Einheit 
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zu raessen sind. Demnach gilt ein Satz entsprechend dem Satz 3, wenn 
man c und c' durch d und c" ersetzt. 

Man iibersieht, wie man weiter zu einer dritten, vierten usw. 
Differentialkurve oder abgeleiteten Kurve c'", c lv .. . gelangt. 
Allgemein: Die (n + l) tc Differentialkurve d n +' J) ist die erste 
Differentialkurve der n ten Differentialkurve c (n) . Deshalb 
gilt auch fur d n) und c (n+1) statt c und d der Satz 3: Die n te Dif¬ 
ferentialkurve steigt oder fallt, je nachdem die (n-j-l) te 
positive oder negative Ordinaten hat. Oder umgekehrt: Die 
(n -f l) t0 Differentialkurve hat positive oder negative Or¬ 
dinaten, je nachdem die n u steigt oder fallt. 

Wenn man von der Differentialkurve einer Kurve c in der Einzahl 
spricht, meint man ihre erste Differentialkurve d. 

Weil y — f (x) denselben Differentialquotienten wie y — f(x) -j-konst. 
hat, ergibt sich: Wird eine Kurve e parallel zur y -Achse ver- 
schoben, so andert sich ihre Differentialkurve d nicht. 



Fig. 313. 


X 






or 

Fig. 316. 


Man betrachte nun die in den Figuren 313 bis 316 dargestellten 
Kurven c und verfolge sie im Sinn wachsender Abszissen, also von links 
nach rechts. Im ersten Fall nimmt die Steigung ab, denn sie ist posi- 
tiv, und die Kurve wird immer flacher. Im zweiten Fall wird die 
Kurve immer steiler; sie hat aber eine negative Steigung. Obgleich 
hier der absolute Betrag der Steigung wachst, nimmt die Steigung selbst 
ebenso wie im ersten Fall ab (wie die Zahlenreihe — 1, — 2, — 3 usw. 
abnimmt, obgleich die Zahlenreihe 1, 2, 3 usw. wachst). Im dritten 
Fall ist die Steigung positiv und nimmt zu. Im vierten endlich wird 
die Kurve zwar immer flacher; da aber die Steigung negativ ist, nimmt 
die Steigung zu (wie die Zahlenreihe —5,—4, —3 usw. zunimmt, 
obgleich die Zahlenreihe 5, 4, 3 usw. abnimmt). In den beiden 
ersten Fallen nimmt also die Steigung ab, in den beiden 
letzten zu. 

Ist nun c die Bildkurve einer Funktion y von x, so heiflt dies: Im 
ersten und zweiten Fall nimmt y' ab, im dritten und vierten dagegen 
zu. Da y' die Ordinate der Differentialkurve d ist, fallt die Kurve d 
im ersten und zweiten Fall, wahrend sie im dritten und vierten steigt, 
d. h. die Kurve d hat im ersten und zweiten Fall negative und im dritten 
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und vierten positive Steigung. Dies bedeutet: Im ersten und zweiten 
Fall hat die zweite Differentialkurve c" negative, im dritten und vierten 
positive Ordinaten. Nun aber ist der zweite Differentialquotient y" 
die Ordinate der Kurve c". Deshalb ist y" im Fall der Fignren 
313 und 314 negativ und im Fall der Figuren 315 und 316 
positiv. 

In den beiden ersten Fallen sagt man, daft die Kurve ihre kon¬ 
vex 6 Seite (ihren Buckel) nach oben wende, dagegen in den beiden 
letzten ihre konkave Seite (ihre Hohlung). Dabei wird das Achsen- 
kreuz in der gewohnlichen Lage vorausgesetzt. Liegt es anders, so ist 
als „oben“ diejenige Seite der Figur zu betrachten, auf der die positive 
y- Achse liegt. Somit gilt der 


Satz 6: Die Bildkurve einer Funktion y = f (x) wendet 
ihre konvexe oder konkave Seite nach oben (nach der Rich- 
tung der positiven y-Achse), je nachdem an der betraehte- 
ten Stelle der Wert ihres zweiten Differentialquotiejiten y" 
negativ oder positiv ist. 


Durchlauft man die Kurve im Sinn wachsender Abszissen, so kann 
der zweite Differentialquotient y" auch durch den Wert Null gehen. 
Ist cr vorher negativ und nachher 
positiv, so liegt der Fall der Fig. 317 
vor. Ist er dagegen vorher positiv 
und nachher negativ, so liegt der Fall 
der Figur 318 vor. Denn im ersten 
Fall ist die Kurve nach oben hin vor 
der Stelle konvex und nachher konkav, 



Fig. 317. 


Fig. 318. 


im zweiten vorher konkav und nachher konvex. An der Cfbergangs- 
stelle, an der y" gleieh Null wird, tritt deshalb eine Wendung in 
ihrcm Verlauf ein. Man hennt diese Stelle einen Wendepunkt 
und ihre Tangente eine Wendetangente (vgl. S. 143). Man sagt 
auch Inflexionspunkt und In flexionstangente. Die Kurve ver- 
lauft in der N&he des Wendepunktes auf verschiedenen Seit'en 
der Wendetangente, indem sie die Wendetangente im Wende- 
punkte durehsetzt, aber trotzdem beriihrt. 


12. licispiel: I)ic Funktion y = sin x hat den zweiten Differentialquotienten 
ij" = - sin x, der gleieh Null wird fiir a: = mtt, wo n irgendcine ganze Zahl bedeutet. 
Ferncr ist \j — cos cc, also fiir x ~ nn gleieh “ 1, je nachdem n gerade oder ungcrade 
gcwahlt wird. AulJerdem ist y = 0 fur x = n it. Jlithin hat die Sinuslinie fiir 
a = 0. ± n, ± 2 n usw. Wendepunktc mit den Steigungen 1, — 1, + 1 usw., siehe 
Fig. 274, S. 388. 


13. Beispiel: Man beweise, da£ die Kosinuslinie, siehe Fig. 276, S. 390, 
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Ito x J± n 4 . /"LTangenslinie, siehe Fig. 281, S. 398, 

S. 399, fur x = + A“, ^ nd dle Kotangenslinie, siehe Fig. 282, 

den Steigungen + l oder"^-! to " * USW ' auf der a: ' Achse Wendepunkte init 

14. Beispiel: Die im 6 . Beispiel, S. 142 u. f„ vorkommende Funktion 
v = _ 2 1 

ic 2 (x -1 )2 


hat als ersten utld *weiten Differentialquotienten 


y' = —- _ 2 /, 

* a? y = 

Der zweite wird gleich Null fur 

h 


12 6 
'a* + (x — 1 )*' 


X = 


K 2—1 


Werte y = _ 1 985 uZ „' = "genmdet kommt z = 0,543. Hierzu gohoren die 
Wendepunkt mit seiner Ta.m>™u 4 '\( Sle ?* Stl ™ mea den in Fig ' 96 ' S ‘ 143 ' sicht baren 
von x = 0 bis x = 1 fin dto aliehf^'^Rn^u da<J V " S ° nSt nirgends im Int ervalle 
' schwindet, vielmehr fur x < 0 543 twJ!« Bl d f'! rve damal3 untersucht wurde) ver- 
n«ch Sate 5 die Gestalt der Ktove erfibt ' mdturx> O’ 543 P° sitiv ist - woraus sich 

§ 2. Kennzeichen eines Maximums Oder Minimum*. 

aufier'^TTn Ved 52 d f ^ dkur ^e c einer Funktion y =- / <x) sind 

dieienigen Stelle^wto 1 Kontavitat sowie . den Wendepunkten nock 

ernicht. Nach Satz 8 i'~m t ^ Maxi “ um oder Minimum 
Ariato Tii-pp r i . ’ kann es nur da vorkommen, wo der 

dy:dx ° der y' den Wert N « d hat. Wenn 
V °k ? 2 eiCt Nul1 ist - foI ?t d «aus aber nur, daB 

^STe har D^altfr 1611 , SteUe eine zur ^ Achse P^le 

and einTerta Desh »h> kfinnte dort statt eines Gipfels oder Tales 
l und 4 1*** 7 gL *** 73 ’ S - 105 *» Stellen 

au^er sSle Schon daB * 

hat wptiti 9 / ’ •*? iv ^ wir( ^ 5 dann und nur dann ein Maximum 

negktiv to VOrller P ositiv Uttd umnittelbar uachher 

• ^^ hreDd tom Minimum das Umgekehrte gilt Wie 

wden^W^, 1 ?" 6 /“ im Sinn wac hsender Tbszissen dSchlaufen 
tTven wIt aUr,^ ““ SteUe > wo /=0 ist, einen nega- 
mte haT fklft di ^.^^ntialkurve C " eine negative ofdi- 
n erste Merentialkurve c' (nach S 458) so daB 

£lto , P^^tmt der SteUe abnimmt. Da V an dkr SteUe 
geich Null sem soU, mufi y' vorher groBer und nachher kleiner 
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als Null sein. Demnach tritt dort ein Maximum von y ein. Wenn 
dagegen y' f an einer Stelle, wo = 0 ist, einen positiven Wert 
hat, schliefien wir ebenso, daB y dort ein Minimum hat Deshalb 
gilt der 

Satz 6: Eine differentiierbare Funktion y=/(z) kann 
fur ein bestimmtes x nur dann ein Maximum oder Mini¬ 
mum haben, wenn dort ihr erster Differentialquotient y r 
den Wert' Null hat Ist fur dies x auch der erste Dif¬ 
ferentialquotient y* differentiierbar und der zweite Dif¬ 
ferentialquotient y" negativ oder positiv, so tritt wirklich 
ein Maximum oder Minimum der Funktion y ein. Hierbei 
wird von vielleicht vorkommenden Grenzmaximis oder 
Grenzminimis abgesehen. 

Beziiglich der letzten Bemerkung in diesem Satz erinnern wir an 
die Ausfuhrungen auf S. 105, 106. 

1. Beispiel: Die Tragfahigkeit eines Balkens von rechteckigem Querschnitte 

mit zwei wagerechten Flachen ist um so groBer, je groBer das Produkt aus der Breite 
und dem Quadrat der Hbhe des Querschnittes ist. Wie wird man also aus einein 
Stamm von kreteformigem Querschnitt einen Balken von grdBter Tragfahig¬ 
keit aussfigen? Man hat in einen Kreis von gegebenem Radius r ein Rechteck so 
einzuschreiben, dafi das Produkt aus seiner Breite und dem Quadrate seiner Hohe 
ein Maximum wird. Ist x die halbe Breite, so ist die halbo H6he. Also soli 

y = 2 x. 4 (r 2 — x 2 ) == 8 (r 2 x — x 3 ) 

ein Maximum werden. Dabei ist x auf die Werte von 0 bis r beschr&nkt. Fiir 
x = 0 und x * r wird y = 0, was zu unbrauchbaren Grenzminimis fiihrt. Da 
y' — 8 (r 2 — 3 z 2 ) und y” = — 48 x ist, wird y' = 0 ffir x = | r )/$, wo die Wurzel 
positiv zu nehraen ist. Ferner ist danh y" negativ, so daB iikrx-iryil 
ein Maximum cintritt. Man beweise, daB man das Rechteck so bekommt: Ein 
Durchmesser, der die eine Diagonale des Rechtecks sein soli, wird gedrittelt. Die 
Lote zum Durchmesser, die man in den beiden Teilpunkten nach verschiedenen 
Seiten errichtet, treffen den Kreis in den anderen Ecken des Rechtecks. 

2. Beispiel: Fiir die positive Quadratwurzel yi + x 2 im Intervalle 0 < x < 1 
hat man den N&herungswert 0,96 + 0,40 x cmpfohlen. Er soli auf seine Gtite 
gepriift werden. Benutzt man dicsen Naherungswert statt der Quadratwurzel. so 
entsteht der auf seine Gr6Be zu untersuchende Fehler: 

y * 0,96 + 0,40 x — VF+x 2 . 

Man hat y' * 0,40—-x ]/l + x 2 . Fiir die untere Intervallgrenze x =» 0 wird 
y * — 0,04 und y' > 0, hier liegt also ein Grenzminimum des Fehlers vor. Fiir die 
obere Intervallgrenze x = 1 ist y ~ — 0,054... und y'< 0, so daB auch hier ein 
Grenzminimum eintritt. Im Intervalle wird y' ~ 0, wenn x 2 : (1 + x 2 ) = 0,16, also 
x « 2 :1/21 « 0,44 ... wird. Da y" « — 1 : yf+x? 8 , also^negativ ist, tritt 
dann das Maximum des Fehlers y ein. Es betragt 0,96 — | y210,043... Also 
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sind + 0,043... und — 0,054... die Schranken des Fehlers, der daher ein wenig 
mehr als 5 Einheiten der zweiten Dezimalstelle betragen kann. Dies zeigt, dai3 die 
Naherungsformel fiir die Abrundung auf zwei Dezimalstellen keineswegs ausreicht. 

Die Bestimmung der Maxima und Minima wird haufig durch den 
folgenden selbstverstandlichen Satz erleichtert: 

Satz 7: Sind y und z zwei Funktionen von x t die flir 
dieselben Werte von x zu- oder abnehmen, so haben beide 
fiir denselben Wert von x ein Maximum oder Minimum. 
Wenn jedoch z abnimmt, sobald y zunimmt, und zunimmt, 
sobald y abnimmt, hat z fur einen solchen Wert von x t 
fiir den y ein Maximum oder ein Minimum wird, ein Mini¬ 
mum oder Maximum. 


ttij Beispiel: Zur Beuxteilung des Standpunktes, von dem aus man ein 
Bildwerk, eme Inschrift oder dergleichen am deutlichsten sieht, ist die Liisung der 
folgenden Aufgabe von Bedeutung: Auf einem 
Schenkel eines rechten Winkels, siehe Fig. 319, 
liege eine Strecke AB. Auf dem andern Schenkel 
soil ein Punkt X so bestimmt werden, dab der Ge~ 
sicht'swinkel, unter dem das in X befindliche Auge 
die Strecke A B sieht, namlieh der Winkel 
y~ *&.AXB, am grofiten wird. Die Hohen 

0 A — a und 0 B = b a seien gegeben. Die 
Strecke 0 X = x kann auf positive Werte be- 

rST* V “ • *“ r “™<> * d.n S T„ s ,„ s „„„ Dtal si 



x~ 
Fig. 319. 


Hv- 


a 

X 


__ (b — a) x 

1 + A JL + a b 


Sr f Scine ” Ta "& ens fragen 


2 = 


fragen. Nun ist 


= _ ± _ x ^ ab 
(b-a)x l — a + (6 — 0 )* 


Z = . 


a 1) 


z" ~ + 


2 ab 


h ~ a v-*)* 2 ’ ~ (&-«)*»■ 

V °n * d ' h ' ein Maximum von y ergibt, 
geometrische Mittei von o/nnd°OB D , er ,.| esuchte Abstand x ist das 
Konstruirtion ,u “ * 
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Wenn der erste Differentialquotient y' e iner Function 
y=f(x), deren Maxima und Minima gesucht werden, die 
Jorm eine Bruches u:v hat, lafit sich die Bestimmung des 
Vorzeichens von y" vereinfachen. Denn aus u' =« : v folgt 
nach der Bruchregel: 

_ u' V — u V ' 

u o 2 

Fur die fraglichen Stellen ist nun y’ = 0, d. h. u = 0, so daS fiir sie 
y" g lei <* «' rai Man braucht daher nur den Zahler von 
y zu differentiieren. Natiirlich ist dabei von Werten von y abge- 
sehen, fllr die der Nenner v gleich Null wird. 

4. Beispiel; In einer Rohrleitung fliefie Wasser mit dem Gefalle d. h. J 
•gebe in Metern an, um wieviel der Wasserspiegel auf je ein Meter des Weges f allt. Die 
mittlere Geschwindigkeit im Qimrprofil, siehe Fig. 320, wird nach den Lelixen der 
Hydrodynamik in der Form c ]fj r angegeben, ausgedruckt in m/sek. (vergl- S. 256). 
Dabei bedeutet c eine Konstante, die von der Rauhigkeit der Wandung al>hangt. 
Ferner bedeutet r den hydraulischen Radius des Profils, d. h. das' Verhaltnis 
F :u, wo F die Fl&che des Wasserprofils in qm und u die Lange des "foenetzten 
Profilrandes in m ist. Bedeutet x das Bogenmafi des zu u gchorigen Zentriwinkels 
und a den Radius des Rohrquerschnittes in m, so ist u ~ ax und F die Differenz 
aus dem zu x gehorigen Kreisausschnitte, der 

gleich | a . ax ist, und dem gleichschenkligen -\ 

Drcieck M A B , dessen halbe Grundlinie gleich f \ 

a sin I- x und dessen Ho he gleich a cos % x, ( a 

dessen Inhalt daher gleich a 2 sin J x cos £ x — J 

ist. Daher wird: y — JF* / 

F = J a 2 a a* sin | X cos J a:. Fig .“ 20 . Fig _ 321 . 

Wenn der Wasserspiegel htiher als die Kreis- 

mitte liegt, ist cos J x negativ, so dafi F als Summe aus Kreisaussch.ni'tt und 
Dreieck erscheint, was ja auch in Fig. 321 zutrifft. Nach Satz 17, S. 412, ist 

F — £ a 2 x — J a 2 sin x , 

also wegen u ax der hydraulische Radius: 

F . . sin x 

r = — = \ a — la - 

u * x 

Die Geschwindigkeit c f/J r wird, da c und J Konstanten bedeuten, am g^rofiten 
wenn r am gr6fitcn, d, h. wenn 


am kleinsten wird. Wir suchen daher das Minimum von y. Es kommt: 


und der Zahler ist gleich Null, wenn entweder x = 0 oder x — sin x : cos oc. = tg x 
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Neuntes Kapitel: Hohere Differentialquotienten . 


ist Der erste Fall’ ist ohne Bedeutung. Im zweiten handelfc es sich um den Winkel x 
zwischen 0 und 2 fur den tg x - x ist Erwurde im 1. Beispiel S. 402, gefunden; 
x = 4,4934. Das zugehorige GiadmaB ist 257 0 27'. Fig. 321 ist ffir diesen Wert 
von x entworfen. Urn zu entscheiden, ob fur ihn ein Maximum oder Minimum eintritt 
berechnen wir y". Da y' die Form eines Bruches u : v hat, biauchen wir nach der 
vorausgeschickten Bemerkung nur u f : v zu berechnen. Da hier ferner v = x 2 positiv 
ist, kommt es also nur auf das Vorzeichen von 

u' = cos a; — x sin x — cos x = — a: sin a; 

an, das, da x im dritten Quadranten liegt, positiv ist Also hat y sein 
Minimum, d. h. die Geschwindigkeit e \ r Jr ihr Maximum fur x = 4,4934 
Oder 257® 27'. 


Der Satz 6 gibt zwar fur den Fall, wo y 1 fiir einen Wert von x 
gleich Null und y" dort negativ oder positiv ist, die GewiBheit eines 
Maximums oder Minimums, doch sagt er nichts aus, wenn auch 
y” dort gleich Null wird Um dann zu einem hinreiehenden 
Merkmale des Maximums oder Minimums zu gelangen, schlieBen 
wir so: 


Wir wollen annehmen, y' und y" seien gleich Null fiir x =x 0 . 
Ferner moge die zweite Differentialkurve c" fiir x~$ 0 ein 
Maximum haben. Daim muB sie, da sie fiir x —x Q die Ordinate 
Null hat, wie die strichpunktierte Linie in Fig. 322 verlaufen. In der 
Nahe von x 0 ist also y" negativ, d. h. die erste Differentialkurve c' muB 
nach S. 458 ebenda.f alien. Weil sie fur x = x 0 die Ordinate Null hat 
und ihre Steigung (namlich y") fiir x = # 0 auch gleich Null ist, muB 
o' an der Stelle x = x 0 der Abszissenachse einen Terrassenpunkt mit 
fallendem Verlaufe haben. Deshalb geht c' von Stellen oberhalb 


•*- Einhetf 


r 


X 


Fig. 322. 



ic ' 

Fig. 323. 


der .t-Achse zu Stellen unterhalb der a-Achse, so dafi die Kurve c selbst 
vorher steigt, naehher fallt, also c fiir x=x Q ein Maximum hat. 
Hatten wir vorausgesetzt, daB c” fiir x — x 0 ein Minimum habe, so 
batten wir ebenso geschlossen (siehe Fig. 323), daB c dort auch ein 
Minimum hat, 

Nehmen wir jetzt an, c" habe fiir x =x 0 weder ein Maximum 





§ Kennzeichen eines Maximums oder Minimums. 
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noch ein Minimum. Dann muB c" an dor Stelle x = z 0 die Ab- 
szissenachse durchsetzen, also vorher oben und nachher unten ver- 
laufen oder umgekehrt, d. h. c' muB vorher steigen und nachher fallen 
oder umgekehrt. Da c' auch dureh die Stelle x = x 0 der Abszissenachse 
geht und hier die x-Achse beriihrt (weil hier y" = 0 ist), muB e' ein 
Maximum oder Minimum haben und also entweder bestandig unter- 
halb oder bestandig oberhalb der x-Achse bleiben, d. h. die Kurve c 
muB in der Nahe von x — x 0 entweder bestandig fallen oder bestandig 
steigen, so daB c fur £=a - 0 weder ein Maximum noch ein 
Minimum hat. 

Wir haben somit erkannt: 

Satz 8: Ist eine Funktion y — f(x) mit ihrem ersten und 
zweiten Differentialquotienten an der Stelle x—x 0 stetig 
und ist fur x=x 0 sowohl y' als auch y" gleich Null, so 
haben y—f( x) und y" — f" (x) fur x — x 0 entweder beide 
ein Maximum oder beide ein Minimum oder schlieBlich 
beide weder ein Maximum noch ein Minimum. Eine andere 
Mogliehkeit gibt es nicht. 

Urn also in dem Fall, wo fiir x =x 0 nicht nur y\ sondern auch y" 
gleich Null ist, zu entscheiden, ob ein Maximum oder Minimum von 
y eintritt, kann man statt dessen fragen, ob y" dort ein Maximum oder 
Minimum hat. Dies tritt naeh Satz 6 nur dann ein, wenn fUr x =x 0 
auch y'" — 0 ist, und zwar ergibt sich, wenn aufierdem y lv 4 - 0 wird, 
ein Minimum oder Maximum, da ja y" der zweite Differentialquotient 
von y" ist. Ist aber fiir x=x 0 auch y"~ == 0 , so wird Satz 8 auf y" 
statt y angewandt. Er lehrt, daB jetzt die Entscheidung iiber Maxi¬ 
mum oder Minimum darauf zuriickgefiihrt werdcn kann, ob y' v fiir 
x —x 0 ein Maximum oder Minimum hat, usw. So kommen wir zu 

Satz 9: Eine differentiierbare Funktion y=f(x) kann 
nur fiir einen solchen Wert x 0 von x oin Maximum oder 
Minimum haben, fiir den ihr erster Differentialquotient y’ 
gleich Null ist. Um zu entscheiden, ob dann wirklich ein 
Maximum oder Minimum eintritt, berechnet man die h 5 he- 
ren Differentialquotienten y", y'" ... so wcit, bis man zu- 
®rst auf einen stSBt, der fiir x=x 0 nicht gleich Null ist. 
Hat er ungeraden Index, so tritt weder ein Maximum noch 
ein Minimum ein. Hat er geraden Index, so liegt ein 
Maximum vor, wenn er negativ ist, dagegen ein Minimum, 
wenn er positiv ist. Vorausgesetzt wird, daB alle in 
Betraeht kommenden Differentialquotienten fiir x = 0 ^ 

Sch offers. Lehrbuch der M&themftfcik. 
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^.9 Kajntel: inhere Differ* 


bei der Besciankung ^o^Ttuf 8 GreilJ ™inimi S , die 

Interval,grenzen auftrften, i* ^Li Z^u " ^ 

K -K * • . 


positive game ZaW sei. ^ von » = 

y" - n(n — 1) x n ~ 2 ~ • - maot ^ nur fiir a = f 


w o « eine 


usw AUe niff ***”*• f = ” X ' nur fiir * = O. Ferner wird 

w w, ,^r. « *“ n ”» ^ 


0 



,, „ wn 

wedCT em Maximum noch'ein Minimum °e!n- Ullgerade ’ 80 tri « fiir x = 0 
em Minimum ein. Man erkennt dies inelf ’ f " gerade ’ so tritt Mr x = 0 
wenn n gerade ist, im ersten und Z \Jten *Z ^ Verlaufe der Bildkurve, die, 
dritten Quadranten liegt und dann im Aidane™* ? un ? erade ist > ini ersten und 
n > 1 lst - Siehe Fig. 324 fur den Fall n = 4 g P kt eme Terrasse hat, sobald 

facheren'ITtz (T 1 ^ meistens dem ein- 
lenn7i;\f rd aU \ da f « r , ^’ohnlich *"*0 ist, 

nicht heranzuzieL '\ t * ° ft Selbst diesen 

der Aufgabe e “w deft aUS der Nato 

X mum auftreten muB ’ M a f emiS?™ 1 ^ ° dei ’ Mini ‘ 
^ Bedingung ,/= 0 a ji ( ,i i 68 dann »» der 

Fig - 324 . jetzt die g vollstandig n Me^ate T £ ^ 6rst 
Minima obo-lniei, , le Kma e der Maxima und 
und Minimalaufgaben friihe/erledigt habem ^ Rdhe V ° n Maxima1 ’ 

0der Minimum eine 

ein, auf dem mit dem kleinsten Kraft™# Me ° hamk zei ^> einen Weg 
■wrd. In der Technik will man phe t n Wande das Gr5Bte erreicht 
aufwande mQglichst grofien Nutzen 25? 1 dem £ erin g ste n Kosten- 
minimum der '^J&ZZ&SStJSZZ* ^ ** K< *“- 

zeiehen Vuk lS!S^ e *Xita^'?R , “ eh \ IU ™ che ' ld ' Xenn - 
quotient y' = f ( x ) ftir d b t ff ™ s ’ namhch der Differential- 

mufi, kann etwas anders aLedrfm^ 7 von * & leich Null sein 
ferentialquotient aus & ed ™kt werden: Da nach S. 69 der Dif- 


- ** strebt , S0B . 

Fon oi ein Maximum oder Minimum hT gew B issen Wert 
ebenso groB sein wie Ux4-dr \ hat ’ muB dort f (x) 

Hx+dx). Daher tntt augenblicklich ein 
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Stiilstand in der Anderung von / (x) ein. Wir erinnern, wie schon auf 
S. 258, an das Sprichwort: „ Stiilstand bedeutet Riickgang“. 

6. Beispiel: Von welcher Stelle X der Geraden g aus gesehen erscheint die 
Strecke AB in Fig.3*25 unter dem groUten Gesichtswinkel AXB? Alle Pimkte X 
der Zeiehenebene, fur die A X B denselben Wert hat, liegen bekanntlich auf einem 
Kreis durch .4 imd B . Nach dem Vorhergehenden kann ein Maximum des Gesichts- 
winkels nur dann fur einen Punkt X von g eintreten, wenn der Gesichtswinkel fur X 
gerade so groB isfc wie fur einen unendlich benachbarten Punkt. F von g. Daher suchen 
wir X so auf g zu bestimmen, dafi der Kreis durch X, A und B die Gerade g noch in 
einem zu X unendlich benachbarten Punkt Y trifft, 
weil ja dann A X B = <£ A Y B ist. Dies be¬ 
deutet: der Kreis mu 15 g in X. beriihren. Also ist 
X so gelegen, dafi 0 X 2 = 0 *4 .0 B wird, wenn die 
Gerade AB die Gerade g in 0 trifft. Dies Ergebnis 
haben wir in dem besonderen Fall, wo A B zu g 
senkrecht ist, im 3. Beispielc durch Redlining ge- 
funden. Zwei Punkte X gehen hervor, 0 liegt 
zwischen ihnen. Fiir beide tritt ein Maximum des Fig. 325. 

Winkels ein, denn wenn sich der Punkt, von dem aus 

A B betrachtet wird, liings g hinhewegt, wird der Winkel sehr klein, falls sich der 
Punkt weit entfcrnt; aber auch, falls er in 0 liegt, ist der Winkel gleich Null. Also muB 
zwischen 0 und dem Unendlichfernen nach jeder Scito hin mindestens ein Maximum 
liegen. 

Der Umstand, daB fur eine Stelle x, fur die / (%) ein Maximum Oder 
Minimum hat, der Wert von / (x) gerade so groB wie / (x + d x) ist, 
wahrend er an Stellen x, die ganz beliebig gewahlt werden, davon un¬ 
endlich wenig abweicht, ist im Hinbliek auf die Unvollkommenheit aller 
menschlichen Arbeit, von nicht zu unterschatzender Bedcutung. Wenn 
wir n&mlich fiir x nicht genau den Wert nehmen, fur den / (x) das 
Maximum oder Minimum hat, sondern einen wenig davon abweichen- 
den Wert, wird der EinfluB dieses Fehlers auf das Ergebnis / (x) sehr 
gering sein, n&mlich geringer, als der EinfluB einer cbenso groBen 
Abweichung des x von einem gewiinschten Wert fiir eine Stelle ware, 
wo y' Oder /'(x) nicht gleich Null ist. Ansehaulicher ausgodrttckt: Auf 
einem Berggipfel oder auf der Talsohlc (allerdings auch auf einer 
Terrasse) werden wir unsere Hohe nur unmerklich andern, wenn 
wir einen Schritt tun; dagegen ist die Anderung der Hdhe an einem 
Abhange bei nur einem Schritt betrachtlieh. Wenn wir also z. B. 
die Kosten y = / (x) eines Entwurfs zu einem Minimum 
machen wilrdcn, sobald wir die im Entwurfe vorkommende willkur- 
liche GroBe x gleich a wahlten, wird der Kostenbetrag eine nicht 
ins Gewicht fallende Erhohung erfahren, wenn wir x wenig verschieden 
von a wahlen. Dazu notigt uns die Unvollkommenheit aller unserer 
Verrichtungen und auch die Riicksicht auf praktische Erwagungen; 

30 * 
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Neuntes Kapitel: Holiere Differentialquolienten . 


oft stehen fur die Grofie x nur sprungweise verschiedene Werte zur 
Verfugung, z. B. bei Materialien, die nur in gewissen normierten Sorten 
hergestellt werden. 

1 st y = / (a;) eine stetige Funktion von x, deren Bildkurve cine 
Symmetric- oder Spiegelgerade parallel zur y-Achse hat, siehe 
Fig. 826 und Fig. 327, so tritt dort, wo die Kurve diese Gcrade schneidet, 
ein Maximum oder Minimum ein. Dies gilt sogar, wenn die Bildkurve 



Kg- 326. Fig. 327. Fig. 328. 


dort eine Ecke hat, siehe Fig. 328. Hat die Symmctricgerade die Ab- 
szisse, a, so muB / (x) fiir zwei Werte x — a ± u, die gleicli weit (um ± u) 
von a entfemt sind, gleiche Werte haben, also 

/(*+«)=/(« — u) 


fiir jedes u sein. Wenn insbesondere die y-Achse selbst die Spiegel¬ 
gerade, also a = 0 ist, kommt /(«)=/(—«), d. h. dann ist f (x) 
erne gerade Funktion von a; (vgl. S. 384). Eine gerade Funktion 
f(x) hat also fura;=0, sobald sie dort stctig ist, stets ein 
Maximum oder Minimum. 

Diese Uberlegung gibt den inneren Grand dafiir, daB hkufig 
eine symmetrische Annahme zu einem Maximum oder Mini¬ 
mum fiihrt, z. B.: Unter alien Dreiecken von gleicher Grundlinie und 
gleicher Summe der beiden anderen Seiten ist dap gleichschenklige das 
groBte; unter alien einem Kreis einbeschriebenen Rechtecken ist das 
Quadrat am groBten. 

Wir geben noch zwei fiir die Optik wichtige Beispiele: 


7. Beispiel: Zwei Felder seien durch eine Gerade g getrennt. Im einen kann 

Srind?r> komtanten Geschwindigkeit i m anderen mit der konstanten Ge- 
schwmdigkeit v ,, hewegen, etwa ausgedruckt in Metern fiir die Sekunde. Wdchen We* 

r am sch , neiisten von einem *** a *** 

Ra™ A w A d rf an x d * ren v r U gelangHl? A habe von g den Abstand AO - a und 
Ab ^ d BU= 1 und 0 u betrage cm, siehe Fig. 329. In iedem 

Felde wird man einen geraden Weg einschlagen. Die Knickstelie des gcbrochemm 
Luuenznges se, der Punkt X anf g. 1st 0 X = *, positiv gemessen im linn von O 
nach U ' so lst die fur den We £ von A nach B notige Zeit in Sekunden: 







Kmnzeichen ernes Maximums oder Minimums. 


wo die Quadratwurzeln positiv sind. Der Differentialquotient ist: 

_ 1 x _ 1 _ e — x * 

y ~ Wl «s yv+{c — xf 


Die Forderung y' = 0 fiihrt aber nach Entfernung der Wurzeln auf eine Glei chung 
vierten Grades fur die Unbekannte x. Peshal b ziehen wir es vor, die Forderung 
geometrisck zu deuten: Der Brucb x : j/a 2 + a ; 2 ist der Sinus des Winkels 0AX 


Oder <f, gemessen im Sinn der Drehung von 
iO um i in der Richtung nach U zu, und 
zwar auch dann, wenn x negativ wird, weil 
alsdann X fiber 0 hinaus liegt, also <p negativ 
wird, daher auch sin </. Ebenso ist (c — x) : 
j /52 __ <i er sinus des Winkels U B X 

oder i/>, gemesseii im Sinne der Drehung von 
BJJ um B in der Richtung nach 0 zu, und 
zwar auch dann, 'vyenn c — x negativ wird, weil 
dann X fiber U hinaus liegt, somit \p und sin \p 
negativ werden. Die Forderung y' — 0 besagt 
daher: 

( 1 ) — sin w = — sin \p . 

x ' Vl % 

Geht x von — do bis + 00 , d. h. durchlauft 



Fig. 329. 


X die ganze Gerade g , so nimmt die linke 

Seite von (1) bestandig zu, n&mlich von —1 : v x bis +1 dagegen die rechte 
Seite bestandig ab, namlich von + 1 : v 2 bis — 1 : v 2 . Also sind beide Seiten nur 
iur eine Stelle X eiriander gleich. Sie liegt insbesondere z wischen 0 und U, denn 
wenn X von 0 bis V geht, wachst sin (p von Null bis c : Va* + c 2 , wahrend sin \jj 
von c : y b 2 j t (? bis Null abnimmt. Um die Stelle X angen&hert zu finden, schlieflen 
wir so: Um A wird der Kreis vom Radius 1 :v v um B der vom Radius 1:% 
geschlagen. Wenn nun AX und BX die Kreise in P xmdQ treffen, sind die Lote 
P P' und Q Q' von P und Q auf a und b gleich sin (p : v l und sin : v r Wegen (1) 
mull man also X so auf g wahlen, da 6 PP'= QQ' wird, was man leicht durch 
Versuche erreicht. Der Winkel <f ist gleich dem Winkel, den die Gerade A X mit 
dem Lot von g durch X bildet, und der Winkel gleich dem Winkel, den die 
Gerade B X mit diesem Lot bildet, wobei die Winkel in 'den in der Figur an- 


gedeuteten Sinnen zu messen sind. Nach (1) ist 


sin (f __ Vx_ 
sin \p ~~ v 2 * 

Da v x : v 2 eine Konstante ist, kommen wir somit zu demselben Gesetze wie bei der 
Brechung des Lichtes an der Grenze g von zwei optisch homogenen, aber verschieden 
dichten Mitteln, namlich zu dem SNELLiusschen Brechungsgesetze, wonach das 
Verhaltnis aus dem Sinus des Einfallwinkels (p und dem Sinus des Austrittwinkels 1 p 
konstant, gleich n ist: 

sin <p __ 
sin ?// 

Die Konstante n, der sogenannte Brechungsexponent, bedeutefc in Fig. 829 das 
Verhaltnis v x : v 2 der bei den Geschwindigkeiten. 
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8. Beispiel: Die Ablenkung des Lichtstrahls beim Durchgang durch ein opti- 
sches Prisma beruht auf zweimaliger Brechung, einmal an der Eintrittstelle U } 
dann an der Austrittstelle V, siehe Fig. 330, oberer Teil. Wenn der Brechungsexponent 
n des Prismas gegeben ist, niimlich als eine Konstante, die groBer als Fins is<\ weil das 
Prisma optisch dichter als die umgebende Luft ist, kann man den Weg des 
Lichtes in folgender Weise ermitteln: Von einem Punkt 0 ans zielit man 
Strahlen und l 2 parallel zu den Loten der linken und rechten Prismaflaehe. 
Ihre Pfeile sind so eingezeiclinet, wie es dem Liclitweg entspricht, d. h. (ler von 
4 im Sinn nach dem Innern des Prismas, der von l 2 im Sinn nach dem Aufieren. 
Ferner werde nun von 0 bcliebig ein Strahl t gezo^en und auf ihm ein Punkt P 
angenommen. Die Lote von P auf l x und Z 2 , niimlich PQ X und PQ 2 , werden 
dann von ihren FuBpunkten Q x und Q 2 aus auf das n-fache bis R t und R 2 verlangert. 
Es sei also Q l R x - « P und Q 2 R 2 - n Q 2 P. (In Fig. 330 wurde n = 1,5 
gewahlt.) Die Parallele zu durch R x treffe den Kreis um 0 durch P in S v und 
die Parallele zu l 2 durch R 2 treffe ihn in S 2 . SchlieBlich seien die Strahlen 0 S x und 
0 S 2 mit und s 2 bezeichnet. Dann ist offenbar 

(2) sin l x s x : sin ^ t = n : 1, sin 1l 2 : sin s 2 l 2 - 1 : n. 

Daraus folgt: In der oberen Figur 330 geht ein richtiger Lichtweg hervor, wenn man 
den einfailenden Strahl parallel zu s v den gebrochenen inneren Strahl parallel zu t 
und den abermals gebrochenen austretenden Strahl parallel zu s 2 ziehfc. Nebenbei 
bemerkt: In der unteren Figur 330 darf t nicht ganz beliebig, sondern nur inner- 
halb gewisser Schranken angenommen werden, die man feststellt, wenn man iiber- 
legt,. welche Richtungen fur U V im Innern des Prismas iiberhaupt nur in Betracht 
kommen konnen. Die durch das Prisma bewirkte Ablenkung des Lichtes wird 
durch den Winkel y bei W gemessen, den die Strahlen und s 2 miteinander bilden, 
Er heiBt der Ablenkungswinkel. Er tiitt auch in der HilfsJfigur auf. 




Nun soli die Frage beantwortet werden: Wann ist der Ablenkungswinkel 
am kleinsten? Von vornherein sieht man: Wird t als die Mittellinie m von 
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§ 2. Kennzeichen ernes Maximums oder Minimum. 

h gewahlt, siehe Fig. 331, so liegen *! und s 2 zu m symmetrisch. Nach S 468 
ist daher fUr diesen Fall ein Maximum oder Minimum der Ablenkung zu erwarten 
Die folgcnde Rcchnung wird dies bestatigen, indem sie zugleich zeigen wird daB 
cs sicli um das Minimum handclt. ’ 

In Fig. 330 sei der positive Drehsinn der von 1, nach l 2 . Wii setzen j i _ 2k 
O ffenbar bedeutet 2a den Prismenwinkel, d. h. den der beiden Prismenflachen’. 
Nun ist der Ablenkungswinkel y nach der unteren Fig. 330 dieser: 

y = h $i = -^C m s x — m s 2 . 

Wegen ^ m ^ s x — « und ^wis 2 = « — Z 2 komrnt: 

(B) y = Uh+ ^Zs. 2 l 2 —2ct. 

Mit a: sei *$Z mt bezeichnet. Dann ist «$C k t = « + x, ^Z tl 2 = « — a:, daher 
nach (2): 

sin ^ = n sin (« -f- a;), sin s 2 ? 2 = w sin (« — a;) 

oder 

= arc sin [n sin (« + a)], ■<£ s 2 k = arc sin [n sin (« — x)]. 

Einsetzen in (3) liefert: 

(4) y = arc sin [n sin (« + a)] + arc sin [w sin (« — x)] — 2 «. 

Hierin sind « und n gegebene Konstanten. Die Frageist also, fur welche Werte des 
Winkcls x- *$Z m t der durch (4) als Funktion von x ausgedrtickte Ablenkungswinkel 
y ein Minimum wird.-Der Eintrittwinkel, d. h. $Z k $ 1? ist zwischen — \n und + \ n 
gelegen, ebenso der Austrittwinkel, d. h. *$Zs 2 l 2 . Mithin sind die Arkussinus in (4) 
anf das Gebiet von — | n bis + \ n beschrankt. Differentiation ergibt: 

, n cos (« -f x) n cos (« — x) 

^ ^ \/ 1 — n 2 sin 2 (« + x) )/1 — n 2 sin 2 (« — x) 

und nach Satz 26,, S. 445 sind hier die Quadratwurzeln positiv. Die Bedingung 
y* sz 0 f hr-die MBglichkeit eines Maximums oder Minimums besagt, daB beide Briiche 
einander gleich werden mhssen, also auch ihre Quadrate. Wenn man die Nenner fort- 
schafft, komrnt 

cos 2 (« + x) [1 — n 2 sin 2 (« — x)] = cos 2 (a — x) [1 — ri 2 sin 2 (« + x)]. 

Fiihrt man hierin nach Satz 19, S. 413, die Kosinus der doppelten Winkel 2« + 2.x 
und 2 « — 2 x ein, indem man in diesem Satze w = 2 « + "2 x oder w — 2 « 2 x 

annimmt, so komrnt 

[1 + cos (2 « -f 2 x)] [1 —-y- H— 2~ cos ^ a ^ 

= [1+ cos(2« — 2a)] [1-+ -vr cos(2« + 2a 0] 

oder nach dem Ausmultiplizieren und Zusammenfassen einfach 
cos (2 a + 2 x) = cos (2 « — 2 x) , 

d. h. nach Satz 1C, S. 411, noch einfacher 

sin 2 re sin 2 x — 0 . 

Da sin 2« ={= 0 ist, weil sonst der Prismenwinkel 2« Null oder zwei rechte Wrnkel 
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betrage, bleibt sin 2x = 0; also muB x = 0 sein. Dies stimmt mit dem oben Ge- 
sagt§n uberein: Der Strahl t muB mit der Mittellinie m in Fig. 330 unten zu- 
sammenf alien. 

Abermalige Differentiation von (5) gibt: 

„ __ — n sin (a + x) [1 — n 2 sin 2 (a 4- s)] + n z cos 2 (« + g) sin (« + x) 

^ Y 1 — n 2 sin 2 (« -f- x ) 3 

n sin (« — x) [1 — n 2 sin 2 (« — s)j — w 3 cos 3 (a — x) sin (« — x) 
y 1 — n 2 sin 2 (a — x) 3 

Insbesondere ist y" fiir x = 0 zu untersuchen. Dann aber ergibt sich hieraus wegen 
sin 2 a + cos 2 « = 1 der Wert: 

„ _ 2n (n 2 —1) sin « 
y 1 — n 2 sin 2 « 3 

Da die Quadratwurzel wie gesagt positiv ist und auch sin « als Sinus des halben Frismen- 
winkels positiv sowie n > 1 ist, hat y" einen positiven Wert, d. h. fiir x = 0 tritt in 
der Tat das Minimum der Ablerikung im Prisma ein. In diesem Fall, siehe Fig. 331, 
ist nach (4) die Ablenkung y = 2 arc sin (n sin a) — 2a, also n sin « = sin (« + i y ), 
so daB der Brechungsexponent 

n = Sin (re H- 
sin « 

ist. Weil man das Prisma durch Probieren leicht auf das Minimum der Ablenkung 
einstellen kann, wird diese Formel zur Erinittelung der Grofie seines Brechungs- 
exponenten n benutzt, indem man den Prismenwinkel 2 a und die Ablenkung y mifit. 

An die Betrachtungen dieses nnd des vorigen Paragraphen schlieBen 
wir noch einige Bemerkungen an: 

Wir sahen auf S. 459, daB die Bildkurve c einer Funktion y = f (x) 
an einer Stelle, wo y" =0 ist, im allgefneinen einen Wendepunkt 
hat, namlich dann, wenn y n beim Durchschreiten dieser Stelle wirklieh 
das Zeichen wechselt, wahrend sonst kein wirklicher Wendepunkt vor- 
zuliegen braucht, vgl. das 5. Beispiel mit Fig. 324. Aber auch sonst 
hat eine Stelle, wo der zweite Differentialquotient y" gleich Null ist, 
eine besondere geometrische Eigenschaft. Denn wenn y" = 0 fiir 
x~x 0 ist, bedeutet dies: Die erste Differentialkurve o' hat fiir x 
die Steigung Null, also eine zur a>Achse parallele Tangente, d. h. die 
Punkte von c die zu x = x 0 und zu einem imendlich benachbarten 
x = x 0 + d x gehoren, liegen auf einer Parallelen zur as-Achse, so daB 
sie gleich groBe Ordinaten haben. Da nun die Ordinaten von c f die 
Steigungen von c angegeben, besagt dies: Die unendlich benachbarten 
Stellen P 0 undP x der Kurve c, die zu x =x 0 und zu x =x 0 -\~dx gehoren, 
haben dieselbe Steigung, also parallele Tangenten. Die Tangente von P 0 
ist aber die Gerade durch P 0 und den unendlich nahe auf P 0 folgenden 
Punkt P 2 , die Tangente von P x die Gerade durch P x und einen auf P x 
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unendlich nahe folgenden Punkt P 2 der Kurve. Da beide Tangenten 
parallel sihd und durch P x gehen, fallen sie zusammen. Daher sind 
diejerigen Stellen der Bildkurve einer Funktion y — f(x), 
fiir die der zweite Differentialquotient gleich Null ist, als 
Stellen. aufzufassen, an denen drei unendlich nahe aufein- 
anderfolgende Punkte der Kurve auf einer Geraden liegen. 

Handelt es sieh nur um ziemlich benachbarte Punkte, so 
bleibt diese Eigentumlichkeit noch daran erkennbar, dab sich die 
Tangente der Kurve besonders innig anschmiegt. Siehe z. B. die 
Wendetangente in Fig. 96, S. 143. Auch wenn fiir y" == 0 kein 
Wendepunkt vorhanden ist, zeigt sich dies Anschmiegen, siehe Fig, 324 
S’. 466, im Anfangspunkte. 

Man sagt, dab an einer Stelle, wo y" gleich Null ist, die Tangente 
die Kurve in hoherer und zwar zweiter Ordnung beruhre oder 
auch, dab sie do'rt die Kurve oskuliere (vom lat. osculum, der Kub,— 
wie man sieht, eine poetische Bezeichnung). 

Die Betrachtung labt sich verallgemeinern: 1st fiir eine Kurven- 
stelle auber y" aucjx i(" gleich Null, so schliebt man ebenso, dab dort 
vier unendlich nahe aufeinanderfolgende Kurvenpunkte auf einer 
Geraden liegen, so dab die Tangenten von drei unendlich nahe aufein- 
anderfolgenden Punkten zusammenfallen. Man spricht dann von einer 
Beriihrung in dritter Ordnung. Statt Beriihrung in zweiter Ord¬ 
nung sagt man auch dreipunktige Beriihrung, statt Beriihrung in 
dritter Ordnung vierpunktige Beriihrung. In der Fig. 324, S. 466, 
beriihrt die cc-Achse die Kurve im Anfangspunkte vierpunktig, da hier 
y" —12 x 2 und y"’ = 24 cc beide gleich Null sind, aber y iv — 24 4= 0 ist. 
(Dab hier auch y' = 0 wird, ist fiir die Ordnung der Beriihrung un- 
wesentlich, denn dies sagt nur aus, dab die Tangente wagerecht ver- 
lauft.) 

Fiir das Zeichnen von Kurven sind Stellen, an denen 
y" =0 ist, von besonderem Nutzen, da man hier ohne be- 


tr&chtlichen Fehler ein verhaltnism&big langes Kurven- 


stiick mit dem Lineal geradlinig 
ziehen darf. Beim Zeichnen von Wende- 
punkten wird jedoch oft gesiindigt. Wenn 
P in Fig. 332 ein Wendepunkt mit der 
Tangente t sein soli, wird sonderbarer- 
weise (— man findet dies leider nament- 
lich in Buchern, die von Mathematikern 



Fig. 332. 


geschrieben sind, die es wissen sollten, —) sehr oft die Kurve wie in 
Fig. 332 a gezeichnet, wahrend die richtige Zeichnung die in Fig. 332 b 
ist. In der Figur a hat ja P gar nicht t als Tangente. — 
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. Nacl1 S. 458 kann man aus dem Verlaufe der ersten Differen- 
tialkurve einer Kurve ruckwarts Schlusse in bezug auf den Verlauf dieser 
Kurve selbst ziehen. Handelt es sich insbesondere am die Bildkurve e 
emer ganzen Funktion w te “ Grades (S. 98): 

y — a n x n -f- a„_! x n 1 -j- <*»-2 x n ~ 2 +. v + a 2 x? -j- % x -f- a 0 , 

so ist ihre erste Differentialkurve das Bild einer ganzen Funktion 
(”“•*•) Grades, also einfacher. Die Kurve c ist nun wichtig 
als Fehlerkurve (vgl. S. 115) bei der Ermittelung der Losungen der 
Gleichung «-ten Grades 

Kx n + a n _ 1 x"- 1 +a n _ 2 x n - 2 + ... +« 2 a; 2 + ai x + a 0 =0. 

1st z. Kn=3, so handelt es sich um eine Gleichung dritten Grades. 
Dann ist die erste Differentialkurve der zugehorigen Fehlerkurve das 
Bild emer ganzen Funktion zweiten Grades, d. h. nach S. 95 eine 
l arabel, deren Achse zur y-Achse pafallel liegt. Deshalb kann 
man mit Hilfe dieser Parabel leicht Schlusse iiber den Verlauf der 
Fehlerkurve ziehen und Aussagen iiber die Losungen der Gleichung 
dntten Grades machen. Dies soli im folgenden geschehen 


u. !‘v 2 B l i ; Pie , 1: Ein ® Gleichun g dritten Grades Oder kubische Gleichung 
*..i f • ^ X **" C ® man dadurch, daB man eine neue Unbekannte u ein- 

W T^t S n tzt ’ in eine kubische Gleichung fiir u verwandeln, 
“ de . n Koeffizienten Null hat. Wir diirfen demnach annehmen, es liege 
von vornherem eine Gleichung dritten Grades von der Form 

x* + p x + q ■ s= 0 

VOr ^ 0mm J t und V Und « § e g ebene Konstanten bedeuten. 
hX\7t« !.,S behebl ge Veranderliche, nicht als Unbekannte, auf, so ist die 
Imke Seite nicht gleich Null, sondern eine Funktion y von x; 

W y = x* + p x 4- q. 


Ihre Bildkurve c schneidet die a-Achse an denjenigen Stellen 
Losungen der Gleichung (6) sind. Die erste Differentialkurve 
Funktion 


deren Abszissen die 
c', die Bildkurve der 


y' = B a? + v 

gesagfc eine ' P f ab61 - Nacb S - 9® fallt die Parabelachse mit der Ordinaten- 
achse zusammen, und die Parabel hat die Form eines Tales, da der Koeffizient von 
x positiv ist. Ihr tiefster Punkt, d. h. ihr Scheitel ist der Punkt der Ordinatenachse 

neltiv S ° mit sohn , eidet die Parabel c ' die *-Achse nur dann r wenn j> 

ne^tiv ist. Die Abszissen x, und x 2 der Schnittpunkte sind die beiden Quadrat 

wurzeln aus •— £ p - insbesondere sei x 1 die negative und die positive Ouadratwurzel 

~ ° 1St ’ be 5 dbrt di ®. Parabel c ' die a-Achse im Anfangspunkte. Ist p positiv 
so hate nur positive Ordmaten. Wenn also p>0 ist, steigt die Kuxve chi 
stMidig, siehe Fig. 333; ist p = 0, so steigt c auch bestandig^hat aber auf der 
i/-Achse emen Terrassenpuhkt, siehe Fig. 334; ist p <0, so steigt c von 
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» r ~ 00 bis ,r ~ ;5 1 ’ ? iU ! t von ~ ,r i x = ^2 und steigfc wieder von x - x bis 

‘ r f + ,X) ' siehe In allen fallen liegt auf der y-kch.se ein Wendepunkt 

von r. 1m dritten Fall hat c fur a: = ^ ein Maximum y x und fib x = ein 
Minimum // a , namlieh: 

?/i ” " i P 1 3"P + 3 ’ */" = | P K — !> p + ^ . 

In alien drei Fignren hat man sich die .r-Achse wagerecht in irgendwelcher Hohe 
vorzustollen. positiv nach rechts. Je nach der Hohe, in der die x-Achse liegt, er- 


/b 


P>Q. 

/ 

T9 


l'ig. 333. 


fr 

JZ-O. 

/ 

T*9 


Fig. 334. 



gebon stoh nun versehiedene Anzahlen von Schnittpunkten von c mit der x-Aehse, 
d. h. verscihedene Anzahlen von reellen Ldsungen x der kubischen Gleichung (G): 

1st p > 0, Fig. 333, so hat die kulnsche Gleichung stets und nur eine reelle 
Lbsung, (lie grober als Null, gleich Null odor kleiner als Null ausfallt, je nachdem q 
kleiner als Null, gleich Null Oder grbfier als Null ist. Im Fall p = 0, Fig. 334, gilt 
im allgemeinon <lasselbe. Im Fall p = q = 0 aber ist die a-Achse Tangente des Ter- 
rassenpunktes; also heriihrt sic dort die Kurve dreipunktig, d. h. dann hat die kubische 
Gleichung ((>) drei zusanimenfallende Losungen x = 0. In der Tat vereihfacht sie 
sich dann zu x z ~ 0 odor x. x. x = Q. Ist cndlich p< 0, Fig. 335, so gibt es nur 

cine reelle Lbsung, venn ?/ x < 0 oder y 2 >0 ist, und zwar fiir ^<0 erne, die 

gr otter als ur a ist, fiir y 2 > 0 eine, die kleiner als r x ist. Wenn dagegen y x > 0 und 
y 2 <0 ist, gibt es drei reelle versehiedene Losungen; eine ist kleiner als x lt eine 
liegt zwischen x t und x 2 , eine ist grbfier als ar 2 . Ist schliefilich = 0 oder 
?/ a O, so fallen zwei der drei Losungen mit oder x 2 zusaininen. Dies Letzte kann 
so hcstiitigt werdcn: Wenn wir die negative oder positive Quadratwurzel aus —%,p 
mit r bezeichncn, ist x t oder x 2 gleich r und die zu x x oder x 2 gehorige Ordinate 

t/ x oder ji* nach (7) gleich — 2 rf 4- q. Also handelt es sich uni den Fall, wo 

q * 2 ist. Dann wird aus (6): 

x 3 — 3 r 2 x 4- 2 r 3 = 0 . 

Die linke Seite ist olme Best mit x — r teilbar, cl. h. x - r ist eine Lbsung (vgl. 
Satz 6, S. 103). Cbrig bleibt: 

x 2 4- r x— 2 r 2 == 0. 

Wieder ist die linke Soile ohne ltest mit a— r teilbar, d. h. x = r ist ein zweftes Mai 
cine Lbsung. Sehliehlieh bleibt: 

x 4* 2 r = 0, 

d. h. x = — 2 r ist die dritte Losung. — Man mdge anf diesem Weg feststellen, wie 
viele reelle Losungen die folgendcn kubischen Gleichungen haben: 

x* + 2* —8=0, x 3 +- 2r+ 3 = 0, x 3 — 2r + 3=0, t? — 2x— 3 = 0. 
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Ebense moge man die Gleichung untersuchen: 

x 3 — 3 x 2 + 2 x — 4 = 0*, 

die man zuerst durch Einsetzen von « = w-fl umzuwandeln hat, um das quadrati- 
sche Glied zu entfernen. Man mdge auch feststellen, in welchen Intervallen die 
Losungen liegen. 

Ubrigens kann man die Losungen der kubischen Gleichung (6) durch Quadrat- 
und Kubikwurzeln ausdriicken. Dies soli in aller Kiirze abgejeitet werden: Die ge- 
suchte Losung x denken wir uns als eine Surnrne u 4- v von zwei Zahlen u und v. 
Dann gibt (6): 

u 3 4- 3 u l v + 3 u v z 4- t> 3 4- p (u 4- v) + q = 0, 
wofiir wir schreiben konnen: 


u 3 + v 3 + q -i- (3 u v + p) (w •+• v) = 0 k 
Diese Bedingung wird nun erfullt, wenn einzeln: 

(8) u 3 + v 3 = —• q und u v = — -J p odcr u 3 v 3 = — p 3 

ist. Lassen sich u und v so bestimmen, daB die Forderungen (8) crftlllt warden, so 
ist x = u 4* v sicher eine Losung von (6). Wir bilden nun die Gleicluing: 

(£ —w 3 ) (« — «•)- 0. 

Dies ist eine quadratischo Gleichung fiir £ mit den Losungen y, — w 3 und £ = v 3 . 
Da sic so geschrieben werden kann: 

£ 2 — (u 3 + v 3 ) £ -f u 3 v 3 — 0, 

hat sie nach (8) die Form: 

* 2 + — P 3 * 0, 

und nach S. lib sind iiire Losungen: 


1' = { t 3 j = ~ i 2 ± Vl4'- + tY P* 


Also ist u -f v die Grofie 

3 ,_ - 3 __ 

<9; « = V— i ? + Vi 4* 4- pi" + J/Zi 4 _pfTT* 2> a , 

und damit ist cine Losung a der kubischen Gleichung (6) ermittelt. Die beiden 
anderen smd nun auch leicht gefunden. Denn es ist ja a 3 + p « + „ = o Also 
durfen wir von (C) links + p « + q abzichen; dann kommt: ' 

a* — «’ + f> (a: — «) = 0. 

Es e bSbt- Se ^ ' St mit X ~ K te ‘ lbar ’ WaS mit Satz 6 ’ S - 103 > im Einklange stelit. 

0°) I u 1 + “J+ a 2 + p = 0, 

und dies ist eine bloB quadratische Gleichung fur die beiden anderen Losungen. 

§ S. Krummung, Evolute und Evolventen. 

• , D , UrC “ ein . Punkt ein Kurvenstiick P 0 P h siehe Fig. 336, so 
wird die Richtung seiner Balm durch die jeweilige Tangente t angegeben. 
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Ziehen wir dureh einen Punkt 0 die Parallelen t. zu den Taiigenten, so 
wird von ihnen cin Winkel a iiberstrichen, dessen Schenkel t a und t x 
parallel zu den Tangenten t 0 von P 0 und t x von P x sind. Diesen Winkel 
a messen wir positiv im Sinn der D rehung von der positiven rr-Achse 
zur positiven y- Achse. Er gibt die Anderung der Wegrichtung 
von P 0 bis ?! an. Die Bogenlange s von P 0 bis P x ist die GroBe des 
zuriickgelegten Weges, die wir wie auf S. 361 positiv messen, wenn die 
Abszisse von P 0 bis P x zunimmt, Der Weg P 0 P t ist um so mehr ge- 
kriimint, je grofier der Winkel a und je kleiner der Weg s ist. Der 
Bruch a : s heiBt deshalb die durchschnittliche odet mittlere 
Kriimmung des Weges P 0 P V Ein Teil des Weges hat nicht not- 
wendig dieselbe Kriimmung wie der ganze Weg. Wenn jedoch das. 
Wegstiick von P 0 bis P x unendlich kurz wird, heiBt jener Bruch 
a :s sehlechtweg die Kriimmung k an der betrachteten Stelle* 
Aber es fragt sich, nach welchem Wert a.: s fiir lim s =0 strebt. 




Die Kurve c sei die Bildkurve einer Funktion y = / (x) und P der 
zur Abszisse x gehorige Bildpunkt (x; y ). Ferner sei die a-Einheit 
gleich der j/-Einheit. Nun werde von P aus ein unendlich kurzer 
Weg PP' auf c zuriickgelegt, den man ein Bogendifferential ds 
nennen kann, aber moistens als ein Bogenelement ds bezeichnet* 
Dabei moge die Abszisse x um das Differential dx wachsen, siehe 
Fig. 337. Der Punkt P' hat die Koordinaten x + d x und y f d y~ 
Der Weg P P' oder d s wird wie auf S. 361 als Hypotenuse des recht- 
winkligcn Dreiecks mit den Katheten dx und dy berechnet, so da& 
sich wie dort ergibt: 

(1) ds = yr+y^dx. 

Damals hatten wir d y : d x statt y' geschrieben. Die Wurzelist posi¬ 
tiv. Ferner sei r der Tangentenwinkel von P. Nach Satz 1, S. 44fy ist 

(2) r = arc tg y [, 





478 Neuntes Kapitel: Hohere Differentialqiwtienten . 

wobei der zwischen + \ n und — \n gelegene Winkel zu nelimen 1st. 
Die Tangente t' von P' bildet mit der rr-Achse einen von r uneudlieh 
wenig abweiclienden Winkel r + dr. Das Differential dr ist leicht zu 
berechnen, denn nach (2) ist r eine Funktion von y\ wahrend y* «= f (x) 
eine Funktion von x ist. Wir wenden daher die Kettenregel an, deren 
Schema wir hier, da es sich um eine neue An wen dungsart der 
Kettenregel handelt, ausflihrlich angeben wollcn 1 : 


Also wird: 


i = arc tg ij 


y' = f (*) 


d t _ 1 

dy' ~ 1 + y" 1 




// 


dr __ i/" 

dx 1 + ?/'- * 


( 3 ) 


dr 


1 -f if* 


d x . 


In Fig. 337 ist dr die Anderung der Wegriehtung kings dcs Wegele- 
ments ds von P bis P\ Die Kriimmung k der Kurve an der Stelle 
P ist daher gleich dr ids . Hierfiir ergibt sich aus (1) und (3): 

(4) ft = il = -JL . 

ds ]/i + y'^ 

wobd die Wurzel positiv ist. Da y’ und y" die Funktionen f (x.) und 
/ (a;) sind, ist auch die Kriimmung k eine Funktion von x. Der uaend- 
hch kleine AVinkel dr, um den die Richtung der Tangente des End- 
punktes P von der Richtung der Tangente des Anfangspunktes P des 
Bogenelements ds abweicht, heiBt der zum Bogen element d$ ge- 
horige Kontingenzwinkel (vom lateinisehen contingere, unmittel- 
bar angrenzen). Die Kriimmung der Kurve an einer Stelle P ist das 
Verhaltnis dcs Kontingenzwinkels dr zum zugehlirigen 
Bogenelement ds der Kurve. Die Formel (4) besagt: 

Satz lO: Die Kriimmung der Bildkurve einer Funktion 
y — t (X) an der zur Abszisse x gehbrigen Stelle ist 


n + 




Voraus ? eseUt wird dabei, 
dafi die *-Emheit gleich der y-Einheit gewahlt sei. 

Die Krummung k ist positiv oder negativ, je naehdem y" das Plus- 


1 Das Neue liegt darin, dafi wir y' als Hilfsveranderliehe benutzen. 
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oder Minuszeichen hat, d. h. nach Satz 5, S. 459, je nachdem die Kurve 
naeh oben konkav oder konvex ist, falls das Achsenkreuz die gewohn- 
liehe Lage hat. Die Kurve c hat also an einer Stelle P positive Oder 
negative Kriimmung, je nachdem man beim Fortschreiten langs 
der Kurve im Sinn wachsender Abszissen eine Wendung nach links 
oder nach rechts macht. Immer wild dabei vorausgesetzt, daB die 
positive y- Achse aus der positiven a;-Achse durch eine Drehung uni 90 0 
nach links herum hervorgehe. Andernfalls gilt das Umgekchrte. 

1. Beispiel: Wenn P ein Wendepunkt ist, siehe Fig. 332, S. 473, ist y" 
gleich Null fur die zugehorige Abszisse a, mithin auch die Kriimmung 7c. 

2. Beispiel: Welche Kurven haben fiber all die Kriimmung Null? 
Natiirlieh sind es die Geraden. Rechneriseh ergibt sich dies so: Soli k iiberall gleich 
Null sein, so muB der Ziihler y n von k iiberall gleich Null sein. Er ist aber der Dif- 
ferentialquotient von y Mithin muB y' konstant, etwa gleich c, sein. Daraus folgt, 
daB y selbst das Integral fc dx ist, also y = c x -f konst. Dies besagt nach Satz 7, 
S. 40, daB die Kurve eine Gerade ist. 


3. Beispiel: Der Kreis mit dem Mittelpunkte (a ;b) und Radius r ist nach 
(2), S. 179, die Bildkurve der zweiwertigen Funktion 

y = b 4- Vr z — (a; — a) 2 . 

Differentiation gibt: 



Der fiir y' gefundene Wert lehrt, daB 


1 + */' 2 = 


_r 2 _ 

r 2 — (x — a) 2 


1st. Setzt man diesen Wert und den von y" in (4) ein, so koinmt fiir 7c, abgesehen 
vom Vorzeichen, der Wert 1 : r. Demnach hat jeder Kreis eine konstante 
Kriimmung, die absolut genommen gleich dem reziproken W.ert l:r 
<les Radius ist. Wenn wir den Kreis iiberall im Sinn wachsender Abszissen 
durchlaufen, kriimmt er sich allerdings fiir Stellen der oberen Halfte ABC , siehe 
Fig. 338, nach rechts und fiir Stellen der unteren Halfte ADC nach links, so dafi 
die obere Halfte die negative Kriimmung — 1 : r und die untere die positive 
Kriimmung 1 : r hat. Natiirlicher ist es, den ganzen Kreis in einerlei Drehsinne 
zu durchlaufen, wie es Fig. 339 andeutet, wo wir den positiven Sinn gewahlt haben. 
In diesem Fall hat der Kreis iiberall die positive Kriimmung 1 : r. 


Wir wollen annehmen, eine Kurve c sei, von einer Stelle P ange- 
fangen, in gleich lange unendlich kurze Stiicke PP 1 ,P 1 P 2 , P 2 P 3 ... 
von der L&nge d s zerlegt worden. Sie werde dann durch die gebrochene 
Lime P P X P 2 P Z . . . ersetzt, wie es Fig. 340 andeutet. Die Bewegung 
l^ngs der Kurve wird auf diese Art in abwechselndes unendlich kurzes 
geradliniges Fortschreiten und unendlich kleines Drehen zerlegt. Die 
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geradlinigen Strecken sind alle gleich ds zu setzen; was dagegcn die 
unendlich kleinen Drehwinkel betrifft, so konnen sic, miteinander ver- 
glichen, im allgemeinen verschieden sein. Dies sind die Koiitingenz- 
winkel dr, dr ± , dr 2 . . die an den Stellen P, P lt I\ . . . zu den gleich- 




groBen Bogenelementen d s gehoren. Wenn man alle diese Kon- 
tingenzwinkel dr , dr x , dr 2 . . . durch den ersten, also durch 
dr , ersetzt, wird die Bewegung eine andere, so daB statt c eino 
andere Kurve beschrieben wird. Die neue Bahn enthalt zwar auch 
das erste Bogenelement P P 2 , und auch jetzt wird in I\ dicselbe 
unendlich kleine Wendung wie vorher gemaeht, so dafi man auch 
jetzt nach P 2 gelangt, aber von hier an werden sich statt p* ?*-■- 
andere Punkte Q 3 , Q 4 ... ergeben, da die folgenden unendlich kleinen 
Drehwinkel nicht dz u d r 2 ..sondern alle gleich dr sein sollen. 
Die neue Bahn ist so beschaffen, da£> auf ihr dr :d s konstant, 
also die Kriimmung immer dieselbe ist, und zwar gleich der- 
jenigen Kriimmung, die die urspriingliche Bahn in P hat. Offenbar ist 
APP x P a ^ A PiPiQi-^r A P 2 Q 3 Q 4 . . . Dcmnach sind die Radien 
der Kreise, die man diesen Dreiecken umschreiben kann, gleich grofi. 
Da iiberdies je zwei aufeinanderfolgende Dreiecke eine Seite gemein 
haben, kommt alien Dreiecken derselbe umschriebene Kreis zu; also 
liegen P, P l5 P 2 , Q 3 , Q 4 ... auf einem Kreis. Deshalb ergibt sich zu- 
nachst der nach dem 3. Beispiele zu erwartende 

Satz 11: Die Kurven konstanter Kriimmung sind die 
Kreise. Zu. ihnen gehoren auch die Geraden als Kurven 
von der Kriimmung Null oder als Kreise mit unendlich 
grofien Radien. 

Der Kreis durch die Punkte P, P v P 2 , Q s , Q 4 .. . hat nun fiir die 
urspriingliche Kurve e eine besondere Bedeutung: Er geht durch die 
drei unendlich benachbarten Kurvenpunkte P, P x , P 2 und hat iiberall 
diejenige Krtimmung, die der Kurve c an der Stelle P zukommt. Er 
heiBt der Kriimmungskreis der Kurve an der Stelle P, sein Radius Q 
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der Kriimmungsradius und sein Mittelpunkt K der Kriimmungs- 
mittelpunkt der Sfelle P. Da ein Kreis durch drei Punkte voll- 
standig bestimmt ist, leuchtet ein, dafi der Kriimmungskreis 
derjenige Kreis ist, der sich in P am innigsten an die 
Kurve c anschmiegt, veil er auch durch die zu P unendlich 
benachbarten Kurvenpunkte P t und P 2 geht. Er beruhrt die Kurve c 
dreipunktig oder in zweiter Ordnung oder: er oskuliert die 
Kurve (vgl. S. 473). Deshalb wird er auch Oskulationskreis 


genannt. 

Da der Kriimmungskreis durch P, P x und P 2 geht, hat er sowohl 
in P die Tangente P P x als auch in I\ die Tangente P 1 P 2 , d. h.: der 
Kriimmungskreis des Punktes P der Kurve c ist derjenigc 
Kreis, der durch P und einen zu P unendlich 
benachbartcn Punkt P x von c geht und in P 
und P x dieselben Tangenten wie die Kurve y\» , c / 
c hat. A // 

Wenn aber ein Kreis in P die Tangente t hat, \ 
liegt sein Mittelpunkt IC auf der Normale n von P, 
die man in P senkrecht auf die Tangente t zu er- Fig. 341. 
richten hat. Daher lafit sich der Mittelpunkt K des 
Kriimmungskreises des Kurvenpunktes P so gewinnen: Man faBt 
&u Her P einen zunachst beliebig auf c gewahlten Punkt P x ins Auge, 
siehe Fig. 341. In beiden Punkten zieht man die Tangenten t und tj, 
dann errichtet man auf ihnen in P und 

die Senkrcchten n und n x , also die Normalen "NX" | 

der Kurve. Ibr Schnittpunkt K wird, wenn \, J 

P x auf der Kurve c nach P strebt, der. \ ^ \j^ 

Kriimmungsmittelpunkt K der Stelle P. Zwar >- 
kann man den Kriimmungsmittelpunkt K auf C/y i \ ^ 
diese Weise zeiehnerisch nicht genau er- 1 X 

mitteln, wohl aber rechnerisch: Fig _ 342 

Der Punkt P oder (x\ y) sei ein Punkt der 
Bildkurve von y =/(«), und die Einheiten seien auf beiden 
Achsen gleich grofi angenommen. 1st K lrgendem Punkt apf 
der Normale n von P, so mogen seine Koordinaten zum Untcrschiedc 
von 3 und y mit f und y bezeichnet sein. Siehe Fig. 342. Dann ist 
(n — y) : (£ — x) die Steigung der Normale von P. _ Nach b. 44y 
s sic gleich -1 :tgr oder -1 : /, weil y' die Steigung der Tan¬ 
gente ist. Daher gilt fur jeden Punkt (I; y) der Normale * des 
Kurvenpunktes (x: y) die Gleichung 
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oder: 

(5) (f—*) + y' (y — y) = o. 

Nun aber soli K oder (f; y) aueh auf der Normale des zu P unendlicli 
benachbarten Punktes (x + dx; y + dy) der Kurvc liegen. Man lcann 
also eine zweite Bedingung entsprechend (5) aufstellen, indent man statt 
x, y, y' die Werte 

x+dx, y + dy , y' +Ay' 

einsetzt, denn y und y' andern sieh um dy und d y\ wenn x um dx zu- 
nimmt. Da dy:dx—y' und dy' :dx—y", also dy=y'dx und 
dy' = y" dx ist, ersetze man mithin x, y, y' in (5) durch: 

x+dx, y + y'dx, y'+y"dx. 

Dann ergibt sich. als Bedingung dafiir, daB K oder (f; y) auch auf der 
unendlieh benachbarten Normale liegt, die Gleichung 

(£ — x — dx) +(y' +y" dx) (y — y — y'dx) =0 
oder, zum Teil ausmultipliziert: 

(f — x) +y' ( rj—y) — dx + y" (y — y)dx — y' 2 dx — y' y"dx 2 =0. 

Die Koordinaten I und y mttssen demnach auBer der Gleichung (5) 
auch diese Gleichung befriedigen. Infolge von (5) sind nun die bciden 
ersten Summanden der letzten Gleichung zusammen gleich Null. • Vom 
Rest laBt sich der Faktor dx absondern. Dann bleibt tibrig: 

— 1 + 2 /" (y — y) — y' 2 — y' y" dx —0. 


Hieraus berechnet man: 


+ y'dx. 


Da dx nach Null strebt, fallt der letzte Summand fort (nach Satz 10, 
S. 65). Mithin kommt: 


n —y 


i + y /2 
y" 


Setzt man den Wert von y — y in (5) cin, so findet man aufierdem: 




oder £ = X ■ 




Aus dem rechtwinkligen Dreieck in Fig. 342 ergibt sich schlieBlich filr 
das Quadrat des Krummungsradius y: 

P 2 = (£ — xf + (y — yf 
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Vorausgesetzt wird dabci, dafi die z-Einheit gleich. der 
y-Einheit gewahlt sei. 

Wenn man im Ausdruek fur o die Quadratwurzel positiv an- 
nimmt, ist q ^ 0, je naehdem y" 0 ist, d. h. nach S. 479, je nachdem 
die Kurve an der betrachteten Stelle positive Oder negative Kriimmung 
hat. Es empfiehlt sich, in dieser Weise dem Kriimmungsradius Q ein 
bestimmtes Vorzeichen zu geben, weil dann infolge von Satz 10 der 
Satz gilt:. 


Satz 13: Die Kriimmung der Bildkurve einer Funktion 
ist gleich dem reziproken Werte des Kriimmungsradius. 

Wir fassen nun ein Stiick einer Kurve c ins Auge, langs desscn 
die Kriimmung k iiberall zunimmt. Ist P ein Punkt dieses Stiickes, 
siehe Fig. 343, so hat der Kriimmungskreis von P vorund naclider 
Stelle P dieselbe Kriimmung, die der Kurve c in P zukommt. Aber 
c hat vor P eine kleinere, nach P eine groBere Kriimmung-. Also 
verlauft die Kurve c vor P auBerhalb, nach P innerhallb des 
Kriimmungskreises. Wenn dagegen die Kriimmung der Kurve c 
bestandig abnimmt, gilt das TJmgekehrte. Im allgemeinen also 
wird der Kriimmungskreis der Stelle P zwar 
die Kurve c in P aufs innigste beriihren, sie 
aber dort durehsetzen. Dieselbe Erscheinung 
haben wir schon bei der Wendetangente (S. 459) 
festgestellt. Wir merken noch an: Fiir einen Wende- 
punkt ist die Kriimmung k nach dem ersten Beispiele 
gleich Null, also der Kriimmungsradius q = 1 : k un- 
endlich groB. Hier artet der Kriimmungskreis in einen 
Kreis mit unendlich groBem Radius, d. h. in eine Gerade aus, nam- 
lich in die Wendetangente. 

Die soeben gemachte SchluBfolgerung iiber das Durehsetzen. der 
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Kurye durch ihren Kriimmungskreis gilt nicht mehr an solchen 
Stelle n, wo die Krummung dcr Kurve ein Maximum oder 
Minimum erreicht. Nach Satz 8, S. 106, ist die erste Bedingung 
fur das Maximum oder Minimum von k diese: 


Wir miissen also den Wert (4) von k, namlich: 


j, _ y" 

KT+7^ 8 

differentiieren. Zuniichst ist k ein Bruch u: v, dessen Zahler u — y" 
den Differentialquotienten u' = y"' hat. Der Differentialquotient des 
JNenners v ergibt sich nach der Kettenregel: 


v — z 1 

2 = 1 +y' 2 
y'=f(x ) 


17 =f 1/r+T 5 

iv'=*y' 

J7 = r(x)=y" 


v, = T7=W + y'*-y'y" 


Wenn wir jetzt auf 7c —u:v die Bruchregel anwenden, ergibt sich der 
Differentialquotient: 

dk _ y”'(l + y'*) — 3y' u "i 

dx /T+7* 

Die erste Bedingung fur ein Maximum oder Minimum von k ist also: 
(®) y" (1 + y' 2 ) — 3y' j/' 2 =s 0 . 

Die linke Seite ist einc Funktion von x. Demnach liegt eine Glei- 
chung zur Bestimmung der Unbekannten x vor. Haben wir einen 
Wert von x gefunden, der ihr geniigt, so wird allerdings fur ihn 
nicht unbedingt ein Maximum oder Minimum der Krummung eintreten. 
Ist aber eines vorhanden, so wird der Kriimmungskreis in der Um- 
gebung der betrachteten Stelle entweder von der Kurve vorher und 
nachher umfafit oder selbst die Kurve vorher und nachher umfassen. 
Jedoch auch dann, wenn dort kein Maximum oder Minimum eintritt, 
hat die Kurve an dieser Stelle etwas Besonderes: Nach S. 466 kann 
man sagen, daB der Krummungsradius von P gerade gleich dem an 
einer unendlich benaehbarten Stelle ist. Da nun der Kriimmungs- 
kreis von P durch P 1 und P t geht, wenn wir wieder die Fig. 340 auf 
S. 480 benutzen, und der Kriimmungskreis von P x durch P 2 und P 3 
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Achsen gleich grofi gewahlfc sind. Die Kreise urn die Punkte K durch die zu- 
gehorigen Kurvenpunkte geben angenahert ein Stack der Parabel. Ftir grohere 

Werte von x wird der Kriimmungs- 
radius zu groB; da benutzt man 
deshalb nur die Kurventangenten, 
wie z. B. in P 9 Oder (1J;2£). 
Der Punkt 0 ist der Scheitel. 

5. Beispiel: Bei der Parabel 
y - a x z + bx+ c (vgl. S. 95) er- 
gibt sich nach Satz 10 die Kriim- 
mung: 

2 a 

ft — --- w 1 _ 

(, / T+ (2 ax + b)- 3 ' 

Sie hat nnr fiir 2 a x + b = 0 ein 
Minimum, also an der Stelle 
Fig. 346. x - — l b : a, die wir schon aui‘ 

S. 95 als Scheitel bezeichneten. 

6. Beispiel: Bei der Sinuswelle (vgl. S. 423): 

y = .4 sin — pj j 

wird die Bedingung (6) fiir die Scheitel, wie man berechnen moge, diese: 

| T 2 + 4n 2 A 2 + 8ti 2 ^ 2 sin 2 — p)j| cos ^ — J = 0. 

Der Inhalt der geschweiften Klammern ist augenscheinlich positiv und nicht 
kleiner als T 2 + 4n z A 2 , daher nie gleich Null. Deshalb bleibt iibrig: 



Diese Bedingung wird nur von den Abszissen x der Gipfel- und Talpunkte erfiillt. 
Demnach sind nur diese Punkte Scheitel der Sinuswelle. Fiir sie ist y' = 0, 
y" = — 4 n 2 y : T 2 und y = ± A, also q = + T 2 : 4 n 2 A nach Satz 12. Zur Kon- 
struktion der Kriimmungsmittelpunkte der Scheitel erinnern wir an Fig. 295, S. 424, 




Fig. 347. 


in der K einen aufsteigenden Knoten, G den folgenden Gipfel und H G die Ampli¬ 
tude A bedeutet. . Da namlich die Steigung dcr Tangente KL von K gleich 
2 7 t A : T ist, erkennt man leicht die Richtigkeit dcr folgenden Konstruktion, siehe 
Fig. 347: Die Tangente t von G treffe Ii L in C. Nun trage man die Strecke C G 
von dem senkrecht iiber K gelegenen Punkte B von t an bis D auf t ab und falle 
von D das Lot auf KL. Dies Lot schneidet die veflangerte Gerade LGH im 
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Mittelpunkte M des zum Gipfel G gehorigen Krfimmungskreises Ffir die Tal- 
purikte ergibt sich der entgegengesetzte Wert des Kr ummungsr adius. Durch 
Zeichnen der Kriunmungskreise der Gipfel- und Talpunkte sowie der Wende- 
tangenten der Knotenpunkte kann man die Sinuswelle meistens geniigend genau 
ermitteln. ° 

7. Beispiel: ^ Die Ellipse, deren \ ex 

Achsen gleich 2 a und 2 6 sind und auf der 

z-Achse und i/-Achse liegen, hat nach (1), T b 

S. 185, die Gleichung // \\ / /\\ 


deren Aufldsung nach y die zweiwertige 
Funktion liefert: 

y = Lf 0? ._ xK 




V T yl< 



Da hier 


Jps 

Fig. 348. 


— Sab cc 


|/ a 2 — X 2 *' 


’ r — ~ r 

it, gibt die Scheitel-Bedingung des Satzes 14 einfach x = 0, also nur die Schnitt- 


C 



K b 

Eig. 349. 


punkte der Ellipse mit der y-Achse. Man mufi jedoch bedenken, dafl y\ y" und y'" 
fiir x a a unstetig werden und uns deshalb die zu x = gehorigen Schnittpunkte 
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der Ellipse nut der z-Achse entgehen. DaB sie aber ebenso wie die Schnittpunkte 
nut der y -Achse Scheitel sind, folgt daraus, daB die Koordinatenachsen Symmetrie- 
geraden smd. Schon auf S. 185 nitnnten wir diese vier Punkte die Haupt- und Neben¬ 
scheitel. Fur den Nebenscheitel. (0 ; b ) wird y' = 0 und y" = — J : a 2 , daher der 
Krummungsradius nach Satz 12 gleich - a 2 : 6, und das Minuszeichen kiindigt an, 
daB der zugehonge Krumnmngsmitielpunkt tiefer als jener Nebenscheitel auf der 
y-Achse hegt. Die Gleichung (7) der Ellipse andert sich nicht, wenn man x mit y und 
zugleich a mit b vertauscht. Demnach folgern wir, dafi die Kriimmungsradien der 
Hauptscheitel absolut genommen gleich 5 2 : a sind. 

Daher zeichnet man Ellipsen so: Sind die Achsen A, A, und B, 19, 
gegeben, siehe Fig. 348, so stellt man das Rechteck If, A, B 3 R t der vier Scheitel- 
tangenten her und fallt dann von R x das Lot auf die Diagonale R« lt 4 . Trifft es die 
Hauptachse in A, und die Nebenachse in A 2 , so erkennt man aus der Ahnlichkeit von 
A-Ai^E, und A A, B, A, mit A -Rj-Bi Ri leicht, daB IC l A l = V : a und K. L\ 
- a : b, also A, der Kriimmungsmittelpunkt von A 1 und A, der Kriimmungsmittel- 
punict von S, ist. Die Kriimmungsmittelpunkte der beiden anderen Scheitel A t und 
liegen zu A, und A, symmetrisch. Zielit man die vier Kriimmungskreise der Haupt- 



Fig. 350. 


" nd e he use h e x tel, so kann man ziemlich ausgedehnte Stiicke davon als Ersatz 
to Ellipscnbogen in der Xahc der Scheitel benutzen. Im ubrigen erganzt man die 
Kurve dazwischen nnttels eines Kurvenlineals. Ist die Ellipse sehr langlich also a 
bedentend groBer als b siehe Fig. 349, so wire! der Radius der Kriimmungskreise der 
Nebenscheitel zu groB. Dann empflehlt es sich, noch die vier Punte to Ellinse 

flndet sfeT’ n “'V*" Dla « 0 " alen und des Rechtecks liegen. Man 
flndet sie so Der Kreis uni den Mittelpunkt 0 mit dem Radius a treffe die 

Nebenachse oben in C. Nun trage man die Strecke « J/ 2 , die gleich der Entfernung 
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von A x bis C ist, von 0 aus auf der Hauptachse nach beiden Seiten bis E x und E 2 
ab und ziehe durch E x und E 2 die Parallelen zu den Diagonalen R 2 R A und R x R z 
des Hechtecks. Dadurch gehen vier Geraden hervor, die einen Rhombus bilden. 
Die Ellipse beriihrt die Seiten des Rhombus gerade in denjenigen Punkten 
P 3 , P 4 , die auf den Diagonalen des Rechtccks liegen. Der Beweis hierfiir ergibt 
sich unmittelbar daraus, dafi die Ellipse in den soeben benutzten Kreis Tiber- 
geht, wenn man alle ihre Ordinaten im Verhaltnis a : b vergrofiert, nach S. 185. Ver- 
fahrt man namlich ebenso mit den Ordinaten des Rechtccks und Rhombus, so gehen 
Rechteck und Rhombus in zwei dem Kreis umschriebene Quadrate liber, wie es die 
punktierteh Linien andeuten. 

Die Zeichnung der Ellipse mittels der Kriimmungskreise der Haupt- und Neben- 
scheitel liefert, obgleich diese Kreise einander nieht treffen, so dafi noch Erganzungen 
mittels des Kurvenlineals notig sind, ein viel besseres Bild der Ellipse als dasjenige 
Verfahren, das fast iiberall (sogar von Mathematikern) benutzt wird. Man pflegt 
namlich die Ellipse durch vier Kreisbogen zu ersetzen, die an den Stellen, wo sie 
ineinander iibergehen, dieselben Tangenten haben. Um nicht zur Weiterverbreitung 
dieses schlechten Verfahrens beizutragen, gehen wir Naheres dariiber nicht an. Wie 
hafilich die danach entworfenen Ellipsenbilder sind, zeigt als abschreckendes Beispiel 
die Fig. 350. Nur eine der Linien isfc eine Ellipse. 


8. Beispiel: Die Scheitel der Hyperbel traten schon auf S. 191 auf. Wird 
die Hyperbel wie in (1) ebenda gegeben, so stellt sieh y in der Form (2), ebenda, 
dar, und also wird y' gerade fur die Scheitel, namlich fiir x = a, unstetig. Um 
die Kriimmungsradien der Scheitel zu ermitteln, tut man deshalb gut, zunachst 
die Achsen miteinander zu vertauschen, also statt 


Dann kommt 


x 2 if 


= 1 


y = j V'v + 


zu schreiben: 


a 2 ¥ 


bVW+x 2 


a b 


]fb 2 


^3 ’ 


also fiir x = 0, wenn die Quadratwurzel positiv angenommen wird: y = a, y' = 0, 
y" = a : & 2 , so daB Satz 12 fiir x = 0 den Kriimmungsradius b 2 : a gibt. Vertauschen 
wir wieder x mit y, so folgt: Die auf S. 190 u. f. betrachtete Hyperbel hat in den 
Scheiteln a ; 0) Kriimmungsradien, die absolut genommen gleich b 2 : a sind, Nach 
Fig. 136, S. 191, ergibt sich daher der Kriim- 
mungsmittelpunkt K x des Scheitels A x wie in 
Fig. 351: Man errichtet im Scheitel A x das Lot 
auf die Achse und im Schnittpunkt C dieses Lotes 
mit einer Asymptote wieder das Lot auf die 
Asymptote. Dieses zweite Lot trifft die Achse an 
der gesuchten Stellc K x , Denn aus O A t . A x K x 
= A x C 2 folgt wegen OA x = a, A X C — b sofort 
A x K x = b 2 : a. Der Kriimmungsmittelpunkt I( 2 



Fig. 351. 


des zwei ten Scheitels A t liegt zu K x symmetrisch. Mit Hilfe der Kriimmungskreise 
der Scheitel und mittels der Asymptoten l&fit sich die Hyperbel ziemlich genau zeichnen. 
Dberdies kann man einzelne Punkte nach Fig. 138, S. 196, ermitteln. 


9. Beispiel: Die in der Fig. 213, S. 284, gezeichnete logarithmische Kurve 
y = In x hat nur an der Stellc (J ]f 2; — \ In 2) oder__(0,707; — 0,347) einen Scheitel. 
Der zugehdrige Kriimmungsmittelpunkt ist (2 ]/ 2 ; — | — J In 2) oder (2,828 ; 
—1,847). Man bestatige dies und zeichne den Kriimmungskreis des Scheitels ein. 
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10. Beispiel: Die Bildkurve der Funktion 

y = 6-^ 

ist in der Wahrsclieinlichkeitsrechnung wichtig. Nach S. 313 ist y stets 
positiv, aufierdem nach S. 384 eine gerade Funktion von x ; die Kurve verlauft also 
im 1. und 2. Quadranten und hat die a:-Achse zur Symmetriegeraden. Da 

y'= —2ze-*' 

ist, steigt sie fur negatives x und fallt sie fiir positives x. Fur x = 0 hat sie 
das Maximum y = I, wahrend sie sich fiir x- j- oo der ?/-Achse als ihrer 
Asymptote (vgl. S. 193) anschmiegt. Da 

(4 a: 2 — 2)e~ x * 

ist, treten nach_ S. 459 fiir x = ± Y~ 2 - 0.707 Wendepunkte auf. Fiir sie 
wird y — 1 : ]f e - 0,607 und y' = ]/2 : e. Ist w der Abschnitt, den die Wende- 
tangenten auf der y -Achse bestimmen, so ist (1 : Y~c — w) : | Y~2 die Steigung der 
einen Wendetangente, also gleich — J/2 : e, woraus w = 2 : 1,213 folgt. Hier- 



nach sind die Wendepunkte \\\, W z mit ihren Tangenten leicht zu zeichnen, 
siehe Fig. 352. Man findet ferner, daB die Bedingung des Satzes 14 fiir die Scheitel 
so lautet: 

(8) «c—**[(16^—12 x 2 + 6) e~ 2 * a + 3 — 2a: 2 ] = 0. 

Da e~ %% stets positiv und nie gleich Null ist, kann dieser Faktor gestrichen werden. 
Der Faktor x gibt x - 0, d. h. den Scheitel S 0 oder (0; 1) auf der y- Achse mit dem 
Kriimmungsradius —■}> also dem Kriimmungsmittelpunkte K 0 oder (0; $) auf der 
?/-Achse. Ferner liefert (8) nach Multiplikation mit e 2x% noch die Bedingung: 

(3 — 2 a: 2 ) e 2 * 2 + 16 z 4 —12 a; 2 + 6 = 0 . 

Um die Losungen x dieser Gleichung zu berechnen, setzen wir 2 a? = u. Dann ergibt 
sich namlich fiir u die einfachere Gleichung: 

(9) (3 — u) e u 4- 4 u 2 — 6 u -f 6 = 0. 

Zur Bestimmung von u benutzen wir die Regula falsi (S. 118), indem wir 
v ==" (3 — u) e u -f 4w 2 — 6 u -f 6 

als Fehler verwenden. Da In e u == u, also log e u = Mu ist, wo M den Modul (S. 298) 
bedeutet, kann man e u leicht berechnen. Insbesondere ergeben sich fiir u = 3 und 
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u - 4 die Wertepaare: 

u v 
~3 24j 

4 —8,0 . 

Also liegt zwischen 3 und 4 eine Losung von (9). Nach (10), S. 117, ergibt sich 
daraus der bessere Naherungswert u = 3,7. Fur ihn ist v = 10,25. Aus dem 
Wertepaar 

u v 

~3/7 10,25 

4,0 — 8,6 

geht ferner der bessere Naherungswert u = 3,86 hervor, fiir den v = 1,62 ist. Fur 
a = 3,90 dagegen wird v = —1,02. Aus diesen beiden Wertepaaren ergibt sich der 
bessere Naherungswert u = 3,885, fiir den v - —0,007 wird. Fur u = 3,884 dagegen 
ist v = 0,059. Also liegt zwischen 3,884 und 3,885 cine Losung der 
Gleichung (9). Da % — 2 a 2 ist, liegt zwischen 1,3936 und 1,3937 eine Losung 
x der Gleichung (8). Demnach hat die Kurve fiir x gleich rund 1,394 einen Scheitel 
S r . Man findet hier y = 0,143 und nach Satz 12 die Koordinaten £ — 1,954, r\ = 1,545 
des zugehorigcn Krummungsmittelpunktes K x . Im zweiten Quadranten ergibt sich 
svmmetrisch hierzu der Scheitel S 2 mit dem Kriimmungsmittelpunkte K 2 - Die im 
vorhergehenden bestimmten Kriimmungskreise und Wendetangcnten geben eine 
aulierordentlich gute Annaherung an die Kurve. 

11. Beispiel: Die Kettcnlinie, siehe 3. Beispiel, S. 364 u. f.: 

y = | ( e *+ e~ x ) 

hat in ihrem tiefsten Punkt (0; 1) einen Scheitel. Der zugehcirige Kriimmungsradius 
ist gleich Eins. Bei der Parabel 

y - 1 + 4 x -, 

die sich der Kettcnlinie im tiefsten Punkt anschmiegt, ist dieselbe Stellc ein Scheitel 
mit demselben Kriimmungsradius. 

12. Beispiel: AVenn eine Kette aufier ihrem eigenen Gewichte noch eine 
gleichformig wagerecht verteilte Belastung, die Laufbahn einer Kettenbriicke, zu 
tragen hat, und wenn die Flache des Querschnittes der Kette tiberall proportional zu 
der do’rt wirkenden Spannung ist, ergibt sich, wie in der Mechanik gelehrt wird, 
fiir die Kette die Gleichung: 

y - — a In cos c x , 

wo a und c positive Konstanten bedeuten. Da cos cx nach Satz *21, S. 421, die Periode 
2 -a : c hat, gilt dasselbe .von y. Diese Funktion ist jedoch nach S. 268 nur fiir solche 
Werte von x vorhanden, fur die cos cx positiv ist, z. B. im Intervalle von cx = — 
bis ca; = + Jti. Fiir die Kettenbriicke kommt nur dies Intervall in Betracht. Wird 
nehmen also x zwischen — n :2 c und + :2 c an. Fur x = ^ n : 2 c ist cos c x = 0, 
also y = + oo, fur x = 0 ist cos cx « 1, also y = 0. Im ganzen Intervalle bleibt y 
positiv. Ferner ist die y- Achse Symmetrieachse, demnach der Anfangspunkt O nach 
S. 485 ein Scheitel. Nach Satz 12 ist hier der Kriimmungsradius gleich 1 : c 2 a. Die 
Bedingung des Satzes 14 fiir die Scheitel gibt; 

. I* 71 — . (2 cos 2 cX + 2 are 1 sin 2 cx — 3 a 2 c 2 ) = 0. 
cos 5 c x K 1 
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Gleich Null gesetzt liefert der erste Faktor den Scheitel O, der zweite dagegen, wenn 
man sm 2 ea; durch 1 — cos 2 c x ersetzt: 6 6 


COS 2 CX S 




2 (1 — a 2 c 2 ) * 

* w j s ® h , en 0 “ nd 1 ergeben sich hieraus nur dann noch zwei Scheitel, 
wenn ist , und zwar hegen beide Scheitel symraetrisch zury-Achse. Beson- 

ders merkwurdigist die Annahme a 2 c 2 = f, denn dann fallen alle drei Scheitel 
! R “““f’ n f mhch ln °< zusa mmen, and der zugehorigc Kriimmungskreis 
beruhrt dann die Kurve in aullerordentlich inniger Weise. Wfihlen wir z. B. a = VK 
c— so tnfct dieser Fall fur die Bildkurve der Funktion 

V — — V 6 In cos } x 

der KrUmmungsradius des einzi e en Scheitels 0 gleich 2 J/6~= 3,674. 




Fig. 364. 

Wir betrachten die Normalen unendlich benacnbarter Punkte P„ 

%dj’: ■ ® lner ? urve c ’ siehe m S- 354. Nach S. 481 ist der Schnitt- 
punkt der Normale n 0 von P 0 nnd der Normale n, von P, der zu P n se- 

* to Cbenso i»t ler 

VAT . p P " kt der Normaien n x und n 2 der Krummungsmittelpunkt K, 

?1 =Kl ?2 ’ usw - Die Punkte K 0 , K lt K,... foleen 
unendhch nahe aufemander und bilden eine Kurve pc, den Ort der 

Krummungsmittelpunkte von e. Ferner ist die Gerade K n P 
well sie auch durch K x geht, die Tangente von * in K 0 , ebenso K, P, 
die Tangente von x in K x usw. Hiernach gilt der 

■Rnrt! tZ D J r -°- t d l T KrUm mungsmittelpunkte einer 
Kurve c ist diejenige Kurve, deren Tangenten die Nor¬ 
mal en der Kurve c sind. 

ervihTj 11 l TV 1 * fttr T ge Punkte P von c die Normalen zieht, 
ergibt sich die Kurve * schon ziemlich deutlich als die von diesen 

Normalen eingehullte Kurve. Legen wir langs ^ auf die Figur 
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ein Lineal Z, auf dem wir die mit P Q zur Deckung kommende Stelle L 
anmerken, und denken wir uns die Kurve x erhaben iiber der Zeichen- 
flache, so konnen.wir das Lineal l langs der Kurve x ohne Gleiten ab- 
rollen: Zuerst wird l um K 0 so weit gedreht, bis das Lineal langs KqPj^ 
anliegt, also auch deckt. Darauf wird das Lineal um K x gedreht, 
bis es langs K X P 2 anliegt, also auch K 2 deckt; alsdann wird es um K 2 
gedreht, usw. Weil K 0 P 0 ^=K 0 P 1 , ferner K l P 1 =K 1 P 2 usw. ist, 
kommt die Marke L nach und naeh aus der Anfangslage P 0 in die Lagen 
P x , P 2 usw, Wir haben also den 

Satz 16: Der Ort der Kriimmungspunkte einer Kurve o 
ist eine zweite Kurve x, aus der die Kurve c dadurch 
erzeugt werden kann, dab man eine Gerade l ohne Gleiten 
auf x abrollen lafit und dabei die Bewegung eines Punktes 
L von l verfolgt. 

Statt des Lineals hatten wir uns auch einen unausdehnbaren 
Faden um die Kurve x herumgespannt denken konnen, befestigt an 
einer spateren Stelle und von K 0 aus tangen¬ 
tial nach L hin auslaufend. Wird in L ein 
Zeichenstift angebracht, so beschreibt er bei 
der Abwickelung des gespannt gehaltenen 
Fadens von x die Kurve c. Ein Beispiel 
hierzu, die Abwickelung eines Fadens von 
einer Kettenlinie, ist das 2. Beispiel auf 
S. 362 u. f. mit der Fig. 249. Eine in 
der angegebenen Art durch Abwickelung 
eines Fadens aus einer Kurve x hcrvor- 
gehende Kurve c heifit eine Evolvente von 
x, vom lateinischen evolvere, abwickeln, und 
die Kurve x selbst heiBt die Evolute von c, Also konnen wir sagen: 

Satz 17: Die Evolute einer Kurve ist der Ort ihrer 
'Krummungsmittelpunkte. 

AuBerdem hat. sich gezeigt, siehe Fig. 355: 

Satz 18:' Jede Kurve x hat unendlich viele Evolventen c; 
die Evolventen durchsetzen die Tangenten n der Evolute x 
senkrecht. Alle diese Evolventen haben die Evolute x 
als Ort ihrer Krummungsmittelpunkte gemein. 

Da die Evolventen c da, wo sie eine Tangente n von x treffen, 
staitlich Tangenten senkrecht zu n haben, heiBen sie auch Parallel- 
kurven. Man nennt sie auch die senkrechten (orthogonalen) 
Trajektorien der Tangenten n von x. Zwei Parallelkurven c 
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schneiden aui alien ihren gemeinsamen Normalen n ein* Stiiek von 

derselben Lange ab. . - . 

Yerfolgt man das Abrollen eines Lineals l auf einer Kurve x so 
weit, bis die Marke L auf x selbst riickt, 
siehe Fig. 356, so hat die Bahnkurve c der 
Marke kurz vorher eine Tangente senkrecht 
zu einer Tangente von x und ebenso kurz 
nachher; sie schweift aber beiderseits nach 
verschiedenen Seiten ab. Mithin hat die Evol- 
vente c an jener Stelle L auf x eine Spitze, 
indem sie dort die Normale v von x von beiden Seiten her beruhrt. 

§ 4. Geradlinige Bewegungen. 

Wir kommen zur Auseinandersetzung der Bedeutung, die dem 
zweiten Differentialquotienten einer Funktion in der 
Lehre von den Bewegungen und in der Meehanik zukonimt. 
Dabei wollen wir annehmen, dab die unabhangige Veranderliche die 
Zeit t sei, gemessen mit irgendeiner Einheit. Die von t abh&ngige 
Veranderliche sei mit a bezeichnet und bedeute den Weg, den ein punkt- 
formiges Mobil auf einer geraden Linie in der Zeit t zuriicklegt, 
wobei s mit irgendeiner Langeneinheit zu messen ist. (Von krumm- 
linigen Bewegungen soli erst in §5 gesprochen werden.) Der erste 
Differentialquotient ds:dt stellt nach S. 76, vgl. auch S. 256, die 
Gesch windigkeit v des Mobils zur Zeit t dar. Sie ist eine gewisse 
Funktion von t. Ihr Differentialquotient dv :dt, also das Verhfiltnis 
aus der unendlich kleinen Anderung der Gesehwindigkeit und der dazu 
gebrauchten Zeit, heifit die Beschleunigung. Wenn die Beschleu- 
nigung positiv ist, nimmt die Gesehwindigkeit zu, ist sie negativ, 
so nimmt die Gesehwindigkeit ab (vgl. Satz 7, S. 104). Die Be¬ 
schleunigung wird meistens mit p bezeichnet. Dann ist: 

, ds 

r — dv — _ d ‘ s 

d. h. die Beschleunigung ist der zweite Differentialquotient 
des Weges s nach der Zeit t. 

Weg s, Gesehwindigkeit v und Beschleunigung p sind alle drei 
Funktionen der Zeit t. Wir konnen aber auch (wie wir es z. B. bei 
der Kettenregel getan haben) eine dieser Grofien, d. h. den Weg s 
oder die Gesehwindigkeit v oder die Beschleunigung p als die unab¬ 
hangige Veranderliche betrachten und iiberhaupt allgemein sa»en: 
Von den vier GroBen t, s, v, p ist bei einer bestimmten ins Auge 


,r C 7\ 


r 

A* 


Fig: 35G. 
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gefaBten geradlinigen Bewegung mir einc unabhangig veranderlieh; 
die drei anderen sind Funktionen von ihr. Von einer Bewegung weiB 
man z. B. unter Umstanden nur, daB die Beschleunigung p an einer 
beliebigen Stelle s des Weges eine bekannte Funktion von s ist. 
Dann wird man s als unabhkngige Veranderliche betrachten, und es 
entsteht die Aufgabe, aueh t und v als Funktionen von s zu be- 
rechnen. Wir kommen so uberhaupt zu sechs verschiedenen 
Aufgaben, da es auf sechs Arten nioglich ist, zwei der GroBen 
t, s, v , p herauszugreifen und vorauszusetzen, daB zwischen diesen 
beiden eine gegebene Gleichung bestehe. Die zu losende Aufgabe 
erfor'dert dann abgesehen vom einfaehsten Falle, wie sich zeigen wird, 
Integrationen. 'Wir haben in Satz 9, S. 257, gesehen, daB sich 
diejenige Funktion y von x, die einen gegebenen Differentialquotienten 
/ ( x ) hat und fur einen gegebenen Anfangswert .r 0 von x einen eben- 
falls gegebenen Anfangswert y 0 hat, so darstellt: 

X 

?/== / f(x)dx + y 0 . 

£Tq 

Hiervon machen wir nachher wiederholt Gebrauch. 

AuBerdem machen wir naturlich von den Beziehungen Gebrauch, 
die zwischen t, s, v und p bestehen. Nach dem vorhin Gesagten ist: 


/i \ ds 

0 ) • v== jt 

JL 

4 |^3 

II 

woraus durch Division folgt: 


/o\ dv _ p 

da ~~ v 

oder p 

Weil nach der Kettenregel 


d (v 2 ) _ 

_ <*(«*) dv _ 0a> dv 

ds 

' dv ds . * v ds 

ist, liefert (2) auBerdem: 

13 ) 

d(kv*) _ 
ds ~ P ' 


Satz 19: Bewegt sich ein Mobil geradlinig, so ist der 
Differentialquotient des halben Quadrats seiner Geschwin- 
digkeit nach dem Wege gleich der Beschleunigung. 

Statt (3) schreiben wir auch die spater anzuwendcnde Formel: 

(4) d(\v 2 )=pds. 

Wir besprechen jetzt die einzelnen sechs Aufgaben: 
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A. Kim* Gleirhting zwisrhen I und * »*> i grgrh.-n , , t 
man sic nach s atif, d. h, srhreiht man me »n, daU link* .« unit rrrht* I lf , 
Atmdruek in t steht, mi i.sf .< aim* liekanntc Funkiion v < ti ! 

» AM. 

ifieraus ergibt sirh ohm* writer** dutch liiflermliMion 
>' /*(M. /* /"( M. 

B. Kin»* Gleiehung zwinrhen f und v «pi jjrgrbcn j tt)H 
man sip nach v mi, so mag sirh ergrben 

v fin. 


1st s — s 0 fur t ( Q , so Iwdeutet s nach drr ersirn Formal 1 1 1 
jcnige i'unktion von t, doren MiiTt*ri*niiali{uoiirn! gleich » «der / in 
ist und die fiir t =* ( 0 gleich % wiril. Itahrr kommt »J* We*. 

i 

*- / F v 

«. 

Nach dcr zweitm Forme! (1) ergibt sirh ah 0i« BeaehleMatpmg: 

F »/ {M. 


0. Fine Gleiehung zwisrhen l und j* net gegehen 
sci, nach p aufgelttst, diene: 


Hie 


V *■ / (I). 

1st t* - e 0 fiir t m f 0 , so gibt die write Forme! (J) die : 

I 

f r 8> 

(tfi mlnau?^ ^TT??^ *° . kM " 1 Bw ’ w * *•**««» *w» f. « 

aau man auf die Aufgaf* B zurtiekkommt. 

D. Fine Gleiehung zwischen » und v .ei h.-„ 
sci, nach v aufgelflst: Ifgch. ti. Me 

e */(*>. 

Nach (2) die ergibt sich Beschleunigung: 

?-/(*)/'{*). 

Nach dcr eraten Funnel (I) hat man fewer: 

<M 1 


1 
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= fw) +t °- 


E. Eine Gleichung zwischen s und p sei gegeben. Sie 
sei, nach p aufgelost: 

? = /(«)■ 

1st v =v 0 fur s —s 0 , so wird £ v 2 fur s =s 0 gleich \ v 0 2 . Nach (3) 
oder (4) komxnt daher: 


==f f(s)ds+%v 0 2 , 


woraus als Geschwindigkeit folgt: 


v = V 2 / / (s) d s + v 0 2 . 


Hat man das Integral ausgerechnet, so ist v eine bekannte Funktion 
von s, so dafi man auf die Aufgabe D zuriiekkommt. 

F. Eine Gleichung zwischen v und' p sei gegeben. Sie 
sei, nach p aufgelost: 

p=f(v). 

Nach der zweiten Formel (1) wird: 

dt _ l l 

dv p f(v) * 

1st t =t 0 fiir v — v 0 , so ergibt sich als die Zeit: 


= ffk +t °‘ 


Nach (2) kommt femer: 

ds v_ v 

dv ~~ p /(v) ’ 

also, wenn s Q der Anfangswert von s ist, der Weg: 




Aufier den erforderlichcn Integrationen kann die LSsung dieser 
Aufgaben noch eine andere Schwierigkeit haben. Denn wenn z. B. 

S o h «f 1 • r s, Lehrbuch d. Mathematlk. 32 
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eine Gleichung zwischcn v und p vorliegt, ist cs fraglich, ob man sic 
auf die naeh p aufgeloste Form p — f (v) bringen kann. Jmmerhin 
aber geben die vorstehenden Losungen die allgemeine Anleitung zur 
mathematischen Behandlung hierher gehdriger Aufgaben. 

Wenn bei einer Bewegung die Geschwindigkeit v stets gleich Bins 
ist, ergibt sich aus der ersten Formel (1) oder auch nach B, sobald der 
Weg fiir t = 0 den Wert s = 0 hat, die Formel s = t. Dies bedeutet: 


Die Geschwindigkeitseinheit ist diejenige Geschwindigkeit, die 
ein Mobil bestandig beibehalt, wenn es in t Zeiteinheiten gerade t Weg- 
einheiten zuriteklegt. In diesem Fall ist die Beschleunigung gleich Null. 
Hat dagegen die Beschleunigung p bestandig den Wert Eins und ist 
die Anfangsgeschwindigkeit zur Zeit t — 0 gleich Null, so folgt aus C, 
daB®=twird. Die Einheit der Beschleunigung ist also die¬ 
jenige Beschleunigung, die einem Mobil bestandig zukommt, wenn es 
in t Zeiteinheiten gerade die Geschwindigkeit v — t crreicht. Da man 
nun fiir verschiedene Zwecke versehiedene Langeneinheiten und Zeit¬ 
einheiten benutzt, tut man gut, sich zu uberlegen, welchen EinfluB 
sie auf die Definition der Einheiten der Geschwindigkeit und der 
Beschleunigung haben. Wegen v-=ds:dt hat die Geschwindigkeit 
die sogenannte Dimension Lange : Zeit. Dasselbe gilt naturlich 
auch fur ihr Differential dv. Wegen p=dv:dt hat folglich die 
Beschleunigung die Dimension Lange : (Zeit) 2 . 

Als dritte wesentliche Einheit tritt zur Langen- und Zeiteinheit 
noch die Masseneinheit hinzu. Nach den Grundlehren der Mechanik 
erzeugt erne auf eine punktfdrmige Masse m wirkende konstante Kraft 
von konstanter Bichtung eine konstante Beschleunigung p. Als MaB 
der Kraft dient das Produkt K = m p. Die Dimension der Kraft ist 

: . (Zeit)a - Die Schwer kraft, d. h. die Anziehungs- 
m-att der Erde, erteilt alien Korpern die gleiche Beschleunigung g. Diese 
Gravitationskonstante ist gleich 9,81, wenn die Langeneinheit das 
Meter und die Zeiteinheit die Sekunde ist (vgl. 15. Beispiel, S. 259). 

Im sogenannten absoluten MaBsystem benutzt man als Lan- 
geneinheit das Zentimeter, als Masseneinheit das Gramm und als Zeit- 
einheit die Sekunde. Es wird daher das C.G.S.-System genannt. Die 
zugehonge Krafteinheit heiBt das Dyn. Dies ist diejenige Kraft, die 
emem Gramm die Beschleunigung Eins erteilt, wenn der Weg in Zenti- 

rmT t 1 \ 1 Sekunden gemessen wird. Da die Sehwerkraft 

dem Gramm (he Beschleumgung g erteilt und diese Beschleunigung 

7 n^ ySt6m Wegen lhrer dimension Lange : (Zeit) 2 nicht 9 81 
sondern 981 ist (wegen lm = 100 cm), hat die Sehwerkraft 981 Dyn 

woraus fotoT^ ri*** Ge ^ cht ^ d ‘ h - g lei ^ einem Gramm, 
woraus folgt, daB em Kilogramm 981000 Dyn betra^t. 
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Im technischen MaBsystem. ist die Langeneinheit das Meter, 
die Zeiteinheit die Sekunde, die Krafteinheit das Kilogramm. Aus 
der Beziehung K = mp zwischen Kraft, Masse und Beschleunigung 
kann man folgern, was im technischen MaBsystem die Masseneinheit ist. 
Da namlich die Schwerkraft jedem Korper die Beschleunigung g =9,81 
(jetzt nicht 981) erteilt, wird die Masseneinheit m =1 von der Erde 
mit der Kraft K = 1. g = 9,81 (in kg) angezogen. Die Masseneinheit 
im technischen System ist also die Masse von 9,81 kg. Ein Korper von 
G kg Gewicht hat die Masse G : 9,81. 

Noch sei bemerkt: Ist die Beschleunigung p konstant und zwar 
gleich Eins, und ist die Geschwindigkeit gleich Null zur Zeit t = 0, so 
ist, wie gesagt, bestandig v = t, d. h. zur Zeit Eins herrsclft die Ge¬ 
schwindigkeit Eins. Da nun die Krafteinheit diejenige Kraft be- 
deutet, die der Masseneinheit die Beschleunigung Eins erteilt, ergibt 
sieh hieraus, daB man die Krafteinheit auch als diejenige 
Kraft definieren kann, die der Masseneinheit in der Zeit¬ 
einheit die Geschwindigkeit Eins erteilt. Dies gilt sowohl im 
absoluten wie auch im technischen MaBsystem. 

Das Produkt aus der Kraft m p zur Zeit t und dem im nachsten 
unendlich kleinen Zeitteilchen dt zuruckgelegten Weg ds, also mpds 
heifit. die Arbeit, die die Kraft mp in der Zeit dt leistet. Tragen wir 
zu jeder Abszisse s auf der geradlinigen Bahn die 
an der betreffenden Stelle wirkende Kraft m p als 
Ordinate auf, so entsteht ein sogenanntes Dia¬ 
gram m, in dem die krumme Linie, siehe Fig. 857, 
diirch ihre Abszissen den Weg und durch ihre Ordi- 
naten die jeweilige Kraft veranschaulicht. Die zum 
Wegteilchen ds gehdrige Arbeit ist der Inhalt des 
unendlich schmalen, uber ds bis zur Kurve er- Fig. 357. 

riehteten Rechtecks. Nach Satz 5, S. 229, ist da- 
her die Arbeit A, die geleistet wird, wahrend der Weg von s 0 bis s\ 
zunimmt, gleich der zugehorigen Flache des Diagramms 

*0 

(5) A = j*mpds . 

Nach (4) ist nun mpds das m-fache des Zuwachses, den | v 2 auf dem 
Wege ds erf&hrt, also, da m konstant ist, die Arbeit A gleich dem 
m-fachen des Betrages, urn den \ v 2 von s 0 bis s 1 zunimmt. Ist v 
gleich v 0 an der Stelle s 0 und gleich i\ an der Stelle s v so kommt 
daher: 

(6) A = l m vf — | m V . 
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Das Produkt aus der Masse m und dem halben Quadrat der Geschwin- 
digkeit v heiUt die lebendige Kraft (oder kinetische Energie). 
Die Arbeit A ist also gleich dem Zuwachs der lebendigen 
Kraft auf dem zuriickgelegten Weg. Ihre Dimension ist wie die 
der lebendigen Kraft (Lange) 2 . Masse : (Zeit) 2 . 

1. Beispiel: Eine punktformige feste Masse M ziehe eine punktfdrmige be- 
wegliche Masse m an, die zuerst in der Ruhelage die Entfernung s 0 von M habe. Die 
Zeit t werde vom Beginn der Einwirkung an gemessen. Die Wege s rechnen wir 
positiv im Sinn von M nach der Anfangslage von m, so dafi die Kraft negativ 
wirkt. Nach dem NEwroNSchen Gravitationsgesetze (vgl. G. Beispiel, S. 142) hat 
die Kraft den Wert 


wo k eine positive Konstantc bedeutet. Die Kraft ist andererseits gleich dem 
Produkt aus der bewegten Masse m und ihrer Beschleunigung p, also - : 

TcM 

p = —?-• 

Somit ist die Beschleunigung p als Funktion des Weges s gegeben, siehe Fall E. 
Daher folgt, weil uberdies v 0 = 0 ist: 

l*- f- 

./ s s 0 

Die Arbeit aul dem Weg von s 0 bis s betragt also nach (6): 


A = \ m v 2 = IcMm 


(v-i)- 


Ist die bewegte Masse die Masseneinheit m = 1 und denkt man sie sich zuerst 
unendkch fern (« 0 - oo), so folgt: Die Arbeit A , die die Anziehungskraft 
der Masse M leistet, xup eine unendlich feme Masseneinheit bis 
auf die Entfernung s heranzuziehen, hat den Betrag k M : 8. Sie ist 
erne Funktion von s, und ihr Differentialquotimt 

dA _ kM 

ds £ 

Halit M»l Ch !^ Un i g t ng P ■ Manbenutzt das sogenannte Poten- 

m M ? l be ? r ueme mathem atische Ausdrucksweise fiir die Wirkungen, 

Ktaftlddlsfitt ihler UmSebung oder > wie man ««*, in ihrem 

Besonders wichtig sind diejenigen geradlinigen Bewegungen, 
bei denen sich die Beschleunigung p linear mit konstanten 

ausdrttckt ^ 11 df>n W ® g S Und die Geschwindi gkeit v 

( 7 ) p=as+bv, 

wo also a und b Konstanten seien. Diese Annahme ordnet sich 
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keinem der oben betrachteten sechs Falle A bis F unter. Die Bedin- 
gung (7) kann man nach (1) so ausdriicken: 

/o\ i i ds 

< 8 ) It* = as + l Tt' 

Sie ist also eine Vorschrift fur eine gesuchte Funktion s von t, denn sie 
verlangt, dafi sich der zweite Differentialquotient der Funktion in der 
angegebenen Weise durch die Funktion und ihren ersten Differential- 
quotienten ausdriieke. Fiir das bessere Verstehen der folgenden mathe- 
matisehen Schliisse ist es vielleicht niitzlieh, die unabhangige Verander- 
liche statt mit t so zu bezeichnen, wie wir es sonst gewohnt sind, nam- 
lich mit x, und die abhangige statt s entsprechend y zu nennen. Wir 
stellen also statt (8) die Forderung: 

Gesucht wird eine Funktion y von x, deren zweiter Dif¬ 
ferentialquotient sich linear mit konstanten Koeffiz'enten 
a und l> aus der Funktion selbst und aus ihrem ersten 
Differentialquotienten zusammensetzt: 

w S—»+»*• 

Zur Lbsung dieser Aufgabe wenden wir einen Kunstgriff an, der 
auf ein Probieren hinauskommt: Wir bedenken, da6 sich die Bedin- 
gung vereinfachen konnte, wenn man nicht die Funktion y selbst sucht, 
sondern ihr Produkt mit irgendeiner passend zu wahlenden bekannten 
Funktion z von x. Erst der Erfolg wird zeigen, ob sich eine derartige 
Funktion z passend wiihlen laBt. Wir behalten uns also ihre besondere 
Annahme noch vor und fragen uns, welche Bedingung auf Grund von 

(9) das Produkt 

(10) u=yz 

bcfriedigen muB, wenn zun&chst z eine irgendwie angenommene Funk¬ 
tion von x ist. Da 

u' ~y'z +yz ‘, u" —y"z +2 y'z' +yz" 

ist und da y" der Bedingung (9) oder y" =ay -j -by' unterworfen ist, 
geht fiir u die Bedingung hervor: 

u" —(ay+by')z+2y'z'+yz". 

Naeh (10) ist aber 

u 

y = t > 


also: 
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Wird dieser Wert von y' und auBerdem y — u : z in die Formel fiir u" 
eingesetzt, so kommt: 

«" =au +b +g (g ^ twV + «*!'. 

Z Z l 2 

Die Glieder auf der rechten Seite sind mit dem Faktor u oder u’ behaftet. 
Ordnen wir sie danach, so kommt: 

M "=( a ~ 5 y- 2 -f+ t) m +( & + 2 t) w '- 

Jetzt sind wir so weit vorbereitet, dafi wir uns fragen konnen: 
Wie wird man die Funktion z von x zweckmafiig wahlen, damit die in 
den Klammem stehenden Ausdriicke moglichst einfach werden ? Halten 
wir Umschau unter den uns bekannten Funktionen, so bemerken 
wir, daB insbesondere die Exponentialfunktion 

(11) z = e cx , 

wo c eine Konstante sei, die Eigenschaft hat, daB z':z —c und 
z"\z=c 2 ist. Wird diese Annahme (11) gemacht, so nimmt 
also die Bedingung fur u die einfaehere Form an: 

u" — (a — be — c 2 ) u + (b + 2 c) u'. 

Ja noch mehr: Wahlen wir die Konstante c= — \b, so fall! auch das 
letzte Glied fort, und es bleibt die einfaehere Bedingung iibrig: 

v." = (a -)-16 2 ) w . 

Wegen (10) und (11) und c = — \ b hat sich somit ergeben: 

Ist y eine Funktion von x, die der Bedingung (9) gc- 
niigt, so stellt 

(12) u=ye~ ■«•»* 

eine Funktion yon x dar, die der einfacheren Bedingung 
geniigt. 

Weil es die Rechnungen vereinfacht, sei die Wurzel aus dem a b - 
soluten Betrageder rechts auftretenden Konstanten a + b 2 mit 
h bezeichnet. Dann ist 

(H) ct “f* ^ b 2 == h 2 

je nach dem Vorzeichen der linken Seite, und (13) lautet so: 

05 ) 
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Wenn wir unter i> den ersten Differentialquotier^T^T w ver 
stehen, ist die linke Seite von (151 der erste Differentialquotient von ," 
Also konnen wir (15) ersetzen durch: v ' 

und 


dv 

dx 


:±WU. 


Wir suchen demnach Funktionen u und v von x, die diesen beiden 
Bedmgungen geniigen. Dabei sind drei Falle zu unterscheiden: 

Erster Fall: Gilt das obere Yorzeichen bei h 2 so foW 
aus (16): ’ 

h i'i + £ = h(liu+v), -hj^+~-=-h(-hu + v), 
wofiir wir aueh schreiben konnen: 


d (v + k) 
dx 


= h (v + It u ), 


d (v • 


dx 


-M=- h{v ^ hu) ' 


Also ist sowohl v + hu als auch v — hu eine Funktion von *, deren 
erstcr Differentialquotient gleich der Funktion selbst, multipliziert mit 
einer Konstanten h oder — h, ist. Hier konnen wir nun den Satz 7, 
S. 320, anwcndcn, indem wir die Funktion y des Satzes durch v+hu 
oder v — h u und die Konstante c des Satzes durch h oder — h er¬ 
setzen, woraus sofort folgt: 

v + hit == konst. e hx , v — hu = konst. e ~ hx . 
Subtraktion beider Gleichungen voneinander liefert: 

2 hu = konst. e hx — konst. e~ hx . 


Dividieren wir noeh mit 2 h, so ergibt sich fur u ein Ausdruck von 
der Form: 


(17) u= ae hx + pe- hx , 

wo a und f) Konstanten sind. Man moge von dieser Funktion u den 
zweiten Differentialquotienten ausrechnen, diesen und den Wert von u 
selbst in (15) einsetzen und sich uberzeugen, daJ3 der Bedingung (15) 
in der Tat geniigt wird, wcnn darin rechts das Pluszeichen steht. 

Zweiter Fall: Wenn h = 0 ist, gibt (16) einfach «j=konst. 
und daher 


(18) u = a x + ft, 

wo a und fi Konstanten sind. 

Drittcr Fall: Gilt das untere Vorzeichen bei A 2 , so 
kommen wir so zum Ziel: Nach der Kettenregel und nach (16) ist: 
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selbst ist, so daB also entweder 

S-=<>*« » d «' S-=0 Oder £*■=-»« O-koast.) 

ist, so hat u im ersten Fall die Form: 

u = a e hx -f- P e~ hx , 
im zweiten die Form: 

u ~ a x + /3 

und im dritten die Form: 

u = a sin h x + P cos h x. 

In alien Fallen sind a und p irgendzwei Konstanten. 

Beilaufig maehen wir darauf aufmerksam, daB die Form von u 
im ersten Fall mit Hilfe der hyperbolischen Funktionen, vgl. ( 13 ) 
auf S. 359, auch so geschrieben werden kann: 

(21) u = konst, ©in li x -f- konst, ©of h x , 

eine Form, die, verglichen mit der dritten, vieder das schon auf S. 359 
und 405 erw&hnte Entsprechen zwischen. den goniometrischen und 
hyperbolischen Funktionen zeigt. 

Nun muB man sich daran erinnern, daB -die Bestimmung der 
Funktionen w nur ein Mittel zu dem Zweck war, diejenigen Funk¬ 
tionen y zu bekommen, die einer Bedingung von der Form (9) ge- 
niigen. Wir hatten u durch (12) eingefiihrt, und danach ist 

y = ue^ bx . 

AuBerdem war a + b 2 nach (14) mit ± h 2 bezeiehnet worden. Aus 
Satz 20 ergibt sich demnach schlieBlich 

Satz 21 : Ist y eine Funktion von x, deren zweiter 
Differentialquotient sich linear mit konstanten Koeffi- 
zienten a und b aus der Funktion selbst und ihrem ersten 
Differentialquoticntcn zusammensetzt, d. h. ist 

d~JL = ay -f- b -j— (a, b = konst.), 

so hat y eine der drei folgenden Formen: 

Im Fall rt-t-*&2=/i 2 >0 ist: y=e* bx (ae Ax + Pe~ hx ). 

Im Fall a+^-O ist: y = ei bx (ax +/?). 

Im Fall a +-\b 2 = — ¥ <0 ist: y =e* ix (a sinhx + p coshx). 

In alien Fallen sind a und p irgendzwei Konstanten. 
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Die Satze 20 und. 21 werden wir bei den beiden folgenden Be- 
wegungsaufgaben anwenden. 

2. Beispiel: Auf eine punktformige Masse m vibe ein fester Punkt 0 eine 
zur Entfernung s von 0 proportionale Anziehungskraft aus, Zu Anfang 
(i ss 0) sei das Mobil in der Entfernung a Q von 0 und habe die Geschwindigkeit Null. 

Offenbar bleibt m bestandig auf der Geraden durch 0 
und durch diese Anfangslage. Demnach liegt eine ge- 
/ radlinige Bewegung vor, bei der die Beschleunigung 

( LiJ \ proportional zur Entfernung s von 0, dem Weg ist: 

( XR 

X ~ j — cs (c = konst.). 


/ Ist die Konstante c positiv, so hat die Kraft die Bich- 
tung, in der s wachst, d. h. von 0 fort, ist c negativ, 
Fig. 358. so wird dagegen m von 0 angezogen. Dies ist der Fall, 

den wir betrachten. Wegen c < 0- konnen wir c = — 7c 1 
setzen. Nach dem dritten Fall von Satz 20, worin jetzt s, t und 7c an die Stelle 
von u , x und h treten, ergibt sich demnach fiir den Weg s und die Ge¬ 
schwindigkeit v: 

m d S 

$ = «sin Ic t + p cos 7c t , v = — = 7c (« cos 7c i — ft sin 7c t ). 


Weil s = a 0 und v = 0 fiir t = 0 sein soil, ist /S = a 0 und « - 0. Also kommt einfacher: 
(22) s = a 0 cos 7c t, v = — 7c a Q sin 7c t . 

Dieser Fall liegt vor, wenn das Mobil m mit dem Punkt 0 elastisch verbunden ist, 
weil dann nach den Gesetzen der Elastizitatslehre die Anziehung proportional zur 
Entfernung von 0 ist. Nach S. 425 macht das Mobil einfache Schwingungen. 
Wenn ein Punkt Q den Kreis um 0 mit dem Radius a 0 von der Anfangslage P 0 
des Mobils aus gleichformig beschreibt und dabei einen Umlauf in der Zeit 
2 n : 7c vollendet, macht der FuBpunkt P des Lotes von Q auf die Balm 0 P 0 
gerade die betrachtete Bewegung des Mobils m, siehe Fig. 358. Der Unterschied 
gegeniiber der Betrachtung auf S. 424 u. f. liegt bloB darin, daB die Zeit von einem 
anderen Augenblick an gerechnet ist, Die Beschleunigung ist p = — 7c* s. 

3. Beispiel: Die soeben betrachteten Schwingungen sollen durch einen ge- 
ringen Widerstand gedampft werden, und zwar sei der Widerstand zur Ge¬ 
schwindigkeit v proportional, Dann ist nicht p = — Jfts, sondern 

p — — 7c 2 3 — C V 

die Beschleunigung, wobei c eine gewisse verhaltnismaBig kleine positive Konstante 
bedeutet. Wir konnen hierfur nach (1) schreiben: 


(23) 


d 2 s 
dt 2 



Hier ist nun Satz 21 anzuwenden. Man ersetze namlich darin a;, y, & durch t % 
s, — k 2 , — c. Die im Satz auftretende GroBe a -f \ l* ist gleich — k 2 •+• \ c 2 
uiid Milt negativ aus, weil c klein sein soil, so daB* der dritte Fall des Satzes 
vorliegt. Deshalb kommt: 

s = e~i ct (a sink t + ft cos lit) 




(24) h = I/F=T^7 

“ UR t ,e han Sf> Anfangszustand ab, den wir wie im vorigen 
schXigkdt ” ’ S ° S = “» fUr * = 0 sei > d - !>• P = <V Da die Ge- 

V = d i = e~% ct [— ic(«.sinfti+ a 0 cos ht)+h (« cos — <j 0 sin h <)] 

fflr i — 0 gleieh iSuli sein soli, ist icrner « = \ca 0 :h. Demnach kommt: 

s - e~^'(JcsinA/d- heosht). J ’ 

Weil aus J c, k und A; nach (24) ein rechtwinkliges Dreieek mit der / 

Hypotenuse 7c gebildet werden kann, siehe Fig. 359, liegt cs nahe, / 

den der Kathete h gegenuberlicgenden Winkel y dieses Drciecks / 

emzufiihren. Er ist infolge der Kleinheit von e nahezn ein rechter. */ * 

\Vegen |c = k cos y und h = ksiny ergibt sich dann nach Satz 16, / ® 

S. 411, die bequemere Formel: j 

(25) *Lfi£+2i. / 

Sin r 

Dieso gedampften Schwingungen wollen wir zeichnen: 1st 
Pq die Anfangslage des Mobils, also 0 P 0 = « 0 , so tragen wir an * 

0P 0 den ldeinen Komplcmentwinkcl \n — y von y an und crrichten 359. 

in P 0 auf OPq das Lot, das den freien Scheitel des Winkels in 
trcffe, siehe Fig. 360. Dann benutzen wir OQ 0 als Anfangsstrahl von Polarkoordi- 
naten *p t r (siehe S. 344) und zeichnen die in Polarkoordinaten durch die Funktiora 


r\ „ 
L ~w~ x 

Fig. 359. 


r = e 2ft v 

sm y 

gegebone logarithmische Spiral e (siehe 
S. 350 u. f.) fUr von </> = 0 an wachsendo 
Winkel. Sie geht von Q 0 aus, wird immer 
enger, da der Exponent von e einen negativen 
Koeffizienten hat, und durchsetzt die Radien- 
vektoren nach S. 350 untcr dem Winkel n — y. 

Demnach hat sie in Q 0 die Gerade Q o P 0 
als Tangente. Nun durchlaufe ein Punkt Q Fig. 360. 

von Q q aus die Spirale so, daJB sich der Radius- 

vektor OQ gloichfcirmig urn 0 dreht und einen vollen Umlauf in der Zeit 
2n:h vollendet. Zur Zeit i ist dann der Winkel </> des Radiusvektors OQ mit 
dem Anfangsstrahl gleieh h t , also der Radiusvektor 



,, «o -l ct 
f sss — e , 
sm y 

nach (25) daher s = rsin(tp 4- y), d. h. die Lage P des Mobils m zur Zeit t 
ergibt sich als Fufipunkt des Lotes von Q auf die Gerade 0 P 0 . Man 
erkennt hieraus, dafi das Mobil langs dieser Geraden um 0 mit immer kiirzeren Aus- 
schlagen hin und her schwingt, walirend die Zeitdauer zwischen zwei aufeinander- 
folgenden 1 grSfiten Ausschlkgen nach verschiedenen Seiten hin immer gleieh n ; h 
bleibt, weshalb did Schwingungen isochron heifien (vgl. das 5. Beispiel,* S. 292). 
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Aus der Figur entnimmt man leicht die Winkel (p fiir die groBten Ausschlage und 
fOr die DurchgSinge durch 0. Nach (25) ist die Geschwindigkeit:* 


a °sin v— [—icsin(ht+ y)+hcoi(ht+ r)] 


also wegen J e — fc cos y und h— k sin y nach Satz 16, S. 411: 

7 — ictsinht 

(26) v = ~ka n e — -. 

v ' sm y 

Aus den Werten (25) und (26) von s und v setzt sich nach (23) die Beschleunigung p 
in der Form — Jc 2 s — c v als Funktion von t zusammen: 

ft 2 a e~~i et 

p - - o - [— sin (h t + y) + 2 cos y sin h /] , 

sm y 

wofflr sich nach Satz 16, S. 411, schreiben laBt: 

( 27 ) p = — lOhi—y) . 

sm y 

Nach (25) ist die Entfernung 8 gleich Null, wenn sin (h t + y) = 0 ist, nach (26) 
die Geschwindigkeit v gleich Null, wenn sin h t = 0 ist, und nach (27) die Beschleuni¬ 
gung p gleich Null, wenn sin (ht — y) = 0 ist. Hieraus lassen sich die zugehSrigen 
Zeiten bestimmen. Sie sind in der Tafel auf der nachsten Seite zusammengestellt. 
Dabei ist es zweckmaBig, die Konstante 


zu setzen. 

Eine andere graphische Darstellung geht hervor, wenn man die Zeit t 
als Abszisse und die Entfernung s als Ordinate benutzt, siehe Fig. 361, wobei sich 
die Bildkurve der Funktion (25) als wellenf orange Linie mit imraer flacher werdenden 



Fig. 361. 

Bagen and TSiem zeigt. Sie ist nach S. 423 als gedampftc Sinuswelle zu be- 
Gipfel- und Talpunkte stohen unter 1. und 4. in der 
^Sprite dee Taid; es sind die ganzen Vielfachen von n : h. Die Punkte W eehdren zu 

NidllstTiX P > !?’ d ‘ h ’ der zweit ® Mfferentialquotient von * nach l gleich 

Null ist, siehe unter 2. und 5. Sic sind nach S. 459 die Wendepunkte der Kurve. 



Sedimpfte Schwingungen. 



Hierrn bedeutet n eine positive gauze Zahl, also 0, 1, 2, 3 usw. 
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Der erste hat die Abszisse y : h . Die Abszissen dor iibrigen gehen aus dieser durch 
Addition der ganzen Vielfachen von n : h hervor. Die Wendepunkte sind nicht die 
Knotenpunkte, d. h. Schnittpunkte der Kurve mit der Abszissenachse. Die Knotcn- 
punkte sind vielmehr durch die Bedingung s - 0 gekennzeichnet, siehe unter 3. und 6. 
Der erste (absteigende) Knoten hat die Abszisse (rc — y) : h. Die Abszissen der 
iibrigen gehen daraiis durch Addition der ganzen Vielfachen von n : h hervor. 

Was die Ordinaten der Gipfel- und Talpunkte und der Wendepunkte betrifft, 
so entnimmt man der s-Spalte der Tafel, daB sie je eine geometrische Progression 
(vgl. S. 290) bilden, deren Glieder aus den Anfangswerten 


cy 
~2 h 


a Q und 2 a 0 cos y e 

durch fortwahrende Multiplikation' mit — * hervorgehen. Zu ihrer Ermittelung zieht 
man eine Gerade g , siehe Fig. 362, tragt auf ihr A E = 1 und AK = x ab, legt durch 
E die Gerade unter 45°, durch K die unter 90° und verbindet den Schnittpunkt 
beider mit A durch die Gerade h Wenn man die angedeutcte Zickzackkonsfcruktion 
ausfuhrt, sind die auf g von A aus bis zu den Punkten des Zickzacks gemessenen 

Strecken gleich 1, x, x\ x* - In Fig. 361 ist a 0 = 1 gewahlt, so daB Fig. 362 

auf gr sofort die absolut gemessenen Ordinaten der Gipfel- und Talpunkte gibt. Die 
Ordinate des ersten Wendepunktes wird rechnerisch bestimmt und als Strecke von 
A aus auf g aufgetragen. Von ihrem Endpunkt aus wird der Zickzack parallel zum 
angegebenen gezeichnet. Die Strecken von A bis zu den Zick- 
zackpunkten auf g sind dann die absolut genommenen Ordi¬ 
naten der Wendepunkte. Die Steigungcn der Wendepunkte 
und ebenso die der Knotenpunkte werden durch v - d s : dt 
in der v-Spalte unter 2., 5. und 3., 6. angegeben und bilden 
ebenfalls je eine geometrische Progression mit dem kon- 
stanten Faktor — x. Sie werden also auch mit Hilfe einer 
Konstruktion wie in Fig. 362 durch Strecken dargestellt, 
nachdem man die absoluten Werte ihrer Anfangsglieder be- 
rechnet hat. In Fig. 361 ist die Tangentenkonstruktion fiir 
den zweiten Knotenpunkt Ii 2 angegeben: Hier ist IC 2 E 2 = 1 
und E 2 T 2 gleich der mittels der Hilfsfigur als Strecke be- 
stimmten Steigung. 

_ , ^ . der Gi P fel " und Talpunkte zeigen, dafi das logarithmische 

Decrement aufeinanderfolgender groBter Ausschliige konstant, namlich 
gleich — \cn:h, ist. Vgl. 5. Beispiel, S. 292. 

, F ^" en , 35 f~ 365 ;, sind die Annahmen k = 4, c = 2, a 0 = 1 zugrundo 
Die Emhertist in alien, mit Ausnahme der verkleinerten Fig. 359, dieselbe. 

A Whir V = 3 ’ 873, v = 1,318 ( im BogenmaB) oder 75J °, * = 0,445. 

recht deutlich^TmTehen Z ‘ emllCl ‘ ^ geWaMt ’ " m <He Wirkun & dpr Dampfung 



§ 5. Krummlinige Bewegungen. 

do. E ; n Mobil m beschreibe eine krummc Bahn in 

(Knateb^HL 1,11(1 n*' ^ “ einer Stelle P mit den Koor- 

tionen. * Und V Sind dann Funk ' 

^ x = 9(t), y — ip (<)• 


§ £* Krummlinige Bewegungen. 
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Gelegentlich (S. 437) machten wir schon aul diese Art der Dar- 
stellung einer Kurve durch zwei Funktionen aufmerksam. 
Wahrend wir sonst immer y als Funktion von x annahmen, um eine 
Bildkurve durch cine Glcichung y — f(x) festzulegcn, sind jetzt a; 
und y als Funktionen ciner dritten Veranderlichen t ge- 
geben. Aber auch jetzt ist y eine Funktion von x, denn die 

Auflosung der ersten Gleichung (1) nach t ergibt fur t eine Funktion 
von x, und wenn diese Funktion in die zweite Gleichung (1) ein- 
gesetzt wird, geht schlieBlich filr y eine Funktion von x hervor. 

Fur die geometrische Natur der Kurve, die ein Punkt (x;y) 

infolge der Vorschriften (1) beschreibt, ist es gleichgiiltig, ob wir t 
als die Zeit oder als sonst irgendeine unabhangige Verandcrliche 
deuten. Es empfiehlt sich oft, Kurven auf diese Art darzustellen, 
weil unter Umstanden eine schwierige Gleichung y = f(x) durch zwei 
einfachere Gleichungen x = <p (f), y = ip (t) ersetzt werden kann. 

1. Beispiel: Eine Ellipse mit den Halbachsen a und b kann nacli dem auf 
S. 186 angegebenen Verfahren aus konzentrischen Kreisen mit den Radien a und b 
hergestellt werden, wie es Fig. 133 zeigte. Wenn wir darin <X A x 0 U = t setzen, wird 

0 Q — 0 U cos t = a cos t und Q P = S V = 0 V sin t = b sin t. Also liat der El- 

lipsenpunkt die Koordinaten 

x = a cos t , y = b sin t . 

Durchlauft t alle Werte von 0 bis 2 zr, so beschreibt der Punkt ( x ; y) die Ellipse einmal. 
Wahrend sonst die Ellipse durch die in x und y quadratische Gleichung 


dargestellt wurde, siehe (.1) auf S. 185, liegt hier eine oft bequemere Darstcllung 
mittels einer Hilfsveriinderlichen t vor. Deutet man t als die Zeit, so heifit dies, 
daB sich der Radius OU in Fig. 133 gleichformig um 0 so dreht, dafi er eine 
voile Umdrehung in der Zeit 2 n vollendet: 

2. Beispiel: Zwei Stabe OU und U P seien in der Ebene so beweglich, daB 
sich O U um einen festen Punkt 0 und UP um den Endpunkt U von 0 U drehen 
karm. 0 U drehe sich mit ciner konstanten Geschwin- 
digkeit um 0 und U P mit einer konstanten Geschwin- 
digkeit um U. Die Bahnkurve von P heiBt eine Rad- 
linie oder Trochoide. Im Laufe der Bewegung 
werden 0, £7, P einmal in gerader Linie liegen. Wir 
nehmen diese Lage 0 U 0 P 0 , siehe Fig. 363, als posi¬ 
tive a-Achse an. Die Bahn von P ist bestimmt, so- 
bald das Verh&ltnis n : m der beiden konstanten 
Drehungsgeschwindigkeiten gegeben wird, wobei n 
oder m positiv oder negativ zu nehmen ist, je nach- ^*5* 

dem* sich 0 U oder U P im positiven oder negativen 

Sinn dreht. OU beschreibe in der Zeit t den Winkel nt y also UP den Winkel mt. 
Ist O U ~ a, U P = b und die Langeneinheit zugleich die x- und y-Einheit, so 
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liest man aus der Figur als Koordinaten, von P ab: 

x = a cos n t + l cos m t t y = aslnni + bsinmt < 

Diese Gleichungen geben fur jeden Wert von t einen Punkt (x;y) der Kurve. Um 
die Kurve in der Form y =/(£) darzustellen, miibte man t aus der ersten Gleichung 
als Funktion von x berechnen, was unmoglich ist, wenn das Verhaltills n : m nicht 
gleich dem von zwei ganzen Zahlen ist. — Die Kurven, die der Techniker 
Zykioiden nennt, sind diejenigen, die in der Mathematik Trochoiden 
heifien. Unter Zykioiden versteht der Mathematiker nur die Bahnen der Punkte 
auf dem Umfang eines Kreises, der auf einem anderen Kreise abrollt. Sie gehdren 
zwar, wie man leicht einsieht, auch zu den Trochoiden, aber nicht jede Trochoide 
ist eine derartige Kurve. 


Das letzte Beispiel zeigt, daB die Darstellungsform 
(1) x = <p (<), y = ip (t) 

fur. manche Kurven geradezu die einzig mogliche ist. Wir haben 
nun zu erortern, wie man auf Grand dieser Darstellung (1) einer 
Kurve die Steigung, den Kriimmungsradius usw. berechnet. Dabei 
soil im Folgenden der Akzentstrich die Differentiation 
nach t andeuten, also z. B. <p' der erste Differentialquotient d<p:dt 
und <p" der zweite Differentialquotient d 2 <p :dt 2 sein. Aus (1) folgt: 


( 2 ) 




Die Steigung dy-.dx der Kurve ergibt sich, wenn man die zweite 
Formel mit der ersten dividiert: 


( 3 ) 

Feraer ist: 


dy _ i/ 
dx (f/ 


aibL 

&*y dx 

dx 2 dx * 

Dividiert man Zahler und Nenner mit dt, so kommt: 


d*y 



dx 2 dx:dt 


Nach (3) kann man hierin dy.dx durch y>' : <p\ nach (2) auBerdem 
Ax:it durch <p ersetzen. Also kommt: 


. _ <i 

d&~ , 


Am 


Die Bruchregel ergibt nun: 
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so dafi als zweiter Differentialquotient von y nach x hervorgeht; 

. <Py_ — xj/tf" 

w ' dx 8— <#>'• 

Femer ist 

d?y &y 

oPy _ dx? _ da 8 ' 

dx 3 dx dx:dl 

so dafi sich infolge von (4) und der ersten Gleichung (2) ergibt: 

w if'") If' — 3 {q' if" — if' if") if" 

^ dx * ‘ if.' 3 

Entsprechend kann man die hoheren Differentialquotienten von y 
nach x berechnen. 

Im Satz 10, S. 478, und Satz 12, S. 483, bedeuteten nun t ( und 
y" die Differentialquotienten (3) und (4), da damals der Akzent 
die Differentiation nach x ausdriickte (nicht, wie jetzt, die nach t). 
Setzen wir also die Werte (3) und (4) statt y' und y" in j'ene S&tze 
ein, so kommt: 

Satz 22: Wird cine Kurvc in der EbOne mittels einer 
Hilfsver&nderlichen ( in der Form 


x = <p (<), y = v(f) 

dargestellt, so hat sie an der Stelle, die zu einem be- 
stimmten Werte von t gehort, die Krummung 

^ <f)'l p" \fj' ip" 

~ Tv'* + 'K a3 


Der Kriimmungsradius hat den hierzu reziproken Wert 
und der Kriimmungsmittelpunkt die Koordinaten: 


£ = <p-Xf)' 


(fi* + 

if' 


T} = Xp + if' 


_v2AJ!2—. 

y/ Ip' q," 


Vorausgcsctzt wird dabei, daB die rr-Einheit der y-Einheit 
gleich sei. 


3. Beispi-el: Eollt ein Kreis vom Radius a auf einer Geraden ab, so heifien 
die Bahnen aller mit dem Kreis lest verbundenen Punkte Trochoiden mit gerader 
Grundlinie, insbesondere die Bahnen derjenigen Punkte, die auf dem Kreisuirilange 
liegen, gewdhnliche Zykloiden. Dagegen sprachen wir im 2. Beispiele von den 
Trochoiden mit kreisfSrmiger Grundlinie. Wir wollcn die gewdhnlichen 
Zykloiden untersuchen. Der die Kurve bcschreibende Punkt wird gelegentlich aul 
die Grundlinie selbst kommen. Wir wahlen diese Stelle als Anfangspunkt 0 und die 
Grundlinie als positive a-Achse nach der Seite hin, nach der der Kreis rollt, siehe 
Fig. 364. Ist der Kreis aus der Anfangslage k 0 in irgendeine Lage k ubergegangen, 
Scheffers, Lehrbuch d. Mathematlk. 3d 
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so ist derjenige Punkt, der zuerst in 0 lag, an eine Stelle P des Kreises k gelangt, 
und die Strecke von 0 bis Q muB gleich dem Bogen von P bis Q sein, wenn Q den 
Punkt bedeutet, in dem k die z-Achse beriihrt. Bezeichnet man mit M den Mittel- 



punkt von k und setzt man ^QMP=t, so ist der Bogen PQ = a t wenn t im 
BogenmaB gemessen wird, also auch die Strecke OQ = at Die Koordinaten x und y 

a sin t fZ 8 ’ d f>, die ^ 0i t kti0n VOn M P oder 0 auf die z-Achse gleich 

negativ "t l£ 2, » e '“' h * “» * bt M * «« Fig„ m « 


- i# am t , 


- i 


Mithin stellen die Gleichungen : 

(6) x=a{t — sinf), y= a (\— W st) 

Z C“* S,? ^ HiUsveriUidor- 

Staffed, gS um *e 

W«, a„ , Yon o £»“ di< ’ 

•pae-sint), ,ft' — a (i cos <), v /'= a8ini> 

V ' =a(1 - C0S< ) « rp" = a cos f. 

Daher ergrbt sich nach (3) mit Rucksicht auf Satz 19, S. «3, die Steigung: 

" 

dx 


sin * 


in,t° 3 T“eT.Y t «^*• *«- 

T trifft, ist der Tangentenwinkel r=^OTP N 6 ^ n & ente von P die z-Achse in 
Jst tgr gleich dem Kotangens des Winkels 0 sein * Cranach 
.St senkrecht zur V^bindL™ ie ^oA p h m f;% Tangente TP VOn P 
ia dem der rollende Kreis g au^PnKli ti P i ^ dem;,enigen Q r 

Die Gerade QP j s t also die Normal^ d^ y 'n ^ *‘ Achse berOhrt. 
Ferner ist: aie ^ es ^ykloidenpunktes P. 


—l/rp 


+ V* = a 2 [sin 2 f + (1 _ cos t f ] _ 2 a 2 (1 _ cos a 

u>' = „? r,.„„,« _ . 1 cos G > 


- / J — « ^ J. - UUS f 1 

a [cos t (1 _ cos <)- S in 2 <] = -a 2 (l_ cos Q, 
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so daB sich aus Satz 22 als Koordinaten des Krummungsmittelpunktes K von P 
ergeben: 

(7) £ = a (i + sin t ), rj - — a (1 — cos i ). 

Diese Gleichungen stellen nach S. 493 die Evolute der Zykloide mittels der Hilfs- 
ver&nderlichen t dar. Sie erinjiern an die Gleichungen (6) der Zykloide selbst. In 
der Tat ist die Evolute auch eine Zykloide, Zum Beweise. dieser Behauptung be- 
nutzen wir fhr die Evolute ein neues Achsenkreuz: Zux hochsten Stelle S des be* 
trachteten Zykloidenbogens, die iibrigens nach S. 485 ein Scheitel ist, weil ihre Ordi¬ 



nate den Bogen symmetrisch teilt, gehort der Wert t = n, also nach (7) der Kriim- 
raungsmitteipunkt nut den Koordinaten an und —2 a. Diesen Punkt wahlen wir 
als neuen Anfangspunkt 0, siehe Fig. 365, wahrend wir die neuen Achsen parallel zu 
den alien Achsen ziehen. Hat nun der Punkt dessen Koordinaten die Werte (7) 
haben, im neuen Achsenkreuze die Koordinaten x und y, so ist 

— a n , y — rj + 2 a, 

so daB (7) gibt: _ ,, , 

x = a (f — * + sin t) , y = a (1 + cos i) . 

Setzen wir t — n = U so wird t = T+ n, also sin t - — sin t, cos t = -—cosT. 
Mittels der neuen Hilfsveranderlichen t stellt sich demnach die Evolute er 
Zykloide im neuen A.chsenkreuze so dar: 

x « a (t — sin f) , y = a (1 — cos ?). 

Die '(Jberoinstimmung dieser Formeln mit (6), ab- 
gesehen von den geanderten Bezeichnungen, lehrt: 

Die Evolute einer gewohnlichen Zykloide 
ist eine mit ihr kongruente Zykloide. Sie 
ist in Fig. 365 die untere Kurve. 

Will man omen Zykloidenbogen zeich- 
nen, so verf&hrt man wie in Fig. 366: Man 
bestimmt die fttnf Punkte P G , P\, B 2 , P& P^ 
die zu t ® 0, \n, 7t , \n,2n gehoren. Die zu- pleichen 

gehdrigen erzeugenden Kreise haben Mittelpunkte M 0 , 2 , - * 4 S 

Abstanden voneinander, und P x und P, Uegon auf der Geraden 
Tangenton in I\ und 1\ sind unter 4t>° gcneigt. AuBerdem rudder e p 

mitcelpunkt 0 des Scheitels 8 oder P 2 gefundcn, « « 4a = 4 J^der 
aus nach unten abtragt. Der Krummungskreis urn 0 durch^ ^ 

Kurve in der Umgebung des Scheitels sehr mmg an. Da sich 
periodisch wiederholt, entstehen in 0 und U (oder P 0 4 ) P 
besser in Fig. 364 und 365 sieht. 



33 * 
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Wiedcr liege eine Kurve c in der allgemeinen Darstellungsform (1) 
vor. Jetzt soli die Flache F berechnet werden, die vom JEtadius- 
vektor, d. h. von dem Strahl uberstrichen wird, der den Anfangs- 
punkt 0 mit dem Kurvenpunkte veibindet. Dabei moge die Hilfs- 
veranderliche von t 0 bis t wachsen, so dafi der Punkt ein Bogen- 
stuck P 0 P der Kurve c durchlauft. Siehe Fig. 367. Die Flache F 
ist eine Funktion von t. Wenn t um dt zunimmt, wobei P bis P' 
wandere, wachst die Flache F um ihr Differential dF, das gleich 
dem Inhalte des unendlich kleinen Dreiecks OPP’ ist. Die Lote 
von P und P’ auf die a-Achse mogen die FuBpunkte Q und Q' 
haben. Nun ist: 


dF = A OPP' = A OQP + Trapez QQ'P'P~AOQ' P'. 

Wegen OQ—x, QQ = dx, QP — y, Q’ P' =y -\-dy folgt hieraus: 
dF = } xy +1 dx (2y + dy) - * (x + dx) (y + dy) = 1- (ydx - xdy). 


nu " S llt > em derartiges Flkchenstiick positivzu rechnen, 
sobald die Drehung des Kadiusvektors von OP nach OP’ hin im 
yk t positiven Sinn stattfindet. In Fig. 367 ist aber 

p l le Drehung negativ. Daher ist statt der letzten 

T —Formel zu setzen: 

^ i dF =i(xdy — ydx), 


Fig. 367. O “£. — r d V „ dx 

- it ~ x it - y it • 

S eA difFun£n Wert ' 9 Und V f0r * Und y ein gesetzt, so steht 
reents die Funktion <p y, ~ 9q) ' von t. Mithin gilt der 

li.tal u drF.r'm 6 K "" e nli *‘ ClS Ci " er “Grander- 


v = m 


punkte^P^o-e’h" 8 r*° ^ ac ^ e > die der zum Kurven- 


2 j(9 V — y> <p')dt, 


Sr' SutveK o P °t 1°^" recW - "“Mem °‘ch 

um 0 dr eh" positiven nde, neg.tivcn Sinn 
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Von jetzt an werde unter t die Zeit verstandenT Wir wolbm 
namhch die Bcwegung eines punktformigen Mobils P 
von der Masse wi unteisuchen, dessen Koordinaten x und y die durch 
(1) gegebenen Funktionen der Zeit t sind. Dabei setzen wir die 
a-Einheit gleieh der y-Einheit voraus. Wachst die Zeit t 
um dt, so wachscn a- und y um dx = <p'dt, dy = y,'dt, so daB der 
Weg ds des Mobils in der Zeit dt naeh 
(19),-S. 361, ist: 

ds = ] ! dx 2 -j- dy' 2 — )VH~V 2 dt. 

Folglieh wird die Geschwindigkeit: 

( 8 ) 

Ihre Richtung ist tangential zur Bahnkurve 
c und hat deshalb die unter (3) berechncte 
Steigung dy : dx = y>': <p'. Die FuBpunkte 
P x und P y der Lote vom Punkte P auf 
die x- und y-Achse, siehc Fig. 368, durchlaufen die Achsen nach den 
Gcsetzen x — <p (f) und y = y> ((), so daB 



(9) 



Vy = 



ihre Geschwindigkeiten sind. Offenbar sind v x und v y die Pro- 
jektioncn von u auf die Achsen. Man kann sich daher vor- 
stellen, daB die Bcwegung des Punktes P durch zwei im all- 
gemeinen veranderliche Krafte erzeugt wird, die in P parallel zur 
Xr und y-Achse angreifcn. Die eine bewirkt eine Beschleunigung p x 
parallel zur z-Achse, die andere eine Beschleunigung parallel zur 
y-Achse. Diesc Beschleunigungen sind nach S. 494 die Differential- 
quotienten der Geschwindigkeiten v x und v y : 


( 10 ) 


_dv x 


d t 


-; = v ■ 




Die beiden Kr&ftc sind mp x und m p„. Wenn man ihre Mittel- 
kraft bildet, gelangt man zu einer der GroBe und 
Richtung nach veranderlichen Kraft als Ursache der Be- 
■wegung des Mobils. Die GroBe diesef Kraft ist 

]/m l fx -+-m 2 p y 2 — m ]/ <p'" 1 + y " 1 , 

und ihre Richtung hat die Steigung p y -p x oder y>" : <p". Also ist 
die Kraft im allgemeinen nicht tangential zur Bahn. 
Das Mobil m hat zur Zeit t die Beschleunigung: 
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( 11 ) p = j/pj + Vy — V 4 ' 

in der Riehtung mit der Steigung p y : p x Oder f" : <p 

1st x der Tangentenwinkel, so kommt nach Sate 1, S, 449, und 
nach (3): 


COST 




y<p'2 + 


sin x 




wo die Wurzel positiv sein muB, wenn die Tangente im Sinn der 
Bewegung positiv gerechnet wird. Man kann die Kraft mp aueh 
in eine Komponente T langs der Tangente und eine Komponente N 
langs der Normale der Balm zerlegen. Da sich aus — mp, mp Xl 
mp y durch Yerschieben ein gesehlossenes Dreieck bilden l&Bt, gibt 
die Projektion auf die Tangente und Normale nach Satz 11, S. 408: 

T = m p x eos x + m p y sin r , N — — m p a sin r -f - »»■ Pv cos t . 


Dabei ist die Normale positiv zu messen in der Riehtung, die aus der 
Drehung der positiven Tangente im positiven Sinn um einen 
rechten Winkel hervorgeht. T : m und N: m heiBen die Tangential- 
besehleunigung p t und Normalbeschleunigung oder Zcntri- 
petalbeschleunigung p n . Man bekommt nach Einsetzen der Werte 
von cos r, sin r, p x und p y : 

(12) r . - - r> - y _ <£±C — Vy -" 

1 W ftp* + xp* ’ m + xp* ' 

Nun ist <p’ <p" -j- y>’ xp" der halbe Differentialquotient von <p' 2 + y>'\ 
d.h. nach (8) der von \ v 2 ; also ergibt sich aus der ersten Formel (12): 

n 1 d(tf) dv _ 1 n dv dv 

Ft 2t > dt 2v dv dt ~ 2® " tiV ~di ~dt 

Oder wegen v —ds :dt 


(13) 



Die Tangentialbeschleunigung ist demnach der zweit© 
Differentialquotient des Weges s auf der Kurve nach der 
Zeit t.. Die Normalbeschleunigung bewirkt die Kriimmung der 
Bahn; sie ist daher nach derjenigen Seite der Bahnkurve gerichtet, 
auf der der Krummungsmittelpunkt K des Kurvpnpunktes P liegt. 
Nach (12) und nach Satz 22 ist: 


wenn q den Krummungsradius bedeutet. 
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Unter der Arbeit, die von der Kraft mp im Zeitdifierential dt 
geleistet wird, versteht man das Produkt aus dem zuruckgelegten 
Wcg ds und der Projection der Kraft anf die Wegrichtung. (Auf 
S. 499 wurde ein besonderer Fall hiervon erwahnt.) Da sieb aus 
nip, N, T dutch Verschieben ein geschlossenes Dreieck bilden la.J3"t, 
ist die Projektion von mp auf die Wegrichtung nach Satz 11, S. 408, 
gleieh der Summe der Projektionen von N und T. Die erste Pro- 
jektion ist gleieh Null, folglich Tds die Arbeit. Nach (13) kommt: 

T d s = m p t ds = • ds — m ~ ■ dt — m v ~ ■ d t■ 

Weil 2 mv ~ der Differential quotient von mv 2 ist, wird: 

Tds = d J&p.dt~cl(^nv 2 ). 

Wie auf S. 500 ergibt sich also auch hier, wenn man imv 2 die 
lebendige Kraft (oder kinetische Energie) nennt:" 

Satz 24: Bei der Bewegung eines punktfdrmigen 
Mobils in der Ebene ist die Arbeit im Zeitteilchen dt 
gleieh dem Zuwachs der lebendigen Kraft. 

4. Beispiel: Eine punktformige Masse m worde mit einer Anfangsgeschwin- 
digkeit c, die mit der Wagerechten den Winkel « bilde, im luftleeren Raum fort- 
geschleudert. Sie bleibt in der lotrechten Ebene durch die Anfangsgeschwindig- 
keit. Die Wagereehte durch den Ausgangspunkt, 0 sei die z-Achse, die Lotrechte 
nach oben die positive y- Achse. Da die Schwere m g nach unten wirkt, ist die 
wagereehte Beschlcunigung p x ~ 0, die lotrechte p y = —g. Nach (10) ist dadier 
(f•" = 0, \}j" a — g i nach (9) folglich v x = </-' = konst, v y = ty' = — g t 4- konst., 
so daft (j linear und quadratisch in t ist. Da auBerdem fur t - 0 auch. 
x as r/. = 0, y = \p aa 0, v x = c cos a und v y - c sin « ist. bestimmen sich die 
Konstanten leicht. Fiir die Wurfbahn ergibt sich: 

x « c cos « . t , y = — \ g t z + c sin « . t . 

Aus der ersten Glcichung folgt t - x : c cos «, so daJB das Einsetzen dieses Wertes in 
die zweite liefert: 


y = — h o— x2 + tg « - x , 

d. h. die Wurfbahn ist cine Parabel (nach S. 95). Man bestatige, daB 
c 2 sin 2 a :g die Wurfwoite ist, d. h. die Entfernung von O bis zu der S telle,, 
wo das Mobil wieder die rc-Achse trifft. Fiir welchen Winkel « ist die Wurfwrite 
am grdfiten? 

5. Beispiel: Ein Mobil von der Masse m beschreibe mit konstanter Ge- 
schwindigkeit einen Kreis um O mit dem Radius a , siehe Fig. 369. Zu Axifang 
(t ss 0) sei es aui der a:-Achse an der Stelle oder (a.: 0). Es vollende eine 
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Umdiehung im positiven Sinn in der - Zeit T. Zur Zeit t hat der Radius- 



Fig. 369. 


vektor 0 P des Mobils den Winkel 2nt:T zuriick- 
gelegt, so daB 

2 71 t 2 71 t 

x = a cos —, y = a sin 

ist. Die Winkelgeschwindigkeit (vgl S. 427) ist 
2 7i :T. Nach (12) wird p t = 0 und p n = (2 tt : T) 2 a. 
Die sogenannte Zentripetalkraft ist also gleich 
tn (2 7i : T) z a, d. h. gleich Masse mal Quadrat der 
Winkelgeschwindigkeit mal Radius. 


Wer hier das Kapitel nach sorgfaltiger Dureharbeit beendet, 
wird sich fragen, was er nun von dem Vorgetragenen im Kopfe 
behalten mufi. In den vorhergehenden Kapiteln haben wir ofters 
Gelegenheit genommen, in dieser Hinsicht Ratschlage zu erteilen. 
Aber jetzt, wo wir schon einen so weiten Weg gemeinsam durch- 
sehntten haben, scheint es uns an der Zeit, dem Leser selbst 
die Entscheidung zu iiberlassen. Nur eine Bemerkung wollen 
wir dazu machen: Schon auf S. 41 sagten wir, daB zuviel Aus- 
wendiglernen von libel ist. Also nur das, was man wirklich. glaubt, 
auch noeh nach langerer Zeit zu behalten, vertraue man seinem Ge- 
dachtms an. Im ubngen troste man sich damit, daB man, wenn es not 
tut, ja immer zur betreffenden Stelle des Buches zuriickblattem kann! 



Zehntes Kapitel . 1 

Berechnung der Funktioneii. 


§ 1. Der Mittelwertsatz. 


In diesem Kapitel wollen wir uns rnit einigen allgemeinen 
Verfahren beschaftigen, die dazu dienen, die Werte einer vorgelegten 
Funktion fiir vorgeschriebene Werte der unabhangigen Verandcrliehen 
zu berechnon. Die Grundlage dieser Verfahren. ist ein Satz, der ohne 
weiteres einleuchten wird und trotz seiner Einfachheit eine merk- 
wiirdig groBe Tragweite hat. 

Unter F ( x ) werde eine Funktion von von x verstanden, die 
in einem Intervalle, etwa von x — a bis x = b, stetig nnd differen- 
tiierbar sei, so daB sowohl F(x) als aueh F' (x) fiir jedes x des 
IntervaHes einen bestimmten endlichen Wert hat 2 . Insbesondere 
soli F (x) am Anfange x = a und am Ende x — b des IntervaHes 
gleich Null scin. Die Bildkurve der Funktion soli also die Ab- 
szissenaclise an den Stellen x — a und x = b treffen, siehe Fig. 370 


•nr 



Fig. 37C. 



Fig. 371. Fig. 372. 


und S71 in den einfachsten Fallen und Fig. 372, wo mehrere Beige 
und Taler vorkommen. Stets gibt es inner ha lb des Intcrvalles, 
wohlbemerkt nicht an den Endena; = a und x=l, sondem dazwischen, 
mindestens einen Kurvenpunkt, dessen Tangente zur Abszissen- 
achse parallel ist, fur den also F (x) gleich Null vnrd Denn werm 
die Kurve zuerst gestiegen (oder gefallen) ist, muB sie doch nachher 


i Dies Kapitel kann auch, venn man will, erst nach § 3 des niichsten Kapitels 

darebgen^men widen. tenutzen wir liior mu deshalb F(i), weil wir 

uns die 8 / (“)ti anderc Funktionen in den folgenden Paiagrapben 
vorbchalten wollen. 
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wieder fallen (oder steigen), weil sie durch die Stellen x — a und 
x =6 der Abszissenachse gehen soil. DaB es immer auch dann, 

. wenn die Kurve an einer der Stellen x — a und 

Y x — i selbst (oder an beiden) die Abszissenachse 

_ ° 71 JF beriihrt, mindestens einen derartigen Kurven- 

a punkt innerhalb des Intervalles gibt, soli Fig. 373 

Fig. 373. veranschaulichen. Somit gilt der 


Satz 1 (Mittelwertsatz): Wenn eine Funktion F(x) und 
ibr Differentialquotient F'(x) ftir jedes x eines In' jrvalles 
von x = a bis x —h bestimmte endliche Werte haben und 
wenn iiberdies die Funktion F(x) selbst sowohl am An- 
fange x — a als auch am Ende x —i des Intervallcs gleich 
Hull ist, gibt esr innerhalb des Intervalles mindestens 
einen Wert von x, fur den der Differentialquotient F' ( x ) 
gleich Hull wird. 


Dieser Satz wird der Mittelwertsatz genannt, weil man den innerhalb 
des Intervalles gelegenen Wert von x, fur den F' ( x ) gleich Null 
wird, als einen Mittelwert zwisehen den Werten a und b be- 
zeichnen kann. Im allgemeinen liiBt sich nichts daruber sagen, 
ob dieser Mittelwert naher bei a oder naher bei b liegt, auch kann 
es, wie Fig. 372 und 373 zeigen, mehrere derartige Werte geben. 
Das Wesentliche ist, dafi es mindestens einen gibt, der weder a 
noch b selbst ist. Man kann den Mittelwertsatz auch rein rechnerisch, 
ohne die geometrisehe Veranschaulichung, beweisen, abei wir wollen 
uns damit nicht aufhalten. 


1. Beispjel: Die Funktion sin a: ist gleich Null fiir x = 0 und x = tt 
jMthin muB es ein x zwisehen 0 und n geben, fiir das der 
also cos £, gleich Null wird. In der Tat tritt dies fiir x = $ 


Differentialquotient, 

ein. 


Der Mittelwertsatz lafit sich durch wiederholte Anwendung 
verallgemeinern. Der erste Schritt geschieht so: Drei ver- 
schxedene Werte von x seien a, l, c, und es sei a<l< c. Die Fuirk- 
tion F(z) und ihr Diffeientialquotient F' (x) mogen von x=--a bis 

Ml M 6ndliche Werte haben i itisbesondere sei 

H, g . eicl \ fur x==a > x==l und * = c. Dann gilt Satz 1 

T-t Jr M-If VO u x = a ^ x =\ als auch fS das von 

a Tj V • M j thm glbt es ^destens einen Wert a zwisehen 

f 11 "**"? ^ Wert * zwischen & nnd c derart, 
daB F (x) fur z = « und fur x^fi gleich Null wird. Nun fihren 

da6 aUCh der zweite Oifferential- 
quofaent F (x) fur jedes a: von s = a bis z = c einen bestimmten 



§ 1- Der Mittelwertsatz. 
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endlichen Wert habe. Datm kann der Satz 1 auf die Funktion 
F' (x) statt auf F (x) ire Intervalle von x = a bis x — p angewandt 
werden, weil sie fur x = a und x = /? gleich Null wird. Da die 
Funktion F' (x) den Differentialquotienten F" (x) hat, folgt mithin, 
daB :es mindestens ein x zwisehen a und f}, also ein x innerhalb 
des Intervalles von x = a bis x ~c gibt, fur das F" ( x ) gleich 
Null wird. 

Wie man dies noch weiter verallgemeinert, diirfte nun wohl 
einleucliten: Man maeht die Voraussetzung, dab F (x) an vie r ver- 
sehiedenen Stellen gleich Null sei, und tiberdies die Annahme, dab 
auch der dritte Differentialquotient F'" (x) iiberall im betrachteten 
Intervalle bestimmte endliche Werte habe. Aus Satz 1 folgt dann 
zuniichst wie soeben, daB F" (x) an mindestens zwei verschiedenen 
Stellen innerhalb des Intervalles gleich Null wird, und dann, indem 
man den Satz auf die Funktion F" (a;) anwendet, daB F'" (x) 
an mindestens einer Stelle innerhalb des Intervalles gleich Null 
wird. Ganz allgemein ei gibt sich: 

Satz 2: Wenn eine Funktion F (x) und ihre n ersten 
Differentialquotienten F’ (x), F” (x), ...F in) (x) in einem 
Intervalle bestimmt und endlich sind, und wenn die 
Funktion F (x) selbst an n+'t verschiedenen Stellen 
a 0 , a lt a 2 .. . a n des Intervalles gleich Null wird, gibt es 
mindestens einen Wert von x, fiir den der n te Differential- 
quotient F tn) (x) gleich Null wird, und zwar ist dieser 
Wert groBer als der kleinste und kleincr als der groBte 
der n + 1 Werte cq,, cq, a 2 ... a n . 

Man kann allgemein einen Wert, der groBer als der kleinste 
und kleiner als der grofitc von mehreren gegebenen Werten 
ist, einen Mittelwert von ihnen nennen. Dann laBt sich Satz 2 
auch so aussprechcn: 

Satz 3: Wenn eine Funktion von x und ihre n ersten 
Differentialquotienten in einem Intervalle, in deni die 
Funktion fiir n + 1 verschiedene Werte von x gleich Null 
wird, Uberall bestimmt und endlich sind, gibt es min- 
destens einen Mittelwert dieser w 4 1 Werte, fiir den der 
n t0 Differentialquotient der Funktion gleich Null wird. 

2. Beispiel: Sind a v a t ...a„ verschiedeno Konstanten, so wird die ganze 
Funktion n-ten Grades 

y = (x — Gj) (x — a 2 ).. • (% a n) 

gloich Null fiir x= a 1 ,a t ...a n . Nach Satz 3 muB also ihr («—l)-ter Differen- 
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tialquotient fur mindestens einen Mittelwert von a v a 2 ... a n gleich Ntill werdem. 
Da y nach Ausrecjinung der Klammern die Form 

y = afi — (a x + a 2 + ... 4- a n )a;”- 1 4- • *. 

bekommt, wo die zum Schlusse durcli Piuikte angedeuteten Glieder niedrigore 
Potenzen von x enthalten, ist 

yi n i) = w (w 1)... 3.2. x — (ft — 1) (ft — 2)... 2.1 ,((ti *4“ rtj ®i») 

= (n — l)(n — 2).. . 2.1 (nx — a t - a 2 - — a n ). 

Also ist gleich Null nur fiir x = ± (ot x + a, + -.. + a„), d. h. far das 

arithraetische Mittel (S. 242) von a v a. i ... a n . Dies ist demnach grttfier als der 

kleinste und kleiner als der grobte der n Werte. Das liifit sich leichfc auch te- 

radezu beweisen. 


§ 2 . Uber das Einschalten in Tafeln. 

Wird man in die Lage versetzt, hSufiger die Werte einer 
gewissen Funktion y fiir verschiedcne Werte von x zu gebrauehen, 
so richtet man sich eine Tafel ein, in der man die Werte von y 
fur erne grofie Anzahl moglichst eng aufeinanderfolgender Werte von 
x emschreibt. Die funfstelligen Logarithmentafeln z. B. enthalten 
le Werte yon y _i oga . fiir alle g an zzahligen a: von 1000 bis 10 000, 
tue^ funfstelligen loganthmisch - trigonomctrischen Tafeln die von 
y — og sin x, log cos x imv. fur alle Winkel von 0° bis 90° von 
tote zu Minute. Beim Gebrauche einer Tafel fiir solche Werte 

auftrete^den Woi vorkommen, aber zwischen zwei darin 

SShaltenf T n T V ° n 37 hegen ’ wendet nian Verfahren dcs 

^T^r 118 Es beruht ™ ** der 

t g 0. 1U und S. 302). Diese Annahme trifft nicht streng 

zu > denn sonst iniiBto y nach 
® atz *•» S. 28, eine ganze linoare 
Funktion von * sein. Sie ist 
aber eriaubt, weil ein sehr 
/ Aj kurzes Bogenstiick der Bild- 

0 kurve von V angenahert durch 

*- - j -1-^“ e geradlinige Sehne erreieht 

' ==* -j i ' verden daif - Jetzt soil es sich 

F?S 7 d darum kand eln, den Fchler 

F«-B74. dieses Einschaltverfahrens 

In Fi<r V7± j- , abzuschatzen. 

“ ■ P1 »’ 0 74 sei die krumme Linie dis nnj • v, , 

aas Bud einer Funktion 
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y=t (*). Diese Funktion habe fiir x—c^ und x=a 2 die Werte 
A t und JLg. Dabei sei < a 2 . Den Kurvenbogen von der Stelle 
(%; ^i) nach der Stelle (a 2 ; A 2 ) ersetzen wir durch die Sehne. We 
Gerade dieser Sehne ist nach dem schon vorhin angefiihrten Satzc 1, 
S. 28, Oder nach Satz 4, S. 31, das Bild einer ganzen linearen Funktion 
<p (x), deren Form cx + k ist. Die Konstanten c und k lassen 
sich leicht bestimmen, denn es mufi ja 

J.J = c a x + i, A 2 = c a 2 4- 7c 

sein. Hieraus folgt durch Subtraktion: 

““ Ah 

c = ~-- 

«| — <h 

und, nachdem man die erste Bedingung mit a 2 und die zweit’e 
mit a ± multipliziert hat, ebenfaUs durch Subtraktion: 

__ a i A 2 — % Ai 

CL\ —~ Clj 

Die lineare Funktion <p(x) Oder cx+k ist demnach: 

w x 4- — — a ~ — 

Man kann sie auch so schreiben: 


( 1 ) 


<r(x) 


A , 


a —a 8 

a L — a 2 


H~ A 2 


x — a x 
a 2 — fli 


Flier geht der zweite Summand aus dem ersten durch Vertauschen 
der Indizes 1 und 2 hervor. 

Nun sei h irgendein Wert von a; im Innern des Intervalles von 
x —-rtj bis x —a t . Fiir x = /i.hat f(x) den Wert j(h). Beim Ein¬ 
schalten wird aber nicht diese Ordinate der Kurve an der Stelle a: — ri 
benntzt, sonderh die der Geraden, d. h. der Wert <p (7i). Mithin 
stellt 


( 2 ) 


R — f(h)—<p (h) 


den dabei gemachten Fehler dar. Wir werden jetzt den S^tz 2 
des § 1 fiir den Fall n — 2 anwenden, fur den wir mn noch em- 
mal wie folgt formulieren konnen: 


Wenn a,<\< a 2 drei 


Sat* 4: . 

von x sind, fiir die eine Funktion 
wird, und wenn diese Funktion F( x ) 
Differentialquoticnten F'(x) und F"{x) 

*==«! bis x —a 2 bestimmte endliche Wertc haben, gibt 


verschiedene Werte 
F (x) glcieh Null 
sowic ihre beiden 
im Intcrvalle von 
es> 
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innerhalb des Intervalles mindestens einen Wert u 
von x, fiir den der zweite Differentialquotient F" (x ) 
gleieh Null wird: F"(u)=0. 

Wir werden nun eine Funktion F(x) bilden, fur die alle Voraus- 
setzungen dieses Satzes zutreffen. Zunafchst ist die Diffcrenz 
/ (x) — q> (x) fiir x — a-y und x — a 2 gleieh Null, wahrend sie fiir 
x = h den Wert R hat. Femer ist die ganze Funktion zweiten Grades 

i J '/'W- (h- ai )(h-a t ) 

aueh fiir x — a x und x = a 2 gleieh Null, wahrend sie fiir x — h 
den Wert Eins hat. Deshalb ist die aus beiden Ausdriieken zu- 
zammengesetzte Funktion / (a) — cp ( x ) — Rip (x) oder 

(4) , w _ /w _, w _,j=a{j=g 

sowohl fur x = dj und x = a 2 als auch fiir x = Ti gleieh Null. Damit 
mch die iibngen Voraussetzungen des Satzes 4 erfiillt werden, nehmen 
mr noeh an, dafi / (a:), f (x) und /" (x) ini Intervalle von x = a t 
bis x = a % iiberall bestimmt und endlich seien. Weil <p (x) eine 
ganze lineare Funktion e x + 7c, <p’ (x) = c und <p" (x) = 0 ist, 

und weil die Funktion ip (x) nach (3) eine ganze Funktion zweiten 
Grades und 


2a —q 1 —q 2 

(* — «i) (* — « 2 ) ’ 




' ' ^ w (h- ai ) { h~a~) 

ist, erfiillt die durch (4) dargestellte Funktion F (x) nunmehr alle 
Voraussetzungen des Satzes 4. Ihr zvveiter Differentialquotient ist: 

F"(x) =f"Cx) _1*_ 

veil ja q>"(x) = 0 ist. Nach Satz 4 gibt es einen Wert it zwischen 
«! und «2 derart, dab F" (it) =0 ist. Dies liefert also: 

I” u \ _ 2 3 __ f , 

' ' (h-ajih-a,) ~ 0 


^ — 2 — «i) (h — a 2 ) /" (u). 

ein neuofVll den beim Einschalten begangenen Fehler R 

■ Merdings IaBt sich der Fehler R 
derTns ni da S Jnen, denn m (5) tritt die GrbBe it auf, von 
" d »s -Erne bekannt ist, dab sie zwischen a, und a lmst 
Aber die Fennel (5) gestattet uns, die Grbfie des FeWers aK 
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•schatzen: Weil wir nicht wissen, welchen Wert zwischen a l und a 2 
die GrdBe u bedeutet, lassen wir u alle Werte von % bis a* durch- 
laufen. Nun bedeute den groBten Wert, den dabei der absolute 
Betrag von /"(«) annimmt. Dann folgt, daB fiir den richtigen 
Wert u sicher | /" (n) | sg/z ist. Also iiefert (6): 

(6) | R | Si \ I (A — %) ( A — a i) I i“• 

Satz 6: Beim Einsehalten oder Iriterpolieren zur 
angenaherten Berechnung des Wertes einer Funktion 
f(x), von der man die Werte fiir x=a 1 und x—a t 
kennt, fiir irgendeinen zwischen a x und a 2 gelegenen 
Wert x=h wird ein Fehler begangen, dessen absoluter 
Betrag nicht groBer als 

i\{h — a x ) (h — a 2 )\fj, 

ist, vo /i den groBten Wert des absoluten Betrages 
von f"(x) im Intervalle von x = a 1 bis x=a 2 bedeutet. 
Dabei wird vorausgesetzt, daB f(x), f (x) und /" (x) iiber- 
all in diesem Intervalle bestimmte endliche Werte haben. 

Hiermit ist eine Schranke fur den Einschaltungsfehler R ge- 
wonnen; wir wissen nicht, oh der absolute Betrag des wirklich 
hegangenen Fehlers die Schranke erreicht, aber wir wissen, daB er 
sie me iiberschreitet. 

Was den Wert von | (h — a x ) (h — a 2 ) | betrifft, so ist zu be- 
achten, daB (a; — <r x ) (x — a 2 ) eine ganze quadratische Funktion 
vorstellt, deren Bild eine Parabel ist, die an den Stellen x = « x 
und x = a 2 die Abszissenachse schneidet und dazwischen ein Tal 
bildet, dessen tiefster Punkt zu x = | (a x + r h) gehort und die 
Tiefe — -i (a 2 — a x ) 2 hat, vgl. S. 95. Wenn also h von a x bis a 2 
geht, nimmt der absolute Betrag von (h — %) (A ® 2 ) von Null 
bis (a 2 — a x ) 2 zu und dann wieder bis Null ab. Mithin ist 
nach (6): 

(7) | B\ S i (a 2 — a x f fi . 

Viele Tafeln geben die Werte einer Funktion f {x) fur auf- 
einanderfolgende ganzzahlige positive Werte von x, so z. B. 
die fiinfstelligen Logarithmentafeln die Werte von log x fiir alle 
ganzen Zahlen von 1000 bis 10 000. In einem derartigen Fall 
sind also a x und a 2 aufeinanderfolgende ganze positive Zahlen N 
und N + 1, zwischen denen eingeschaltet wird. so daB aus (7) folgt: 
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Der absolute Betrag des Fehleis ist demnach hier nie gr5Ber aJs 
ein Achtel des Maximums des absoluten Betrages von /" (x) im 
IntervaJle von x — N bis x = N +1. 


1 . Beispiel: Man findet gelegentlich Tafeln ftir die Quadratwurzeln 
aller ganzen positiven Zahlen von 1 bis etwa 1000, abgerundet auf vier Dezimalstellen. 
Hier ist f (x) = /a;, also f' (x) = —- 1 : (4 |/aT 3 ). Wenn x von der Zahl N bis znr 
Zahl N + 1 geht, ist der absolute Betrag von f" (x) nicht grftBer als 1_; (4 |/iV 3 ), 
also der absolute Betrag des Fehlers nach ( 8 ) nicht groJBer als 1 : (32 Da es 

sich um vierstellige Tafeln handelt, wird aber verlangt, daB der absolute Betrag 
des Fehlers sicher nicht mehr als 0,00005 ausmache. Deshalb wird zu fordem 
sein: 

32?F < 0,000 ° 6, d * h > 625 - 

Dies aber ist fur N ^ 74 der Fall. Man w ird also in der Tafel der Quadratwurzeln 
ohne Bedenken zwischen |/iV und \/N 4-1 einschalten diirfen, wenn N ^ 74 ist. 


2 . Beispiel: Auch beim Gebrauch der Tafel der gewohnlichen Logarithm 
men schaltet man zwischen zwei unmittelbar aufeinanderfolgenden ganzen positiven 
aUen und N + l ein. Hier ist f (x) = log x, also /" (x) = —M:x\ wo M den 
Modul bedeutet, vgl. S. 298. Nach ( 8 ) ist also | R | <: | M : jv* d. h. \R \< 0,065 : N*. 
, v 1 1 , e . r \“? 1 f " nfste Higen Tafeln gehen die" Numeri N von 1000 bis 10 000, 
^ 100 x °’ “ ld der absolute Betrag des Fehlers ist daher kleiner 
ais 0,000000 066. Das ist ToUlconamen befricdigend. In siebenstelligon Tafeln 
gehen die Numen i N von 10000 an, so daB hier | R | kleiner ah 0,00000000066 

, V - e°n mei1 a f reicht - Man hat vorgeschlagen, fflr kilrzere Rcch- 
.nnngen die dreistelhgen Loganthmcn der Zahlen von 10 bis 100 zu benutzen, 

£ Blat . t f? ^ “ einer Besuchskarte Plat* haben. 

MWw! ? l <.°' 00( ^ J ’. und dH'se Fehlerschranke ist bedcnklich, denn der 

0041 und “(SlfdrfdfoSSTw* bcpin 1 flussen - In < ler Tat > aus log 11 gleich 
v• j g l c ! ch °,’ 079 tol § ert man tfurch Einschalten Jog 11, 5 gleich 0 060 
i der Abrundung auf drei Dezimalstellen log 11,6 gleich 0,061 ’ ist! 

r 3 ; Beispiel; Die funfstelligen Tafeln fur die eewShnlichen 

iiuutez^ 1 Minut^Vr T fh e “ di i e Werte ittr alle WinM von 0° bis 0O> von 
E komm n n Zr™^ Unte ” dic Minutermhl eincs Winkels. 
6400 wT nr Mi f Z d ‘ e f ,izzahli g® Werte x von 0 bis 90.60 Oder 
S 7 wo die CnA ^ bnutcnzabl * gehonge BogenmaB.ist n x : 10800, nach (3), 
S.7, wo die Grad zahl g dureh y :60 ersetzt werden muB. Demnach ist^Lt 

— = M n d 2 log sin x M 1 

dx 10800 ct ® *’ —-777c7vr.--rv-. 


^ach ( 8 ) ist daher 


M 7t a 1 
10800 *" gin*"®' 


— 8 10 800 2 sin*"« < 


,v/wy vw VV/** Q 


geschaltet wird. Weil die Tafel fQnf teni \ dCm T° n " + 1 Minuten ein- 
1*1 <0,000005 sei. Das ist ? St ’ r W ? rd aber K efor dert, daB 

ernach sicher der tall, wenn sin 2 a > 0 , 00092 , 
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also sin « > 0,031 ist. Dies trifft ein. wenn der Winkel mohr als 1° 45' betragt. 
Fiir ldeinere Winkel kann der Einschaltfehler in der Tat sehr betrachtlicb werden, 
denn man bedenke, dafi log sin x fiir lira x = 0 nach — oo strebt. Die Tafelwke 
enthalten deshalb meistens noch eine Hilfstafel fiir log sin x und zwar gehen 
dabei die Winkel von 0° bis 2° in Intervallen von je einer Sekunde. 

4 . Beispiel: Man untersuche in entsprechender Weise die Giite des 
Einschaltverfahrens in einer funfstelligen Tafel fur die gewohnlichen 
Logaritbmen von tg x. Auch hier wird eine besondere Tafel fiir die Winkel 
von 0° bis 2° in Intervallen von je einer Sekunde aus demselben Grunde beigefflgt. 
Weeen des Satzes iiber Komplementwinkel, S. 385, braueht man bei log cos a; 
und log ctg x eine Sondertafel fiir die Winkel von 88° bis 90° in Intervallen 
von je einer Sekunde. 


§ 3. Interpolationsformel von Lagrange. 

Wenn eine Tafel von Funktionswerten wie in §2 vorliegt, laBfc 
sich das Einschalten dadurch verbessern, daB man nicht nur die 
beiden die Einschaltstelle einschlieBenden Stellen der Tafel, sondem 
auch andere benachbarte Werte der Tafel beriicksichtigt. Um dies 
zu tun, mtissen wir vorweg eine Hilfsfunktion aufbauen, die eme 
Verallgemeinerung der in § 2 gebrauchten Funktion <p 0*0 ist, siehe 
(1) auf S 525. Wir nehmen uns namlieh vor, eme ganze Funktion 
moglichst niedrigen Grades zu bilden. die fur n verschiedene gegebene 
Werte a 2 ...a n der unabhangigen Veranderlichen n gegebene Werte 

.A,, A ,... A n annimmt. .. . .' 

Die oben auf S. 525 hergestellte Funktion <p (x), die w jetzt 
weil sie vom ersten Grad ist, mit Vl (x) bezemhnen woUen hat 
fiir x=<h den Wert A x und fiir x=a 2 den Wert A 2 . Offenhar 
lafit sie sich auch so schreiben: 


(1) 


(J5j ( X ) = A t + 


- 


— a-i 


(x — %) • 


Wir versuchen nun, ein Glied von der Formkonst ^ ai)^ Jh) 
so hinzuzufugen, dafi die hervorgehende Funktion aufierdem f s 

den Wert X Ummt. Man beachte M> 
fiir x = a ly als auch fur x = a 2 gleich Null ist, d. n. oan 

Funktion 

(2) <f>2 0*0 — <Pi 0*0 + c ii x ~~ a i) (*-"“*)» 

wenn c a eine Konstante bedeutet eta... "'SS 

nnd x =«, die Werte A, und A. hat Sob ™ ^ 

fiir x =a 3 gleich A„ werden, so mufi c 2 so gevahlt wera 

A a = <p t (a 3 ) -f c 2 (a 3 — «i) (“s — a s) 


ist. Demnach werde 

Scheffers , Lehrbuch d. Mathematik. 
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Cc> - 


- <fl i<h) 


(3) ____ 

(«i> —)(<h — a 2 ) 

L ±V m,r±^ geschehen, da der Nenner nicht gleich Null ist. veil 
der ^™™ , “ en ’*d. Unto ^ (a.) j, t dabei der Wert 

ibn besonders it ■*?- VV"* »«%■ 

t* *«JiT^e Wme'H ^ *“““ < 2 > 

ist eme gauze Funktion zweiten Grades ^ ^ (x) 

eine Konstan^uirtildet ^ fortsetzen: Wir v erstehen unter e 3 

W <p 3 (x) = <p 2 (®) +c 3 (x~ a,) (x _ <l2 ) _ «,). 

Weil der letzte Summand fiir x — n n „ 

%(*) ebenso wie % (*) fUr x =a N “? 1S *’ mmmt 

Nun konnen wir c so bpstim 1? f 2 ! dle 1 ^ er ^ e -^a* -4$ an - 

den Wert 1 tetoM S™””' " *•<*> «r * -a. 

1 ° mmt ’ mdem ™ namlich verlangen, daB 

A = % (a 4 ) + c 3 (a t ~ % ) (a 4 - « ? ) (« 4 _ 

sex, woraus sieh ergibt: 

c 3 = -- 4 4 <y> 2 fa) 

_ (a ^ a i)(«4-a 2 )(a 4 ~-a 3 )* 

Men tieht, dad sieh so der folgend, Satz ergibt: 

und auBerdem Q< !i "sJutMetV . Konst! ™ ,en 

*zcirkr™ it°: % 

annimmt. Man * 


A *~ Ti (a 2 ) 


<p 2 (x) 


C, — 7 - — 

(a 3 — «i)(a 3 — a 2 ) ’ 

: ( x ) +c 2 (x — a x ) (x - 

Co = - 


-A* ^2 ( a d) 


-a 2 ) 


(a 4 — a x ) (a 4 — a 2 ) (a 4 — a 3 ) ’ 
n {X) = % (*) +o 3 (x~ a 3 ) ( x -a 2 )(x- 
nnd lahre so fort 1 bis: 

n-i (*) = ?„- 2 (*) + ^ (* _ aj (x __ a z) .. w(z _ 

y n —2 ( a ») 


-«a) 


M ‘n—1 


l)j 


K «i) (*n — «2)-~. K—a, 
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Die dadurch entstandene Funktion <p„_ x (a:) ist nun, wie sieh 
leieht beweisen laBt, die einzige ganze Funktion von nicht hoherem 
als (n — l) ten Grad, die fur x = a lt a 2 , . , ., a n die Werte A v 
A t ... A n annimmt. Gabe es namlich nock eine zweite, etwa ip ( x ), 
so ware die Differenz 

<P„-i {x) — ip (x) 


cine ganze Funktion von nickt hoherem als (n — l) ten Grad, die 
fUr die n verschiedenen Werte %, a 2 ...a n von a; gleich Ml wird. 
Naeh Satz 5, S. 102, miiBte sie also die n Faktoren x — a^x — a* 

. ,.,x — a n enthalten, was unmoglich ist, weil das Produkt dieser 
n Faktoren eine ganze Funktion w ten Grades ist. Also: 

Satz 7: Die in Satz 6 aufgestellte ganze Funktion 
(n — lf™ Grades <p n -i{x) ist die einzige ganze Funktion 
von nicht hoherem alsf > — l) tea Grad, die fur die n ver- 
sehiedenen Werte %, a 2 . .. a„ von x die n Werte A\, A 2 ... A n 


annimmt. 

Nun kofnmen wir dazu, auseinanderzusetzen, was eigentlich 
mit der Herstellung dieser Funktion bezweekt wifd. Wir 

nehmen an, / (a:) sei eine vorgelegte Funktion von a:. Sie babe fur n 
verschiedene Werte & x , a 2 ... a„ von x die n Werte A lt * • • • _*• 
Da nun die Funktion <p n - i(x) ebenfalls fur aj =%, a*. . .. a„ die 
Werte A, A 2 ... A* annimmt, haben die Bildkurven der Funktionen 

f(x) und ip n i (*) die n Punkte (a x ; A x ), (« 2 ; A) - • • ( a »l ^ n ) gemem. 

1st fix) in einem Intervalle, dem die Stellen x=a u a 2 ... a* an- 
gehoren, stetig, so ziehen wir daraus, daB 1 (f) a* 8 S anze ' 
tion ebenfalls stetig ist (vgl. Satz 1, S. 90), die Foigerung a 
die Bildkurven von / (x) und <p„_i {x)_ m dem Inte ^ alle verm 
Uch wcnig von einander abweichen. Deshalb werden wir 

ganze Funktion («-!)*“ Gr.de. *^(«) ■■ ^ 

vorgelegten Funktion./(*) angenaherte Funkt on ak 
N{therungs- oder Ersatzfunktion benutzen Sie istdm Ver 
alkemeinerung iener linearen Funktion ?>i (*). die “ § 2 *. vfj 

£rr* und die beim gcwdtalinhsn^ 
zwei Stellen als Ersatzfunktion dient. Jetzt wer d®» ^ 

aondem » BteUen benutzt. Die Funktion P.-.M ™ 

L n itt' der eisentlioh nu bereeknenden FnnMon /(») 
die B'unktion <p„-i(x) benutzt. 34 , 
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Aber jetzt fragt es sich wieder, wie man den Fehler 
(6) &=t(h)-<p n -x(h) 

abschatzcn kann, der bei diesem Interpolieren begangen wird, 
wenn man an einer Stelle x=h statt /(ft) den Wert <p„-i(h) benutzt. 
Die SchluBweise ist eine Verallgemeinerung der in § 2. Einerseits 
wissen wir, dafi / ( x ) — <p n _! (x) fiir a ; = a lt a 2 ... a n iibereinstimmen. 
Andrerseits hat die ganze Funktion n tn Grades 

... _ (a — g x )(g — Oj). ..(a — On) 

(h-a l )(h-a t )...(h-a n ) 

fiir x — ax, a 2 ... a n den Wert Null. Wir setzen selbstverstandlich 
voraus, daB die Stelle x—h von a x , a 2 ... a n verschieden sei. 
Nun bilden wir die Funktion / (x) — <p n ^ x (x) — Ry> (x), also: 

Auch sie bat fiir x —a u a 2 ... a n den Wert Null. Aber auBerdem 
■wird fiir x — h der letzte Bruch gleich Eins und f ( x ) — <p«_i(®) 
naeh (6) gleich R, d. h. F (x) ist auch fiir x—h gleich Null. Auf 
die Funktion F (x), die demnach fiir die w +1 Werte a 2 ... a n 
und ft von x verschwindet, soil der Satz 3, S. 523, angewandt werden. 
Wir setzen deshalb voraus, daB die Funktion / (x) selbst und ihre 
n ersten Differentialquotienten f (x), m f" (x )... / (n> (a:) in einem 
Intervalle, in dem die w +1 Stellen a 1 , a 2 ,... a„ und ft liegen, 
iiberall bestinimte endliche Werte haben. Denn da dies ja auch 
fiir die ganze Funktion (n — l) Un Grades <p n -\ (*) gilt und ebenso 
fiir die ganze Funktion ri ten Grades (x — %) (x — a t ) ... (x — a n ), 
trifft es dann aueh fiir die Funktion F ( x ) nebst ihren n ersten 
Differentialquotienten zu. Aus dem angefiihrten Satz folgt nun, 
daB es mindestens einen Wert u von x im Intervalle gibt, fiir den 
der w te DifferentiaTquotient F' n) (x) gleich Null -wird, und daB u ein 
Mittelwert (S. 523) der n +1 Werte a x , a g ... a„ und ft ist. Wie 
sieht aber der w te Differentialquotient von F (a:) aus? Der 
Differentialquotient von <p n -i{x) ist gleich Null, veil <p„—i (x) eine 
ganze Funktion von nur (n — l) tem Grad ist. Der n u Differential- 
quotient des Produktes (x — a x ) (x — a 2 )... (a* — a n ) ist nach dem 
2. Beispiele, S. 523 u. f. gleich 1.2.3 ... n oder n ! (S. 324). Aus 
(7) folgt demnach: 

F in) (X) = f n) (x) — R r . - ... -TT-r . 

Wie gesagt, muB F (B) ( x) fur x — u verschwinden, also ko mm t: 
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0 = f n) (u) - R 77 - w , - 77 - rr 

' t (/i —aj)^ — a 2 ). ..(h — a n ) 

d. h. es ist: 

(8) R=± f n) (u) (h - aj (h— a,)... (h - a„). 

Da uns der Mittelwert u nicht bekannt ist, betrachten \vir 
alle Werte von / (n) (x) in demjenigen ldeinsten Intervall, in dem 
a 2 ... a n und ft liegen und daher auch u liegen muB. Ist ji n 
das Maximum des absoluten Betrages von / (n) (#) in diesem Intervalie, 
so ist sicber | / (n) (u) | :§ /u n . Mithin liefert (8) cine Schranke fur 
den Fehler, indem sich ergibt: 

Satz 8: Kennt man die Werte einer Funktion f(x) fur 
n verschiedene Stellen x ~ a 2 ,,.. a n und ermittelt man 
mit Hilfe der Lagrange schen Interpolationsformel an* 
gen&hert ibren Wert an einer anderen Stelle a=ft, so hat 
der absolute Betrag des Fehlers die Schranke: 

| Q 1 a l) Q 1 a 2^ • • * Q 1 a n) I ’ 

falls /j, n den groBten absoluten Betrag von / (n) (x) in dem¬ 
jenigen kleinsten Intervalie bedeutet, das die n +1 Stellen 
Ox, a 2 ,... a n und ft enthalt. Dabei wird vorausgesetzt, daB 
f(x), f (x),... / (n) (x) iiberall in diesem Intervalie bestimmte 
endliche Werte haben. 

Beispicl. Die Sinus von 0°, 15°, 30°, 45° haben die auf vier Dezimal- 
atellen abgeTiuideten Werte 

0,0000, 0,2588, 0.5000, 0,7071. 

Auf Grund dieser Werte wollen wir Naherungsfunktionen bilden und ihre Zuver- 
lftssigkeit abschatzen. Hier ist n = 4 und a x =0, a 2 = 15, a z = 30, a A = 45; 
wahrend A v A v A 3 , A a die angegebenen Sinus werte sind. Sat'fc 6 gibt zunachst: 

</>, (x) = 0,0000 + x = 0,017 263 x , 

woraus man alsdann c 2 - —0,000 0391 berechnet. Folglich kommt weiterhin: 

<f> 2 (x) = 0,017 253 x — 0,000 039 1 £C (x —15). 

Hieraus berechnet man c 3 — — 0,000 000 81 und erhalt schliefilich 

y 8 (*) = 0,017 253 — 0,000 0391 x (x —15) — 0,000 000 81 s (x —15) (x — 30). 

Schritt fiir Schritt sind bei der Ausrechnung mehr Dezimalstellen beriicksichtigt 
worden, weil die auftretenden 'Faktoren mit x groBere Werte annehmen konnen. 
Die Funktion <p x (x) stimrat mit sin x nur fiir x — 0 und. fiir x = 15 iiberein. da- 
gegen ( f 2 (x) auch noch fiir x — 30 und (x) auch noch fiir x — 45. Dabei 
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bedeutet x woMbemerkt das Gradmafl dcs Winkels. Infolgedessen sind die 
vier ersten Differentialquotienten von sin x nach S, 397: 

3so cos *’ ~m* sinx ' igo^ 008 * ’ ngs sin *• 

Die Nahenmgsfunktion (x) benutzen wir im Intervalle von 0 bis 15, dagegen 
y 2 (x) im Intervalle yon 0 bis 30 und schlieBlich <f ] z (x) im In ter va lie von 0 
bls ! 6 - Dem ® nts P recliend sind ™ter ,« 2 , « 3 und die,Maxima der absoluten 
beta-age des 2., 3. und 4. Differentialquotienten im ersten, zweiten und dritten 
Intervalle zu verstehen. Weil sin x wachst, dagegen cos x abnimmt, kommt 

^ = ISO* sin 15 °’ '"3 = 1^55 ■ H « = TSrr, sin 46° 


^=°,2588.^5, 0,7071-jg;. 

Nach Satz 8 hahen die absoluten Betrage der Fehler von <f, (x), <f, (x), <p, (x) 
m den zugehongen Intervallen die Schranken 1 J VtK )<Vi\ ) 

siaffstts sstni'r ” nB “ n ~ ,h * 

Ul = A(A —15) fur 0< A <15, 

a> 2 = A (A 15) (A — 30) fur 0 < A.< 30, 

wj = A(A_ 15) (A— 30) (A —45) fiir0<A<45 

miZ bmicht ™ 

mitteln und zuzuThen wLl S^TL M ” eri>alb .. ihrer Intervalle zu er- 

hat Die Funktion hat fur A — ^ “ 7; xr^ den . groBteri a bsoluten Betrag 
nat tur fir r «n Minimum, a so ist I <o, I < fill* Die 
hat to A =15 + 5/3 das Minimum - 750 /8 und ur A -16 5 ^ 

das Maximum 750/3. Folriich ist l i <; vko ./-S’ ~ 15 —& ' 8 

trifft, so ist es bequemer h-T+ « ' ft ' al ^ 760 / 3 - Was schlieBlich be- 
oequemer, A - z +-f zu setzen, denn dann kommt: 

®t= [**—(¥)*] [**—(y)«j 
oder noch bequemer, wenn man z i = t se tzt: 

<“* = [f-CV) 1 ] [*-(¥)*]. 

vail von 0 bis ^chrtokt " V& nun* ^ A1S ° ' St * auf das Inter * 

verschwindet, kann hier eh GrenzmaximunT S' In r tervall g r P nze < - 0 nicht 
( v g>- S. 106). Deshalb ist der Wert V 1 T , der „ Gre nzminimum eintrcten 
berueksiehtigen. Innerhalb des Interval "hat" = ’ n5mHch A ‘ 36 *’ mit » 
far <=f.ifi 2 undzwar ist es deich—IM n ""u T Minimurn - nSmlich 
grofier als *.15*. Folglieh ergibt sich Betra « hiervon iat 

*** NS^«Sn^ v %) SC !^S n % , abs °| uten Betrage der Fehler der 
von 0 bis 30 und von 0 bis 45, „amlich? LltervalIen ™ 0 bis 16, 

0*2588 n 1 /15 V2 3 

2 T’iSjrWn; 
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Man muB sie bei der Ausrechnung der Sicherheit balbei nach oben abrunden: 
0,0023, 0,0012, 0,000 14. 

Mithin kann man statt sin* im Intervalle von 0° bis 16° den Naherungswert 
,f 1 (*) un d im Intervalle von 0® bis 30° den Naherungswert q>. 2 (*) benutzen, so- 
bald man die Abrundung auf zwei Dezimalstellen vornimmt. Der dritte 
Naherungswert <f 3 (a) hat im Intervalle von 0° bis 45° einen Fehler, der auch 
noch bei der Abrundung auf drei Dezimalstellen ohne Bedeutung ist. 



Fig. 375. 

In Fie. 875 sind die Bildkurven von sin*, </'i(*). Va(a) und <f 2 (x) im Inter- 
,,.,11 von * = -180 bis * = + 180 dargesteilt. Man sieht, wie stark die Naherungs- 
tarv» te to if t*tt- tot.mll. ,.» « S™>™ *• 

weichen. Cbrigens erscheint die Sinuslinie gegenuber der m Fig. 2*4, S. 888, 
infolge anderer Wahl der Einhciten iiberhoht. 

Satz 6 lehrt, wie man die Naherungsfunktionen <p x (s), <p 2 (x), 
m (x) usw. nacheinander aufstellen kann, indem jede folgende 
aus der schon vorker gewonnenen ermittelt wird. Dies 
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ist in der Anwendung das einzige Richtige, da man von vornherein 
nicht weiB, ob die Naherungsfunktion fiir die Zwecke, die man im 
Auge hat, geniigend genau ist, wenn man nur zwei, drei, vier usw. 
schon bekannte Werte der Funktion / (a:) beriicksichtigt. Die Form 
dagegen, in der man gewohnlich die LAGEANGESche Interpolations- 
formel q> n -i (*) schreibt, ist fiir die Anwendungen unbequem. 
Immerhin wollen m sie angeben: 


(?) 


(x— a a )(x —— a n ) 

95 — 1 (X) ~ 1 («, ~»i) •■•(«!- «„) 

. (»— a 3 )...(x — g n )(x — 0 |) 

+ ( a 2 —° 3 > • • • (“ 2 —° n )( fl 2 — a l ) 


(a (z a 2 ) ■ • • ( a — 1 ) 

n (°» - «l ) On - <*2) • ■ • K— «t-l) ’ 


Hier entsteht jeder folgende Summand aus dem vorhergehenden, 
indem man gleichzeitig sowohl a t , a 2 . .. a n als auch A lt A 2 ,.. . A n 
zyklisch vertauscht, d. h. % durch a 2l a 2 durch 03 usw., schliefi- 
lich a„-i durch a n und iiberdies noch a„ durch % ersetzt und ent- 
sprechend mit A 1} A 2 .. :A n verfahrt. DaB diese Funktion wirklich 
dieselbe wie die auf Grund des Satzes 6 gewonnene ist, sieht man 
so cin: Man erkennt, dafi der erste in (9) auftretende Bruch fiir 
x=a l gleich Eins, dagegen fiir die andem Werte a 2 , a 3 ... a„ gleich 
Null wird. Entsprechendes gilt von 'den andem Briichen, indem 
<h durch Oa usw. zu ersetzen ist. Deshalb hat die ganze Funktion 
(n — l) ten Grades (9) fiir x = cq, a 2 ... a n die Werte A lf A 2 .. . A„. 
Nach Satz 7 gibt' es aber nur eine Funktion von dieser Art; 
deshalb ist die Funktion (9) dieselbe wie die des Satzes 6 . 

Wie gesagt, ist die aUmahliche Herleitung der Funktion <p n -i i x ) 
auf Grand des Satzes 6 vorzuziehen. Wenn man dementsprechend 
zuerst die lineare Funktion <p 3 ( x ) bildet und darauf nach und nach 
die Glieder 

( 10 ) Cj (x — Oj) (x — a 2 ), c 3 (x — Oj) (a; — a 2 ) (x — a*) usw. 

hinzufiigt, entsteht die Reihe der Naherungskurven durch eine 
fortgesetzte Aufeinanderlagerung (vgl. S. 87). Zuerst werden zu 
den Ordinaten der Geraden, die <p x (a) vorstellt, die Ordinaten der 
ersten Funktion (10) addiert; dadurch entsteht eine Parabel als Bild- 
kurve von <p 2 (x). Alsdann werden zu ihren Ordinaten die der zweiten 
Funktion (10) addiert, usw. Man nennt die entstehenden Bildkurven 
von ganzen Funktionen hoheren Grades auch hohere Parabeln. 
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Eigentlich ist es nicht richtig, nur vom Einschalten oder 
Interp'olieren zu reden. Denn nichts hindert uns, den Wert x = h, 
fur den / ( x ) angenahert berechnet werden soil, auBerhalb des 
Weinsten Intervalles zu wahlen, in dem die n Werte a x , a z ... a n 
liegen. Dann handelt es sich um ein sogenanntes Extrapolieren. 
Aber je weiter entfernt man h wahlt, um so groBer wird das 
Intervall, innerhalb dessen es auf das Maximum fi n des absoluten 
Betrags von / (M) (a:) ankommt, um so geringer also die Wahrschein- 
lichkeit, dafi die Fehlerschranke hinreichend klein ausfallt. 

Es ist nicht gesagt, daB der absolute Betrag des 
Fehlers wirklich so groB wird, wie es die Fehlerschranke 
angibt. Er kann in Wahrheit viel kleiner sein. Wir 
haben nur kein Mittel, ihn festzustellen, und rniissen deshalb nach 
der Schranke urtcilen. 

§ 4. Die TAYLORsche Formel. 

Um zu einer N&herungsfunktion fiir eine zu berechnende 
Funktion f (x) zu kommen, kann man noch manche andere Wege 
einschlagen. Das Verfahren, das wir jetzt anwenden wollen, ent- 
springt aus der Bemerkung, daB sich eine Tangente in ihrem Be- 
rUhrungspunkt an die Bildkurve von / (a;) anschmiegt. Die Tangente 
ist das Bild einer ganzen linearen Funktion, deren Differentialquotient 
mit dem von / (x) fiir den betrachteten Bildpunkt iibereinstimmt. 
Diese lineare Funktion hat demnach fur einen bestimmten Wert von x 
mit f(x) zweierlei gemein, erstens den Funktionswert (geometrisch: 
den Beruhrungspunkt) und zweitens den Wert des Differential- 
quotienten (geometrisch: die Steigung). 

Wenn wir eine Vorgelegte Funktion / ( x ) etwa in der Gegend 
der Stelle betrachten, die zu x = 0 gehort, liegt es daher nahe, an 
die folgende Aufgabe heranzugehen: Eine ganze Funktion (n — l) te ". 
Grades: 

(1) <p n —i (x) = e 0 -f- Cx x -|- C 2 & + • ■ ■ c n—l xf l ~ rl 

soli hergestellt werden, die mit f (x) fiir x — 0 sowohl den Funktions¬ 
wert selbst als auch die Werte des ersten, zweiten usw. Differential- 
quotienten bis zum («—1)**“ Differentialquotienten gemein hat, 
so daB sie insgesamt n Bedingungen befriedigen soli. Da gerade 
n verfiigbare Konstanten c 0 , e v c 2 ... c„_ x vorkommen, darf man er- 
warten, daB sie sich wirklich so bestimmen lassen, daB <p n _! (x) den 
gestellten Anforderungen geniigt. Die Bildkurve von <p n —i (x) wird 
sich dann an die Bildkurve von / ( x ) fiir x = 0 ganz besonders eng 
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anschmiegen, so daB man vermuten darf, daB <p n —i (x) in der 
Nahe von * = 0 eine leidliche Naherungsfunktion von 
/( x) wird. 

Die n Forderungen sind leicht zu befriedigen. Nach (1) kommt 
namlich: 

<p'n -1 (®) = 1 «1 + 2 c 2 X + 3 C 3 X 2 H--f 0 — 1) C„_! x n ~ i , 

<p"n-i (x) == 1.2 c 2 + 2.3 c 3 x -\ -1- (n — 1) (n — 2) c„_i x n ~~ 3 

usw. Fur x =:0 haben also <p n _ x ( x ), <p\_ x (x)... <p^Z x ] (x) die Werte: 
Cq, 11 Ci) 2 ! Cj, ... (n — 1)! c B _i- 

Andererseits haben f(x), f{x ),... f n ~ 1] (x) f Ur m = 0 gewisse n Werte, 
die wir einfach so bezeichnen: 

/( 0 ), /'( 0 ), /"( 0 ),... /<—« ( 0 ). 

Demnach fordern wir: 

c o—f (0), l!ci=/m 2! c 2 == /"(0),... (n —1)1 c„_i = / (n—11 (0), 


. /'( 0 ) /"((>) / n_I ( 0 ) 
c o /(°)> C 1 1! ’ e %~ 2! ’ • • • C »-1 — (n —1)! 

hervorgeht. Die gesuchte Funktion ergibt sich durch Einsetzen 
dieser Werte der Konstanten in (1). Also kommt: 

™ » m -*( m -l tig}- i .r(°) ^ , ... , 


( 2 ) («) = / ( 0 ) + Ijp* + + • • • + x • 

Die Bezeichnungen /' (0), /" (0) usw. sind so zu verstehen, daB 
man zunachst f {x), /" (tx ) usw. fiir veranderliches x berechnet 
und erst nach den vollzogenen Difierentiationen fiir x den Wert 
Null setzt. 

Satz 9: Es gibt nur eine ganze Funktion <p n . (x) vom 
hochstens (n — l) ten Grade, die den Bedingungen geniigt, daB 
sie und ihre n —1 ersten Differentialquotienten fiir #=0 
mit einer vorgelegten Funktion f(x) und ihren n — 1 ersten 
Differentialquotienten ubereinstimmen, namlich die 
Funktion: 

9v-i <*)=/ (o )+r (0) £ +r (0) £*+••■ +r 1 (0) t— > r 


s i / 2 ! 1 1 / ■ (n _1)1 

1. Beispiel: Wenn f(x) = e* ist, haben alle Differentialquotienten den 
Werte*, also fur a; = 0 den Wert Eins. Die ganze Funktion (n —l) ten Grades 


/ N H , X l X 

9 , „_ x (*) = l+ 3 -| + 2-i 


Cw —1)1 
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und ihre Differentialquotienten bis zur (n — l) ten Ordnung stimmen also fiir 
x — 0 mit und den entsprechenden Differentialquotienten von e* uberein. In 
Satz 6, S. 318. batten wir fiir e x eine unendliche Reihe gefunden, die, nach dem 
n u,n Gbed abgebrochen, gerade gleich <pn—i(x) ist. 


DaB wir als den Zahlenwert von x , fiir den f(x), f(x )... f n ~' 1) (x) 
mit <p n ~ x (x), <p r n __ x (x ),... <p„~i ] ( x ) ubereinstimmen sollen, den Wert 
x •= 0 gew&hlt haben, ist Nebensache. Entsprechende Schliisse kann 
man maehen, wenn man die tFbereinstimmung an einer anderen 
Stelle x = a erreichen will. Man kann das Ergebnis fiir diesen 
Fall sofort aus Satz 9 ableiten, indem man x — a als neue Ver- 
anderliche t emfiihrt. Derin fiir x = a wird dann t = 0. AuBerdem 
warden dann / (x) und <p n „ x (x) Funktionen von t, und da d x : d t = 1 
wegen x — t -|- a ist, lehrt die Kettenregel, daB die Differentiation 
nach t dieselben Differentialquotienten wie die nach x gibt. Jetzt 
tritt mithin an die Stelle von / (0) der Wert von / fiir t= 0, 
d. h. fiir x = a, also / (a). Ebenso sind f (0), /" (0) usw. durch 
f ($), f' ( a ) usw. zu ersetzen. Da auBerdem x — a statt t zu schreiben 
ist, kommt der 


Satz 10: Es gibt nur eine ganze Funktion <p n -i(x) vom 
hdchstens (n — l) ten Grade, die den Bedingungen geniigt, 
daB sie und ihre n — 1 ersten Differentialquotienten fiir 
einen bestimmten Wert x=a mit einer vorgelegten Funk¬ 
tion f(x) und ihren n —1 ersten Differentialquotienten 
Ubereinstimmen, namlich die Funktion: 


Vn _, o -m+r (*)T+'”(‘)Tr+-+ 1 "~"« 


An-l) /„■. (« — 


Dabei sind f (a), /" (a) usw. so gemeint: Zunachst berechnet 
man bei veranderlich gelassenem x die Differentialquotienten 
/' (x), /" (x) usw. und setzt erst dann darin x = a. 

Wenn nun a + h einen von a verschiedenen bestimmt gewahlten 
Wert von x bedeutet, wird f(x) fiir x = a -f h mit <p n _ 1 (x) nicht 
mehr. ubereinstimmen. Aber immerhin darf man vermuten, daB 
i (a + h) von f(a + h) nicht allzu sehr abweicht, wenn nur > hm- 
reichend nahe“ bei Null liegt. Man wird also <p»_i(x) als Nahe- 
rungsfunktion statt /(*) fiir Werte x=a+h m der Nabe von 
x — a benutzen. 

Fiir die Abweichung, namlich fiir den Fehler 


R — f (ft -(- h) <Pn —l (® H" ^)> 

soli wieder eine Schranke ermittelt werden. Zu diesem Zwecke 
sucht man wie im vorigen Paragraphen erne andere Ausdrucksform 
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ftir R und dies gelingt, indem man die folgende Funktion F (x) 
betrachtet, die an die Funktion ( 7 ) auf S. 532 erinnert: 

F (x) =f (x) — 9 5 n _ i ( x ) — R 

hr 

Wir wollen annehmen, dafi f(x), f (*), .../*>(*) uberall im Inter- 
va e von x — a bis x — a + h bestimmte,endliche Werte haben. Dies 

ip 1 -^ r ^ 1 ^ a ')’ ‘ ■ • Fn—iix) zu, da <p n —i(x) eine ganze 

Funktion ist. Daher haben auch F(x), F (x ),... F<«> (x) uberaU im 

Intervalle von *= a bis x=a+h bestimmte endliche Werte. Die 
ersten n — 1 Differentialquotienten von F (x) sind namlich: 

F' (x) = f (*) - v ;_ l ( X ) _ 


(5) 


F n 1 (x) = f n ~ r> (X) _ (a;) _ R ” fa 1.)... 3.2 (a q) 


wahrend der w t0 die etwas ^einfachere Form 
(«) F (n) (x) = f n) (x) — Rj^ 

gll’chtlxlHst.^ DifferentialqUOtieilt d6r ganzen Funktion <P»-x(.x) 

^ r . <x) ;: ■ • ftir * =« mit <p' n ^(x), ... 

uberemstimmen werden die in (4) und (5) rcchts zuerst 
stehenden Difierenzen samthch gleich Null fur s=a. Da die ubrigen 
Glieder m (4) und (5 samtlich mit wenigstens einem Faktor x — a 
behaftet smd, folgt also, dafi F(x), F' (x)... (x) fur x=a 

verschwmden. Aufierdem sieht man aus (4) und (3), dafi F(x) 

+ Verschwindet Da somit F{a) =0 und 
F(a+A)= 0 ist, lehrt Satz 1 , S. 522, dafi F (x) fur einen Wert 

, », ZmSC t ea “® d a .+ h £ leich Null wird. Weil F'(a) = 0 

Fmiir+i Wl rr/ / ? die Anwen dung desselben Satzes auf die 

Funktion F (z), dafi F (x) fur einen Wert u 2 zwischen a und 
verschwindet. So kann man weiter schliefien, weil F" (x) F^-'Hx) 

S ^tJL:7v\^ ^ Nu \ haben - Mithin gibtes schliefilS 
einen gevissen Wert x = u zwischen a und a -f h, fiir den F<»> (x) 

verschwindet. Aus (6) folgt somit fur x = u: K ) 

0 =/*>(«)_B n! 
und hieraus ergibt sich: 

( 7) R 


h n 
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Dies ist die gesuchte neue Ausdrucksform des Fehleis. Obgleich 
u nicht bekannt ist, kann man doch daraus, daB u zwischen a und 
a-j-fo liegt, einen SchluB ziehen: Im Intervalle von x — a bis 
i = a+ l sei /in das Maximum des absoluten Belrages von f n) (x). 
Der absolute Betrag von / (n) (tt) kann dies Maximum nicht tiber- 
schreiten. Also gelangt, man zu 

Satz 11: Wenn eine Funktion f{x) und ihre n ersten 
Differentialquotienten im Intervalle von a=abis x=a + k 
iiberall bestimmte endliehe Werte haben und /*„ das Maxi¬ 
mum des absoluten Betrages von f n) (x) im Intervall ist, 
hat der absolute Betrag des Fehlers, den man begeht, 
venn man /(«-+- A) durch _ 

<p n ~\ (fi+h ) = f («) + /' («) n + 1"' ^ h ^ + ^ 11 ^ (m— i)i 

ersetzt, die Schranke: 


Die in Satz, 10 gefundene Naheiungsfunktion </>„_ a (a:) wurde, 
allerdings als Reihc bis ins Unendliche fiir lim»= co eistreckt, 
Avorauf Avir spater noch zuruckkommen werden, im Jahre 1715 von 
dcm englischen Mathematiker Taylor (1685—17B1) aufgestellt. 
Deshalb heiBt <p n -i (x) die TAYLORSche F'ormel. 1 Der Ausdruck (7) 
Avurde 1797 von Lagrange (siehe S. 531) angegeben und heiBt die 
LAGKANGESche Restformel. Man kann namlich nach (3) den 
Fehler R auch als den Rest bezeiehnen, den man zu 
addieren muB, um / (« + h) zu erhalten. 

Den Umstand, daB w. ZAvisehen a und a+h liegt, druckt man 
meistens anders aus: Weil u von a nur um einen Bruchteil von h 
aWeicht, kann man a ~ a -\- & h setzen, weim man die era re nng 
triflt, daB unter 0 eine Zahl zwischen 0 und 1 verstanden 
werden soil. Dann wird aus (<): 

(8) £=/«(« +0 ft) ^y 


Der Satz 11 lafit sich nun so aussprechen: 

Satz 12: Wenn eine Funktion f (x) und ihre n ersten 
Differentialquotienten im Intervalle'von x bis * =a +h 


bei Tatlor vorkommt! 
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uberall bestimmte endliche Werte haben, gibt es < 

zwischen 0 und 1 gelegene Zahl 0 derart, daJB die Formel ® 

f(a+h)=f(a)+f (a)± + r («)£ + 

■■■■+ (Syr + / (B) (« + »*) ~I' 

Insbesondere ergibt sich fur n = 1 der folgende Satz, der 
wiederholter spaterer Anwendungen ausdriickiich forrrmliert w*** 
moge: 

Satz 13: Wenn eine Funktion / (x) und ihr Differed ^ i 
quotient f'(pc) im Intervalle von x = a bis x = n 

uberall bestimmte endliche Werte haben, gibt es ** 

zwischen 0 und 1 gelegene Zahl 6 derart, dafi 

Formel gilt: 

/ (a + h) = / (a) + f (a + 6 h) h. 

Man benutzt die Satze 11 und 12 zur angenaherten Berechtu 
einer Funktion / (x), wenn man weiB, welche Werte ihr und ill 
Differential quotienten flir einen bestimmten Wert a der Verftnc 
lichen x zukommen. Dies ist meistens der Fall und ganz besoftti 
haufig fur a = 0. 

Wenn man f (x) fiir einen von a verschiedenen Wert x = a 
berechnen will, wird man von vornherein nicht wissen, wie groB ns 
den ,Gra<J n — 1 der Naherungsfunktion x (x) annehmen nil 
damit die Fehlerabschatzung ausreicht. Man wird daher mil i 
einfachsten Annahme n —1=1, d. h. n = 2 beginiien, also n n 
und nach die Naherungswerte bilden: 

<Pj (a + A) = / (a) + f (a) . Schranke 

<p 2 (a + h) = / (a) + f (a) ^ + f" (a) |y > Schranke ~~ ? usw, 

Dabei^ bedeuten jz 2 , pi z usw. die Maxima der absoluten Bet r 14 
won /" (x), f" (x) usw. im Intervalle von x = a bis x == a + h I 

<p 2 (a -f h) = <p 1 (a+A) + /" (<*)-• 

<p 3 (a + h) « <p 2 (a +h)+ f" (a) |j 

usw. ist, liegt also hier wie bei der Lagrange schen Interpolation 
formel, vgl. S. 585 u. t, die Annehmlichkeit vor, daB jeder neue Nt.fi 
rungswert aus dem vorhergehenden durch Addition eines Gliecl 
Fervorgeht. 
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Nimmt man. nicht von vornherein einen bestimmten Wert a + h 
an, sondern lafit man a -\~h beliebig, gleicb x, so werden die Bild- 
kurven der Funktionen <p x (x), <p 2 (#), <p z (x) usw. Naherungskurven 
fur die Bildkurve der Funktion / (#), indem sie sich in dem zxxx =a 
gehbrigen Punkt immer inniger an die Kurve anschmiegen. Die 
Naherungskurven gehen dureh Aufeinanderiagern (vgl. S. 87) 
hervor: Da jetzt a -{-h = x, also h = #— a ist, zeiehnet man zuerst 
die Bildkurve von <p x (x) = / (a) + /' (a) (x — a), die eineGerade ist, 
dann dutch Addition der Ordinaten der Bildkurve von 

r 

di'e Bildkurve von <p 2 (x), die eine Parabel ist, darauf die Bildkurve 
von <p z (x) dureh Addition der Ordinaten der Bildkurve von 

r <«> 

USW. 


2. Beispiel: Im 3. Beispiel auf S. 451 wurden die hoheren Differential- 

quotienten von sin a: berechnet fur den Fall, daB or. den Winkel im Bogen- 

maB bedeutet. Fiir x = 0 findet man, daB sin a: und die Differentialquotienten 

von sin x die Werte 0, 1, 0, — 1 usw. haben, indem immer diese vier Zahlen 

in derselben Reihenfolge wiederkchren. Da also der 2., 4.; 6. usw. Differential- 
quotient von sin x fiir x = 0 verschwindet, ergeben sich fiir sin x in den Fallen 
n — 1 = 2, 4, 6 usw. dieselben Naherungsfunktionen wie in den Fallen n — 1 
« 1,3,5 usw. Daher wird man fiir n-r-l eine gerade, also fiir n eine ungerade 
ganze positive Zahl 2w + l wahlen, wo also m irgendeine gauze positive Zahl 
bedeute. Dann gibt der Satz 12, wenn man a — 0 und f(x) = sin a; setzt: 


(9) 


sin.V^ 


ft _ h? W 
11 3 ! + 51 


± 


h 2m-l 

(2 m —1)1 


Zf cos (fi x h) 


h 2m+l 
(2 m + 1) ! 


Ganz entsprechend findet man: 

, , h* , h i , h im __ , c 1S h 2m+2 

(10) cos h= 1 ~^ + 4, — • ~ ± -a^T T cos (M) (2w — - 2)1 . 

In (9) und (10) bedeuten und 6 2 zwischen 0 und 1 gelegene Zahlen. Die 
Voxzeichen der einzelnen Gliedcr wechseln bestandig. tBberdies ist ft das 
Bogeirmafi des Winkels. Da die absoluten Betrage von cos (fJj ft) und 
cos(6 a ft) ldeiner als Eins sind uud da nach Satz 3, S. 314, die Briiche 

1 |^2m+ 2 

(2» + l)! Und (2 m+ 2)! 

nach Null streben, wenn m nach 4- oo strebt, kann man die Restglieder in (9) 
und (10) dadurch, dad man m hinreichend groB annimmt, so unbedeutend 
machen, wie man nur immer will. Ferner ist tg ft — sin ft : cos ft und ctg ft = 
l:tgft. Deshalb kann man alle goniometrischen Funktionen mit 
jedem beliebigen Grade' der Genauigkeit herechnen. Nach S. 399 
darf man sich dabei auf Winkel zwischen 0 und \n beschranken, ja infolge 
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Derim&ch reicht die Annahme m = 3 aus, um sin h und c< h aus den N&he- 

nmgswerten 


31 + 5 ! 


V W _ W 
'2! + 41 6! 


unit einem Fehlcr zu berechnen, der weniger als die Halfte der vierten 
Dezimalcinhcit ausmadht In Fig, 376 sind die Bildknrven der Naherungs- 

jfunktionen 


ViW = 


1! 3!’ 


</,(*)= n -3!+ 51 


der Funktion gin x sowie die Siriuskurve selbst im Intervalle von x = — n 
bis x— dargestcllt. Man ver- 

gleiehe hiermit die Fig. 375, S. 535. A 5 _ A 2 

Beide Figuren sind in denselben Matt- ~~-^ " • 

einbeiten entworfen. 

Man kann die Formeln (9) und 
(10) auch verwenden, um zeichne- / ^ 

risch einen Winkel von gegc- / X. 

benem BogenmaBe zu bestim- / \ 

men. Dabei sci das BogenmaB als / \ 

Veranderliche mit <p statt h bezeich- / \ 

net. Derjenige Punkt, dessen Koordi- / \ 

naten x » cos y und y » sin ( p sind, / ™ \ 

begt auf dem Kreis um den Anfangs- / \ 

punkt 0 vom Radius 1, weil cos 2 </> 4- / \ 

sin 2 <p * 1 ist. AuBerdem bildet der / \ 

Radius mit der a-Achse den Winkel <p. /\y j ^ 

Hat man das BogenmaB tp eines Win- _ L — j - ---- 

kels bestimmt gew&hlt, so stellt man O 

die Fig. 877 her, indem man die Fl S* 611 • 

Strecken 0 , 

w . y 2 A A _ <f 

0 A x — I, - A 2 A 8 =— Y7i' A * Ai ~ 1.2.3 


<r 

1.2.3 


usw . m it nach }e zwei Malen wecbselndem Vorzeichen immer senkrecht an* 
einander ansetzt, und zwar nach recbts oder oben, wcnn die Strecke das Plus- 
zeichen, dagegen nach links oder unten, wenn sie das Minuszeichen hat* Da_die 
Ltngen schnell abnehmen, kann man schon nach wenigen Schntten die End- 
punk to kaum voneinancler unterscheiden. Man n&hert sicli also schnell 

einem gcwisscn Grenzpunktc. Seine x-Koordinatc setzt sich aus O *4,, A 2 A^ 
usw. additiv zusammen und ist daher, wie (10) zeigt, gleich cos y, \vhhren 
sich seine t/-Koordinato additiv aus A t A»A z A 4 usw. zusammensetzt und-daher, 
wie (9) zeigt, gleich siny ist. Mithin wird der Grenzpunkt derjemge, dessen 
Radi us vek tor mit der positiven x-Achse den Winkel <p bdclet. Beachtenswer is , 
daB die Konstruktion von selbst auf emen Punkt des Einheitskreises fuhrt. In 
unsercr Fieur ist <y> = 1 gewahlt worden; die Zeichnung endet dann praktisch schon 
bei Aq. Das GradmaB des hicr ermittelten Winkels ist nach dem 2. Beispiel, S. 9, 
10, gleich 57o iv 45". „ _ 

Bedeutet « das BogenmaB eines Winkels der so wenig von Null aWcht, 
daB t a vcrnachllissigt werdcn darf, so lehren die Formeln (9) und ( b 

Scheffers, Lchrbnch d, Mafchematflc. 36 
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(11) sin« = f, cos 6 = 1 

gesetzt werden darf. Aus Satz 16, S. 411, folgt daher, werin man darin #= a 
and y— s setzt: Wenn £ 2 vernachlassigt werden darf, ist 

sin (« -j- f) = sin « + £ cos «, cos (« + *) = cos « — £ sin a. 

3. Beispiel: Die Anwendung des Satzes 12 auf f (x) - & fur a - 0 gibt, 
wie das erste Beispiel zeigte: 


e *_ 1 + A + A + 

+ 1! + 2! + 


+ J£±. +t *>* 

(n — 1)! w! 


wobei. 6 zwischen 0 und 1 liegt. Das Restglied strebt nach Null, wenn n liber 
jede Zahl wachst (nach Satz 8, S. 314). Besser ist aber die in Satz 5, 
S. 318, gefundene Restabschatzung. Hier sei nur noch bemerkt: Ist £ so nahe 
bei Null gelegen, daB £ 2 vernachlassigt werden darf, so lehrt die Formel (12) 
fiir n= 2, daB man setzen darf: 


4. Beispiel: Da lna fiir x = 0 keinen endlichen Wert hat, kann Satz 32 
auf In (a + h) fiir a - 0 nicht angewandt werden, wohl aber z. B. fiir a ~ 1. 
Da allgemein (vgl. das 7. Beispiel, S. 452) 


- = (-l) n 


(n — 1)! 


ist, haben in x und die Differentialquotienten von In x fur x = 1 die Werte 0, 
1, — 1!, 2 1, —3 !, 4 1 usw., so daB sich ergibt: 


In (1 -h h) = 


h a , h 3 ¥ , h n 

T + T - T + ...±- 


'n(l-f 6/i) w ’ 


wobei ft zwischen 0 und 1 liegt. Diese Formel gilt nur fur 7i> — 1, weil 
negative Zahlen keine Logarithmen haben, also fiir den naturlichen Loga- 
rithmus einer jeden positiven Zahl. Die unendliche Reihe dagegen, die 
wir auf S. 277 oben fanden und die aus (13) fiir lim n = oo hervorgehen 
wiirde, gilt nur fiir Numeri, die zwischen 0 und 2. liegen. Allcrdings 
gibt (13) fiir > 1 eine wenig taugliche Formel, da 1 4* 8 h irgendeinen Wert 
zwischen 1 und 1 4* h haben und daher die Schranke fiir das letzte Glied der 
Formel (13) recht groB werden kann. Falls £ so nahe bei Null liegt, daJB man 
* 2 vernachlassigen kann, weicht 1 + 6 e nur sehr wenig von Eins ab, weshalb 
das letzte Glied der Formel (13) bei den Annahmen h ~ s und n = 2 vernach¬ 
lassigt werden darf. Also kommt dann: 

(14) ln(l+ e)««. 

Sind N und N + tf zwei Numeri, so ist 

In (tf + <>) = In ^1 +AjJ =ln^ + ln (l +Aj, 

also, wenn <$:N hinreichend wenig von Null abweicht, nach (14): 

hi(N+ <f)= \nN+ A. 

Durch Multiplikation mit dem Modul M gehen nach (10), S. 298, Naherungs- 
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formeln fur den gewohnlichen Logarithms hervor: 

log (1 + e)« f M, log (N H- d) - log N 4* jy M . 

Hiernach ist z. B. log 101 angenahert gleich log 100 -f 0,01 M Oder 2,00 434, 
und dieser Wert unterscheidet sich von dem wahren Werte 2,00432 erst in der 
ftinften Dezimalstelle. 

* Unten (8) haben wir den Fehler oder Rest R, um den sieh 
die Naherungslunktion (p n _ x {x) fiir x = von der richtigen Funktion 
/ (a) unterscheidet, auf die Form gebracht: 

(15) B=/«(o+ **)£. 

Die zwischen 0 und 1 gelegene Zahl 9 ist nicht naher bekannt, wes- 
halb wir uns eben damit begniigen miissen, bei der Abschatzung des 
Fehlers alle Werte a-{-Oh im Intervalle von x =a bis x=a+h 
ins Auge zu fassen. Deshalb kann die Fehlerabschatzung, 
selbst wenn der Fehler wirklieh nur klein ist, zu roh 
ausfallen. Weil dies bei der LAGRANGESchen Restform (15) tatsachlich 
ofters vorkomrat, hat man den Rest durch ahnliche tfberlegungen 
wie auf S. 540 u. f. auf gewisse andere Formen gebracht. Wir 
wollen davon absehen, sie mitzuteilen, und nur ein besonders wich- 
tiges Beispiel, in dem die LAGKANGESche Restform versagt, auf 
andere Art behandeln. 

5. Beispiel: Nach S. 327 soil unter einer Potenz (1 + x) m , worm der Ex¬ 
ponent m irgendeine positive oder negative, ganze oder gebrochene Zahl sein 
darf, ihr positiver Wert verstanden werden, sobald die Basis 1 + x positiv, also 
x > — 1 ist. Setzt man / (x) = (1 + x) m , so wird 

f (x) = m (1 + x) m ~\ f" (x) = m (m — 1) (1+ .... 


also fiir x = 0: 

/(0)-l, f ( 0 ) = m, r(0) = m(m —1),... 

Die Anwendong des Satzes 12 fiir a = 0 liefert daher: 


(1 + A)** = 1 + jj A H - g]- h* + ... ■ 

m (m — 1)... (m — w + 1) 


m (m—1), , tn(m— 1)...(*» — n + 2) M _, 

21 A +••■+ (« — 1)1 


(1 + 6 A) m—B A b , 


wobei 8 zwischen 0 und 1 liegt. Hat m insbesondere einen positiven ganz- 
zahligen Wert, so kann man die ganze positive. Zahl n gleich m annehmen. 
Dann wird (1 + 6 h) m ~ n gleich Eins, und es ergibt sich die bekannte Formel 


(l + h) n - 


‘+n‘+ si t 




- 1 ).,. 2 . 

nT 


fiir eine gauze positive Potenz eines Binoms, d. h. einer zweigliedrigen 

86 * 
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Summe, also der sogenannte binomische Lehrsatz. (Er trat eeleeentlich 
schon ,m 9 Beispiel, S. 452, auf.) Die Koeffizienten heiBen £ Binfmial- 
koeffizientcn, und man bezeichnet den Koeffizienten von h k so: 


»(m— -1)— (n — A: - 4 - 1) 

07771 


(* = 1 , 2 ,... n). 


Da er gleich n!:[ifc!(n — fc)!| ist, beweist man sofort die Fonneln: 

©-(«”*)• ciiwi*)-®. 

von denen die erste zeigt, dafi die Binomialkoeffizienten in (17) symmctrisch 
angeordnet smd, so dafi also der letzte wieder gleich Eins ist, wahrend man 
auf Grund der zweiten Formel in bekannter Weise die Binomialkoeffi¬ 
zienten der «ten Potenz aus denen der (w _ 1} ten p ote nz ableitet. Mit Benutzung 
der Bezeichnung (IB) lautet die binomische Formel (17) so: 

(i+», -!+(;)»+g) 

Oder auch, wenn man noch festsetzt,.dafi (jJ die Eins bedeuten soli. 

w -ci+»r-(;)+(;)*-+ (”)»■+...+(”)v. 

n , nU “ aber der Ex P onent » von 1 + ft keine ganze positive 

Jlfx! J kann . man die gauze positive Zahl n nicht gleich m wahlen; viel- 
mehr tatt dann in der Entwicklung (16) stets ein letztes Glied auf, das mit 6 
behaftet ist und nur abgeschatzt werden kann. Die Schrankc fiir dieses Glied 
wird zu grofi, wenn h negativ ist. Man kann aber auf anderen Wegen 
beweisen, dii der absolute Betrag des Restgliedes nach Null 
strebt, sobald die Anzahl « immer weiter wkchst, und zwar 
nnter der Voraussetzung —1 <h< 1. Wir zeigen es so*: 

Indem wir h wieder mit x bezeichnen, bilden wir eine nach (16) nahe 
hegende Funktion, namlich diese: 

(20) F(x)=l + ^ x + + ... + l)---(m-n + l) a „_ (1+ ^ 

Sie hat fiir x = 0 den Wert Null. Ihr Differentialquotient ist: 

*'<*>—++■ • • (1 + „ r -,. 
Wenn man lhn nut 1 + x, dagegen F (x) mit m multipliziert und dann beidcs 

“dt behaftCt6S Gli6d inde “ Skh 


(1 + x) F' (x) — mF(x)= — 


m(m — 1) 




■ l Z 6 ™ dl t se Botrachtun ? erl noch zu schwierig Oder geradc hier storend 
sem soil ten, raten wir, sic vorlkufig zu Oberschlagen und erst beirn Er- 
gebnisse (24) auf S>. 550 weiter zu lesen. 



§ 4. Die Taylorsche Formel. 


549 


Dividiert man diese Gleichung mit (1 4* so wird ihre linke Seite nichts 

anderes als der Differentialquotient von F (x):{ 1+ x) m . Da F (0) = 0 ist, 
ergibt sich also durch Integration von x = 0 bis x - h: 
h 

F (h) _ r vn (m — 1)... (m — n) _ x n dx 

(1 + Kf~J n\ (T+*r +1# 

o 

Setzen wir zur Abkiirzung die Konstante 

w(w — — «)_ 

( 21 ) c - 
so haben wir also 
( 22 ) 

Zunachst wollen wir jetzt h .positiv annehmen. Dann durchiautt x von 

0 bis h wachsend lauter positive Werte, so dafi d x und X + * positiv sind. 

Da nun das Integral nach Satz 4, S. 228, eine Summe vorstellt, also sein 

absoluter Betrag nach Satz 8, S. 59, nicht groJBer als der absolute Betrag des- 

jenigen Integrals ist, das hervorgeht, wenn man den Integranden durch seinen 
absoluten Betrag ersetzt, gibt (22): 

F (h) I < r 1 c\x n dx 

(i+ i) m I -y (i+ x) m+i ' 

0 

Da x zwischen 0 und h liegt, also 1 + x ^ 1 ist, wird der Integrand und folglicli 
auch der Wert des Integrals sicher vexgrofiert, wenn man 1 statt 1 + x setzt 
Dann aber hat das Integral einen sofort auszurechnenden Wert, und so kommt: 


h 

F (h) _ r — cx n dx 
(1 + Vf 1 J (1 + z) m+1 

o 


, 23) <:i£lj— 

(1 + h) m ~ n + 1 

oder nach (21): 

F(h) ^ mh (m— l)fc (m —2 )h (m — n)h I 
(1 + KT ” T" 2 # 3 n + 1 I* 

Hicr sieht man nun leicht ein, dafi die rechte Seite nach Null strebt, 
wenn n iiber jede Zahl w&chst, vorausgesetzt, dafi die positive Zahl h 
kleiner als Eins ist. Mit endlos wachsendem n treten namlich rechts immer 
neue Faktoren hinzu, und von einem gewissen n an sind sie sftmtlich kleiner 
als Eins, welchen Wert auch m haben mag. 

Nun wollen wir h negativ annehmen und gleich —Jc setzen, so dad k 
eine positive Zahl bedeutet. Dann gibt (22): 


-k 

F (— k) _ r — cx n dx 

(1 — k) m ~J (1 + x) m+1 ‘ 

0 

Das Integral ist nach Satz 4, S. 228, die Summe aller unendlich kleinen Groflen 

— ex n dx 

(i+xr- 1 ’ 
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die sich ergeben, wenn x Schritt fur Schritt um d x von 0 an bis — k abnimmt 
Wenn man x- — t setzt, bedeutet t eine Veranderliche, die von 0 bis k zunimmt. 
Da dann x n = (—1)*?*, dx = — d t ist, stellt das Integral die Summe aller un- 
endlich kleinen Grofien 

c(— l) n t n dt 

(1 

dar, die sich ergeben, wenn t Schritt fur Schritt uni d t von 0 bis k zunimmt, 
d. h. es ist die Summe 


r c{—l) n t n dt 

J (l—o wl+1 

o 

wo die obere Grenze k und nicht — k ist. Also hat man: 

F(—k) A~1 ) n ci n dt 


= f±zll 

L — k) m y Cl — 


(1 -k) m J (l-tf'+i 
o 

1st rmn k kleiner als_ Eins, d. h. liegt k zwisehen 0 und 1, so ist der kleinste 
Wert, den 1 —< 1 m Intervalle von t = 0 bis k bekommt, namlich der Wert 

1 k,immer noch positiv, und wir folgern deshalb ahnlieh vie im Fall, wo 
n positiv war: 

' J (—fc) I ^ r \c\t n dt 
(1 —fe) m | = y — 
o ' 

^ efl kiraLt” d (1_fc) ” +1 Konstanten Sind, laBt sich das Integral sofort auswerten. 


EtM 

(1 -k) n 


'(« + !)' 


ZaM ft?n^NuU^^Man hat^sich’i^ Strebt ’ WeDn ” Uber jede 
gesetzt worden war h ] daran zu ennnem, dafl h = —k 

Uegt. Folglich ist bewiesen/ nngenommen wurde, so daB h zwisehen 0 und -1 

EM 

(1 + h) m 

strebt^sobafd n' 1b\f i.de^S wSsf 0>A >— 1 Null 

Wert^hX weLfriLr 1 ]^^MB “ abMngt ’ 8180 einerlei 

hm n = oo nach Null strebt. 3 Nach *(20) ist F F(h) - l elbst ' f “ r 

Summe von » + 1 GUedern und der Potenz (fflJ uPl? elenz 0 zwl8 ? hen einOT 
Ber Minuend nach dem Subtrahenden strehei 1 1 if ' ^ lthm mufi ^ 1,m « = °o 
aber wird der Minuend, der nTT ritl ^ “ s . ~ 1 < * < + 1 ist. Dann 
ist bewiesen: d r eme unendliche Reihe. Also 

endlich^Reihe^ 18 ' 11611 ~ 1 und + 1 Negt, ist (1 + h) m als die un- 

( 24 ) (l + hr=l + ” h+ M2-l) ht+ nM^l)(m-2) „ 
daratellbar. 21 3l h +••• 
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Man kann beweisen, dafi die Formel (24) nicht mehr far \ h | > 1 gilt, auch 
nicht f lir h = 1 und m ^ — 1 sowie fur h — — 1 und m < 0, wahrend sie fur 
h = 1 und m > 1 und fiir h - — 1 und m ^ 0 richtig ist. Wir brauchen diese 
Entwicklung aber nur im Fall | h | < 1, fiir den wir ihre Bicbtigkeit nach- 
gewiesen haben. Am meisten werden die Annahmen m — — 1, m = $ und 
m = — J angewandt. Ist m = — 1, so geht die unendliche Reihe fiir 1: (1 4 h) 
hervor, die wir schon kennen, vgl. Satz 2, S. 274. Bei den Annahmen m-\ 
und m — — J kommt fur \h ] < 1: 


+ h- 




. - i.' 3 - h 3 - 

2.4 2.4.6 


1.3.5 

2.4.6.8 


A 4 + .... 


— h + — 
2 2.4 


.hMv + 1 ~LM 

2.4.6 2.4.6.8 


ll/l + fc 2 2.4 2.4.6 2.4.6.8 

Bricht man die erste Reihe nach dem n ten Glied ab, das mit h n 1 behaftet ist, 
so fehlt ein Rest R, der augenscheinlich absolui genommen nicbt grofier als 

l.S.5...(8«—8) ...J, , ^ j2 n-l)(2w + 1) . 1 

2.4.6. ..2n j_ "^2n + 2 (2n + 2)(2« + 4) J 


also erst recht kleiner als 


2 . 4 . 0 *.. -fi w 

ist.. Dafiir kann man r.xch Satz 2, S. 274, wegen |bl <1 setzen: 

1.3.5... (2» — 3) lb[“ 

(26) \R\< 2.4.6...2n T—‘ 

Bei der zweiten Reihe (25) ergibt sich ganz entspreehend: 

. . 1.3.5... (2w — 1) \M n _ . 

(27) l fi l<-2.4.6...2n 1-|M 

Die zweite Formel (25) gibt, wenn man h=—a* setzt, fur | ac | < 1, die 
inters gebrauchte unendliche Reihei 
1 , , 1 

( 28 ) i/i 2 2.4 2.4.6 


|/i_2 2.4 2.4.6 

Hervorgehoben sei schlieBlich noch einmal, dafi die Formeln (2B)>ind 
(28) fiir die positiven Werte der Quadratwurzeln gelten, vgl. das zn 

Ani *i. , “rL“x* ^n, *.« .■ I—*—* 

gchcn aus (25) die offers gebrauchten Naherungswerte 

^T+l=l + is, ^===1-1* 
hervor. Ferner ist: _ 


und deshalb ergeben sich auch die Naherungsformeln: 

l^+l- ^(i + i^)> V^+7 = 7i( 1- 2^)‘ 
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Statt Satz 11 oder 12 auf die zu berechnende Funktion gerade- 
auotienfe' “l* ™ weilen bequemer, zunaehst den Differential- 
dann mittei« 7 un ^ t “ n auf Grunci dieser Satze auszudriicken und 
Beispiel- nte gration zur Funktion iiberzugehen. Hierzu ein 

und +■ ^Yie»en 1 miiB o- ** berechnen ’ wobei * stets. zwischen —l 

wir zuerst die T»v,„’ u r? M ? m !* S n ‘ e diese Grenzen iiberschreitet, stellen 
also Formel fiir den Differentialquotienten von are sin , 

lur 1 .J/1-.t 2 nut positiver Wurzel aid. Nach (28) 1st fiir | x| < t: 

t7=== =1 +4-~ r» J. , 1-3.5... (2» —3) _ 

Z 1 — 2 2.4 +«■ 

2ahl, ^teemt* 4 t '"'"^ ntn Weisw a!s eine beliebig klein gewghlte positive 
ar = 0 bis x= ft kommr * “ llnrelc ieiu 6 roB annimmt. Durch Integration von 


arc sin ft = — j. jL !*!_ . 1 • 3 ft 5 

1^23 + 0 5" + 


1.3.. .(2n — 3) ft 

2.4.. . (2n — 2) 2n - 


,8n-l 


\+f‘ 


Rdx, 


und. hierbei bcdcutct nrc sin h don zwkpIipti — 1 j , 1 * .... , 

dessen Sim, gleieh A ist. Wir kta ZCln: ** **■“" 


(29) are sin. ft = ~ + A ^ 4 - 1 ~ d A 4 . 

1 2 3 2.45 + 2.4...(2n — 2 ) 


wobei der Best 


1 ■ 3... (2 n — 3) ft 2 ”~ 1 +9i 


*-/*! 


R dx 


u 

to a SX 7 ^r itiV ’ 80 Mstx unter dem Integralzeichen von 0 bis ft. 
.Tauc^auf foM taw *tT Tn’ " erreicben ’ hst (wie wir 

sehranken Da t, t ! ^ , DeShalb dttrfeh wir auf den Fall ft>0 be- 

nach Satz 8 , S. 69, nfc^oBTai ?™ 116 **“’ i8t seia absolllt « 


j' |U |dx, 


und wegen | R | < e konunt date um so mehr: 


n 

I9t| <^edx= 


fijtf. Ste Weif|ftf<i a t e Z { m° n R ni0ht gilt - denn R i8t ™ * ab- 
ats f. Durch Annahme eines <» - ab j r au » b ^ absoblt genommen kleiner 
trag des Restes fflMn root ?? Ugend ? roBen * wird also der absolute Be- 

W.ffd? “nefd!iche kl B n e’ihI: e ““ “ ^ **"“> " gibt 
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(30) 


• 7 k , 1 

arc Sin“ y 4" ~ 2 " 


*3 


1 . 8 W . 

+ 2T4T + ' 


wobei I AI < 1 ist Man kann auch leicht ihren Rost abschatzen, wie «i W 
<ien Reihen (25) geschah. Bricht man namlich die Reihe (30) naeh dem G 
mit h 2n ~ l ab, so ist der absolute Betrag des Bestes klemer als 

1.3.5... (2w — 1) 1 M 8w+1 _J_. 

2.4.6... 2n " 2n+l I — 1 

Unter den Konstanten, die in der Mathematik auftreten, and 
besonders zvvei Zahlen vrichtig, namlich n und e Wu> M e e- 
reehnet, wurde auf S. 325 gezeigt. Fur die Ernnttelung der Zahl n 
»ibt man im Schulunterricht ein zwar geometnsch anschauhches 
aber muhsames Verfahren. Es durfte dwhalb angeteaoht-srn. 
zeigen, me man schneller zum Ziele kommt Dazu dient 
Berechnung der zyklometrischen Funktionen. 
arc sin i == ist, wie man beim halben gleichseitigen Dreieck 
sofort sieht, kann \n aus (30) gefunden werden wenn man ft -4 
setzt Man kann aber auch die Funktion arc tg x benutzen. 
bescMie&n daher die Beispiele mit der Bere*n«^ dieser Funktion 
und ihrcr Anwendung zur Ermittelunj des Wertes non ». 

7 Beispiel: Die hoheren Differentialqnotienten von arc tg a; warden im 
ll.BeVel S 453 n. f., gefunden. Danach gibt die Anwendnng des Satzes 12. 


ft 3 , ft* 
T + 5" 


ft’ 


4- 


(31) arc tg ft = 

die Reihe von der fiir den halben natiirlichen Loganthmus von (14- h) . ( ) 

Reihe entsteht: «• 

-£ n = 1 — + & — I 4- • • * * 

Thr« Glieder nehmen aber sehr langsam ab. Zur schnelleren Berechnung von 

J"«£1LS*» wh,tTd.»«. ^»* . 

WATt hat nnd von dem ein ganzes Vielfaches nahe bei i 71 hegt. Is * • 

I s^tze wtnkel dessen TaSgens gleich * ist, so wd tg2« *' 

tff 4« cleich m (nach Satz 17, S. 412). Dieser Wert liegt nahe bei Ems, 
2so 4 a nahe bei J *. Nach Satz 16, S. 411, wird tg (4 « - 1») gleich ?39 - 
Deshalb ist 

ln= 4arctgi — arctg^, 
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Bricht man die erste Reihe nacli der siebenten und die zweite naeh der ersten 
Potenz ab, so wird der absolute Betrag des Fehlers kleiner als 0,000 000 26* 
wie man leiclit findet. Deshalb ergibt der Naherungswert 

4ft—KW-f ih 

bei der Abrundung auf acht Dezimalstellen und unter Berucksichtigung des 
denkbar groBten Fehlers, daB £ n zwischen 0,785 897 66 und 0,785 898 18 liegt 
so dafi 7t auf fiinf Dezimalstellen abgerundet gleich 8,141 59 ist. 

§ 5 . Verschiedene Anwendungen der TAYLORschen Formel. 

In den Beispielen des vierten Paragraphen gelangten wir zu 
einer Anzahl von unendlichen Keihen. Nun wurde schon ge- 
legentlieh (auf S. 314 u. f.) darauf hingewiesen, dafi man mit solchen 
Keihen vorsichtig sein muB, weil sie unter TJmstanden unendlich 
grofie oder gar keine bestimmten Werte haben. Man muB deshalb, 
venn eine naeh irgendeinem Gesetze gebildete unendliche Reihe 

~t“ <?8 -f- • . . 

vorliegt, untersuchen, ob sie einen besti m mten endlichen Wert hat 
oder, wie man sagt, konvergiert. Man brieht namlich die Reihe 
wie auf S. 316 naeh irgend einem Glied, etwa dem w ten , ab': 

<h + a 2 + a 3 + • • • + 

und untersucht, ob dicser Ausdruck einen bestimmten endlichen 
Grenzwert fiir lim n = oo hat. Da man beliebig viele Glieder 
«„ + i, a n+2 ... addieren kann, heiBt dies: man muB untersuchen, 
ob die Summe 

<^n+l + 2 + ••• + 

in der die Anzahl m der Glieder beliebig groB sein darf, 
naeh Null strebt, falls n iiber jede Zahl wachst. Ist dies 
nicht der Pall, so ist die Reihe sinnlos, sie divergiert alsdann. 

Auf Grand des Satzes 12, S. 541 u. i, kamen wir nun zu unend¬ 
lichen Reihen, fiir die man den Nachweis der Konvergenz auch 
anders ftihren kann. Wenn namlich eine Funlction f {x) und alle 
ihre hoheren Differentialquotienten im Intervalle von x — a bis 
x~a+h bestimmte endliche Werte haben, kann man die Formel 
des Satzes: 

/ (®+*>*/(•) +f («)n+f («)£ + •••• + ^ _1> <*) (S>r + 

worm 

R = f (n) (a+6h)% 
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ist, fur jede beliebig groBe ganze positive Zahl n bilden. Die Summe 
der n Glieder 

/ («) + /' 00 f] + /" ( a ) 2 \ + • • • + / <W l) ( a ) (^ZTT)T 

weieht von f (a + 7i) um den Rest R ab, worm 6 eine gewisse, aller- 
dings unbekannte Zahl zwischen 0 und 1 bedeutet. Wenn man nun 
imstande ist, zu beweisen, dafi R fUr alle Zahlen 0 von 
0 bis 1 nach Null strebt, sobald n immer groBer wird, 
weieht die Summe der n ersten Glieder um so weniger von f(a +h) 
ab, je groBer n gewahlt wird. Deshalb darf man dann fiir f(a+h) 
die unendliche Reihe 

t(a + h) = f(a) + r («)£ + /" 

ansetzen, und eine weitere Konvergenzuntersuchung ist nicht nbtig. 
Diese unendliche Reihe heiBt die TAYLORSche Reihe. Beispiele 
wurden im vorigen Paragraphen gebracht. Weil die Reihe nach 
den Potenzen von h fortschreitet, heiBt sie eine Potenzreihe. 
Wir sagen also: 

Satz 14 : Wenn eine Funktion f (x) und alle ihre Diffe- 
rentialquotienten uberall im Intervalle von x = a bis 
x =za + h bestimmte endliche Werte haben und der Wert 
von 

f n \a + dh )%j 

fiir alle Zahlen 6 von 0 bis 1 mit unbegrenzt wachsendem 
n nach Null strebt, gilt die unendliche Potenzreihe: 

/ (a + h) = / (a) + /' (a) /" (a) |y +.«.« 

Selbstverstandlich gilt die Reihe unter diescn Umstanden erst 
recht fur Werte Tc statt 7i, die man zwischen 0 und h wahlt. 
Wenn wir nun a + h mit x bezeichnen, haben wir also den 

Satz 15: Wenn eine Funktion f (x) und alle ihre Diffe- 
rentialquotienten uberall im Intervalle von x = a bis 
x = a +h bestimmte endliche Werte haben und der Wert 
von 

/ (n) (*)£, 

uberall im Intervalle mit unbegrenzt wachsendem n nach 
Null strebt, gilt uberall im Intervalle die unendliche 
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Potenzreihe: 

/(*) = / («) + r («)^r + 1" (fl) - (5 ir 2 + • • • 

Bei wirklichen Berechnungen muB man die unendliehen Reihen 
immer abbrechen; dann braucht man den Satz 12, S. 541 u, f., zur 
Abschatzung des Restes. 

Wir ziehen aus Satz 12 noch einen SchluB: Wenn / (x) und die 
Differentialquotienten f (x), /" («)... / <w) (#) uberall im Intervalle von 
# =<z bis # — a -\~h bestimmte endliche Werte faaben, gibt der Satz: 

t(a+h)=f (a) + f (a) £ + /"(«) ^ + ••• + (fl) -(S)T 

+ f>(a+6h) h ~- 

wobei 6 zwischen 0 und 1 liegt. Die Summe der beiden letzten 
Glieder ist: 

5^i[r , (*)+i/“(. + «»)]- 

Falls f n ~ 1 \a) nieht etwa zufallig gerade den Wert Null hat, kann 
man h so nahe bei Null wahlen, daB der zweite Summand in der 
Klammer ohne EinfluB auf das Vorzeichen der in der Klammer 
stehenden Summe ist. Dean wenn / (n) (a:) im Intervall als groBten 
absoluten Betrag den Wert fi n hat, geniigt es zu diesem Zweek 

irn 

anzunehmen. Ist dagegen zufallig / (n ~ 1) (a) == 0, aber f n ~ 2) (a) 4=0, 
so kann man einen entsprechenden SchluB fiir die beiden letzten 
wirklich auftretenden Glieder der Entwicklung machen, usw. Deshalb 
ergibt sich der 

Satz 16 : Gilt die TAYLORSche Formel des Satzes 12, 
S. 541 u. f., so kann man h so nahe bei Null w&hlen, daB 
sich das Vorzeichen desjenigen letzten vor dem Rest- 
gliede stehenden Gliedes, das nicht gleich Null ist, da- 
durch nicht &ndert, dafi man das Restglied zu ihm addiert. 

Mittels dieses Satzes kann man aufs neue zur Aufstellung der 
Kennzeichen eines Maximums Oder Minimums gelangen. Wir 
wollen annehmen, daB die Taylor sche Formel in der Um- 
gebung von x=a fiir eine Funktion f (x) gelte, d. h. sowohl 
fiir k +h als auch fiir a — A, wenn h eine beliebig tdeine positive 
Zahl bedeutet. Ein Maximum Oder Minimum kann / (x) fiir x =.a 
nur dann haben, wenn f (a + h) und / (a — h) zugleich beide 
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kleiner oder zugleich beide groBer als f(a) sind. Nun kann es vor- 
kommen, daB an der Stelle x — a mehrere der Werte /' ( x ), 
f'(x), .. . gleich Null werden. Um sogleich den allgemeinsten Fall 
zu betrachten, nehmen wir an, es sei 

/» (a) = /"(<»)... =/ <n - 2) (a) = 0, aber 0. 

Dann gibt die TAYLonsche Formel 

/ (a + h) — f (a) = / <n ' _1) (a) + f M( ~ a + 6h )^\ 

sowohl fiir positives als auch fiir negatives h. Nach dem letzten Sate 
hat nun die Differenz f(a + h) — f(a) dasselbe Vorzeichen wie 


r~» 


h n~l 

(w—1)! 


Dies Vorzeichen wechselt mit dem von h, wenn n — 1 ungerade ist, 
ist dagegen immer dasselbe, n&mlich das von f n ~ l) (a), wenn n — 1 
gerade ist. Folglich tritt nur dann ein Maximum oder Minimum ein, 
wenn der erste nicht verschwindende Differentialquotient f n ~ 1 \a) 
geraden Index n — 1 hat, und zwar ergibt sich ein Maximum oder 
Minimum, jc nachdcm sein Wert negativ oder positiv ist. Hiermit ist 
Satz 9, S. 465, von neuem bewiesen. 

Eine andere Anwendung der TAYLOBSchen Formel ist die zur 
Ermittlung des Wertes einer sogenannten unbestimmten 
Form: Handelt es sich darum, den Wert eines Bruches von zwei 
Funktionen u(x) und v(x), also u(x) : v(x), fiir einen bestimmten 
Wert x = a zu findcn, so kann es vorkommen, daB sowohl u(a) als 
auch v(a) gleich Null wird. Aber unter 0 :0 kann man jede be- 
liebige GroBe verstehen. Denn 0 :0 bedeutet die Anzahl der Nullen, 
die in Null enthalten sind, und die ist beliebig groB. Wenn jedoch bei 
Naturerscheinungen oder Versuchen eine Funktion 


y = 


v(x) 


vorkommt und x stetig nach a gelangt, wird y fiir x =a den 
Grenzwert 



annehmen. Anders ausgedriickt: Setzen wir x — a + h, so nimmt 
y fiir x ■= a denjenigen Grenzwert 


lim 


u (a + k) 
v K a + h) 
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an, der fiir lim h = 0 hervorgeht. Ihn kiinnen wir verrnttge der 
TarLOKSchen Formel ermitteln. Wir setzen voraus daB it (x) und 
v(x) sowie ihre DiSerentialquotienten u'(x) und v’(x) in der Um- 
gebung von x — a bestimmte endliche Werte haben. insbesundere 
soil auBerdem, wie gesagt, noch w(a)=0 und v(a) ~0 voraus- 
gesetzt werden. Dann ist nach Satz 13, S. 542: 

m (a -|-fe) = u'(a O^h) h, v(u -(-• h) — v'(& f • 0 a h) h, 

wo 0 X und 0 a zwischen 0 und 1 liegen. Demnach kommt: 


lim 

j-o ® ( a + k) 


u'(a + h) 
v'(a -f S t h) 


Da aber a + 6 l h und a + 0 a h fiir lim h — 0 in a tibergehen, 
ergibt sich: 

™ «(« + *) ~ »'(») ’ 


vorausgesetzt, daU u\x) und v'(x) fiir x = a stetig sind. Somit haben 
wir den 


Satz 17: Sind die Funktionen u(x) und v(x) fiir 
zwar stetig, aber beide gleich Null, so ist der Grcnzwert 

lim u ( a + h ) _ !£X?) 

wenn u’(x) und v'(x) stetig sind, aber nicht zugleich den 
Wert Null haben. 

Man kann dies auch geometrisch einschen: Da u(a) *>0 und 
*(*) = ° s ein soil, haben die Funktionen u(x) und v(x) Bildkurven, 
die durch den Punkt A der z-Achse mit der Abszisse a gehen, slehe 
Y t / 378. Fiir ein beliebiges x — OQ seien U und 

]/ 1 > V die Punkte der Kurven, also QU «(*), 
//V)/ QF = »(*). Gefragt wird, was aus QU:QV wird, 
to wenn Q nach,A strebt, daher auch U und V 
langs der Kurven naeh A streben. Weil 

® QU _QU:AQ 

Rg. 378. qv 

ist und QU:AQ und QV:AQ die Steigungen der Geraden von A 
nach U und von A nach V sind, diese Geraden aber beirn Grenz- 
ubergange die Tangenten t und t' des Punktes A der beiden Bild- 
kurven werden, muB der Grenzwert in der Tat gleich dera Verhftltnisse 
der Steigungen u'(a) und v'(a) der Tangenten t und f von A sein. 

Die Grenzwerte zun&chst unbestimmter Formen 0 :0 flndet man 
also, indem man den Zahler u (x) und den Nenner v (x), jeden fiir 
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sich, differentiiert und dann in u'(x) : v'(%) fur x den in Betracht 
kommenden Wert a einsetzt. Natiirlich darf man dies nicht 
mit der Regel fur die Differentiation eines Bruehes ver- 
wechseln; die hat damit ganz und gar niehts zu tun. 


1. Beispiel: 


.. x 2 — 2x + 1 2 a;- 

l im - = bm- 

/- 1 —1 z=i e x ~ 


= 0. 


Es kann vorkommen, daB u'(a) und v'(a) ebenfalls beide gleich 
Null sind. Dann haben wir noch einmal ebenso zu verfahren, d. h. 
den Wert von u"(x);v"(x) fur x=a zu ermitteln, usw. 


2. Beispiel: Auf einem Kreis um M mit dem Radius a sei ein Punkt A 
gewahlt; seine Tangente sei /, siehe Fig. 379. Von A werde ein Bogen A U auf 
dem Kreis und eine gerade so lange Strecke 
AV auf der Tangente nach derselben Rich- 
tung hin abgetragen. Die Gerade VXJ schnei- 
det. die Gerade AM an einer Sfcelle W. Wo 
liegt IF, wenn der Bogen A U und die gleich- 
lange Strecke AV nach Null streben? Zeich- 
nerisch laBt sich IF dann nicht mehr er¬ 
mitteln, wohl aber rechnerisch: Zuniichst sei 
**£ A M V von beliebiger Grbfie x zwischen 0 
und J 71 , so dab der Bogen AU und die Strecke AV gleich ax sind. Aus der 
Figur ergibt sich AV : AW = QlkQW Oder, wenn MW = y gesetzt wird: 

ax :{a + y) - a sin sc : (a cos x 4 - y), 

woraus 

sin a: — x cos x 

y ~ a -t- 

x — sm x 

folgt. Wird x = 0 gesetzt, so erscheint y in der unbestimmten Form 0 :0. 
Also ist nach Satz 17 zu rechnen: 



lim y — alim 

a—0 z=Q 


a; sin as 
1 — cos a; 


Aber der letzte Bruch hat fur x = 0 wieder die Form 0 :0. 
wendung des Satzes gibt: 


lim y~ alim 

St= 0 xzx 0 


sin x -f x cos x 
sins 


Abermalige An- 


und der letzte Bruch hat fiir x = 0 wieder die Form 0 :0. Nochmalige An- 
wendung des Satzes liefert: 


lim y = alim 

atesO *=ss0 


2 cos x — x sin x 
cos a: 


2 a. 


Demnach strebt der Punkt W nach derjenigen Lage, die durch M W => 2 a 
oder A IF == 3 a bestimmt wird. 

Dies Ergebnis fiihrt zu einem bequemen Naherungsverfahren 
fiir die Rektifikation von Kruisbogen, d. h. fiir die Darsteliung von 







560 Zeknies Kapitel: Berechnung der Funhiionen . 


Kreisbogen durch gleichlange Strecken. 1 Zieht man namlich von dem soeben 
gefundenen Punkt W aus, fiir den AW - 3 a ist, eine bcliebige Gerade, die 
mit W A keinen allzu groBen Winkel bildet, und trifft diese Grade den Kreis- 
und die Tangente von A in der Nahe von A m V und V, so darf man ver- 
muten, daB der Bogen A V nahezu gleich der Strecke A V sei. In der Tat: Wird 
wieder ■£: A M V = x . gesetzt, so ist auch jetzt A V : A W - Q U : Q W, also 
AV:Za gleich sin x : (2 -f cos x) und daher A V gleich 3 a sin x, dividiert mit 
2 4- cos x. Anderseits ist der Bogen A TJ gleich' a a;, mithin der absolute 
Fehler die Differenz 


t> An ox i < tt 2 x 4- x cos x — 3 sin a 

Bogen AV — Strecke AV = a -- 

15 2 -f cos x 

Der relative Fehler geht hieraus nach S. 7 durch Division mit der wahren 
Bogenlange a x hervor und ist daher gleich 

2 x + x cos x — 3 sin a 
2 x + x cos x 

Die folgende Tafel gibt diesen relativen Fehler, abgerundet auf vier Dezimal- 
stellen, fiir verschiedene Winkel an. Bei der Berechnung sind die Winkel 
naturlich im BogenmaB x auszudriicken. In der Tafel haben wir dagegen ihre 
GradmaBe angegeben: 


10 ° 0,0000 
20 ° 0,0001 
30 3 o,0004 


40o o,0014 
50o o,0035 
60o 0,0076 


70o 0,0148 
80o o,0265 
90o o,0451 


Bis zu Winkeln A M U von 60° also ist der Fehler kleiner als .1 %. Da man 


1 t)ber diese Aufgabe und die damit zusammenhangende Aufgabe der 
Quadratur des Kreises, d. h. der Darstellung der Kreisflache durch ein gleich 
grofies Quadrat, herrscht die irrige Meinung, daB die Mathematiker sie nicht 
Ibsen konnten. Man kann aber leicht jeden Kreisbogen und jeden Kreisausschnitt 
so genau berechnen, wie man nur will. Beispielsweise kann man die Zahl n 
mit jedem Grade der Genauigkeit ermitteln (vgl. das 7. Beispiel, S. 563 u. i). Wer 
trotzdem davon spricht, daB die Quadratur des Kreises unlosbar sei, 
sollte wenigstens wissen, was damit gemeint ist, und nicht wie ein Blinder von 
der Farbe reden. Die Mathematiker des Altertums hatten sich bei dieser Aufgabe 
die erschwerende Beschrankung auferlegt, daB die Aufgabe nur mit Hilfe 
des Zirkels und Lineals gelost werden sollte. Dies bedeutet rechnerisch* 
daB man den Kreisinhalt oder -umfang genau durch eine beschrftnkte An- 
zahl von Operationen finden soli, bei denen nur Additionen, Subtraktionen, 
Multiplikationen und Divisionen sowie auBerdem noch Quadratwurzeln vor- 
kommen. Das konnen die Mathematiker allerdings nicht, aber man darf ihnen 
daraus gar keinen Vorwurf machen, denn — und das ist der springende Punkt 
in der Sache — man kann beweisen, daB diese Aufgabe unlosbar 
ist (etwa gerade so unlosbar, wie die sinnlose Aufgabe, J/2 durch einen ab- 
gcschlossenen Dczimalbruch darzustellen). Dies wurde von Lindemann 1882 
bewiesen. Noch eine Bemerkung: Verfahren zur angen&herten Rek- 
tifikation des ganzen Kreisumfanges haben wenig Nutzen, da man 
ja n genau genug berechnen kann. Viel niitzlicher sind Verfahren zur an- 
genaherten Rektifikation eines beiiebigen Bogenstiickes eines 
Kreises, und dazu gehort das auf der nachsten Seite. 
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den Winkel auch naeh unten ansetzen kann, wie es Fig. 880 zeigt, ist das \er- 
fahren fur solche Kreisbogen, die ein Drittel des Kreisumfanges mcht ubersteigen, 
mit einem Fehler von weniger als 1% be- 
haftet. Dieses sehr bequeme Verfahren steckt 
in einer Formel des in Cues an der Mosel 
geborenen Kardinals Nicolaus von Cusa 
(Cusanus, 1401—1464). Man kann daraus 
ein Verfahren ableiten, um einen Bogen eines 
Kreises vom Radius r, auf einen Kreis von 
einem anderen Radius r 2 angenahert zu uber- 
tragen, siehe Fig. 881, worm W 1 A=3r 1 und 
1V 2 A = 3 u ist, Hierbei w heben sich sogar 
die Fehler gegenseitig zum Teil wieder auf. 




Jy - Wt AJJL \X\JM. *«***•-- 

bestimmt. Derm man kann schreiben. 


1 

u (x) v(x) 

v(x) 1 
u(x) 


und hieraus erkennt man, daB der Bruch fiir x — a die unbestimmte 
Form 0:0 bekommt. Wir wenden daher auf die neue Gestalt des 
Bruches den Sate 17 an, so daB jetet 1 : v und 1:« <die -telle von u. 
und v vertreten. Dann kommt mit Rucksicht auf Satz 10, S. 6o. 

1™ W) = lim =^5 = 2?. ^ ‘ fe 


oder: 


lim 

Z=(l 


^ = lim 

»(l) x=a 


u' (X) 


Mithin gilt dieselbe Regel wie in Satz 17. 
auf 1: it und l:v angewandt haben, mussen wir 


Da wir diesen Satz 
das Ergebnis so aus- 


Schcffers, Lehrbuch d. Mathematik. 


36 
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Satz 18: Streb'en zwei Funktionen u(x) und v (x) fiir 
x=a nach oo und sind l:u(x) und 1 : v (x) und ihre Diffe- 
rentialquotienten fur x=a stetig, so ist: 


lim 

x=a 


u (x) 

7*) 


lim 

X=Ct 


u/(x) 
v' (x j * 


B. Beispiel: Nach diesem Satz ist: 


lim 


tgx 


= lim 


it?:— i —: = iim 
Der letzte Bruch laJ3t sich bequemer schreiben. 


1 : cos 2 x 
1 :(x — Jt 7 )‘ 

Daun kommt: 


lim 

Xt=^7l 


tg x 

In (x — J 7 r) 


— lim 
x=%n 


x — \n 
cos 2 a; 


Jetzt erscheint fiir x = \n die unbestimmte Form 0:0, so dafi wir den Satz 
anzuwenden haben, der den Grenzwert 1:0 oder oo liefert. 


17 


Soli insbesondere der Grenzwert einer gebrochenen Funktion 

«. (s)_ a n — %—i * n—1 + ... + a x * + a 0 

l ’ <*> ~ Kx m + b n ^ 1 x m - 1 + ... + b l x + l 0 

fur lim i = J -oo ermittelt werden, so ziehe man im Zahler x n und 
un Nenner re"* heraus. Dann erscheinen alle Glieder auBer den An- 
fangsgliedern im Zahler und Nenner mit Potenzen von 1 : x behaftet, 
die fiir lim x = co nach Null streben. Daher kommt 


lim 


u(x) 


— lim 


a n x n 


Dieser Wert wird fiir n > m unendlich groB, fiir n 
und fiir n < m gleich Null, d. h.: 


= m gleich a n : b 


Satz 19: Bei der Bestimmung des Grenzwertes einer ge¬ 
brochenen Funktion von x fiir lima; = + oo und lima; =— oo 
kommen nur die Glieder mit den hochsten Potenzen von x 
im Zahler und Nenner in Betracht. 

Durch diesen Satz wird das auf S. 137 Gesagte vervollstandigt. 

Auch O.oo, oo oo, 0°, oo° und 1“ sind unbestimmte 
Formen. Denn wenn zunachst im Produkt u(x).v(x) fiir x—a 
der erste Faktor gleich Null und der zweite unendlich groB wird, treten 
in den folgenden Schreibweisen des Produktes: 


M ( X ). v ( X ) 

w 1 :t?(a) 1 :u(x) 

fiir x = a die unbestimmten Formen 0 :0 und oo : oo zutage, so daB 
man Satz 17 oder Satz 18 anwenden kann. 
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4. Beispiel: 

lim (sin x) = lim = li m -iiiL = U m (_ x \_ 0 . 

x=Q *=0 1 • ^ *t=0 i .X *t=sO 


Wenn in der Differenz u(x)—v(x) Minuend und Subtrahend 
fiir x — a unendlich groB werden, liefert die Schreibweise 


u (x ) — v (, x) = 

wieder die unbestimmte Form 0 :0. 

5. Beispiel: 

-1 — In x 


1 

v(x) 


u(x) 


U ( X) V (x) 


lim 

x*»= 1 


fi_L_V 

\ln x x — 1/ 


lim -.. — --— 

*=1 (s-l )lna; X=1 


■■ lim 


1 — — 

X 

. x — 1 

maH- 

x 


= lim 


1 xlnx + x —1* 


Da hier wieder 0:0 fiir x - 1 komrnt. wenden wir Satz 17 abermals an. 
Dann ergibt sich der Wert J. 


Was schlieBlieh Exponentialfunktionen 

y =u(x) v{x) 


angeht, so folgt aus 

In y = v ( x ) In u ( x ) 


sofort: Werden u (x) und v (x) fur x = a gleieh Null, so hat In y fiir 
x — a die schon behandelte unbestimmte Form 0. oo. Wird u (a:) 
fur x =a gleieh oo und v {x) gleieh Null, so hat In y fiir x = a eben- 
falls die unbestimmte Form 0. oo. Wird u (x) fiir x — a gleieh 1 und 
v (x) gleieh oo, so hat In y itir z = a die unbestimmte Form oo. 0. 


6. Beispiel: Der Grenzwert von y = a* fiir x = 0 soil gelunden werden. 
Da \ny - sins ist, gibt das 4. Beispiel lim In j/ = 0, also hmy=l. Dasselbe 
ging im zweiton Beispiel, S. 327 u. 1., hervor. 

7. Beispiel: Der Grenzwert von y = (sina:)^* fiir z= 1" soil gefunden 
werden. Es kommt: 

In sin x 

lim In y = lim (tg x In sin x) = lim . — • 

x—^n x=^n x ~^ n 

Der letzte Bruch hat fur x=\n die Form 0:0; folglich gibt Satz 17: 


lim In y = lim ■ 


ctgx 
1: sin 2 x 


= lim (— sin x cos x) — 0. 

X^It 


Mi thin hat y selbst den Grenzwert 1. 


36* 
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8. Beispiel: 
berechnet werden: 


Der Grenzwert von y 


t* * ^ 

: Y% Oder x fiir x ■■ 


1 soli 


11m \ny~ lim 

**=1 Xt= 1 


In 3 


r 1 :x 
= Inn—j— = l, 
*=1 1 


daher lim y ■ 

x*= l 


(iremwcrte wie die soeben betrachteten kommen vor, wenn 
man untersuchen will, wie die Bildkurve einer Funktion /(*) 

ins Unendliche lauft. In Fig. 382 
sei P ein Punkt (as; y) der Bildkurve c 
einer Funktion f (x) und t seine Tan- 
gente. 1st ip ir gen dein Punkt auf der 
Tangente t und sind £ und 9 seine Ko- 
ordinaten, so ist : (j — x) die 

Steigung von i, daher: 



9 —y 

£— X 




de , r ^ an 8 ente in den sogenannten laufen- 
den Koordmaten % und t) hervorgeht: 

f' ( x ) I — b =xf(x) — y . 

Sie lautet nach Division mit der rechten Seite so: 

Y_ (a) 1 . 

x f(. x )~ 2/ ? y — a:/'(a) 9 = 1 - 

Tamr^n+p 3 ; 175 ’ er ^ bt also, da y gleich f(x) ist, dafi die 

tion^/fVl anf 1 ^ S . u ”k tes l*’^ der Biidkurve einer Funk¬ 
tion f(x) auf den Achsen die Strecken abschneidet: 

( 1 ) OU-BUfeM, OV — f (x) — xf'(x). 

?r P0SitiV '° der negativ ’ nachdera di « Schnitt- 
punkte U und V auf den positiven oder negativen Achsen liegen. 

iNun werde angenommen, die Funktion f(x) sei auch fiir beliebur 
grofi werdende x vorhanden; dann wird sich ihre Bildkurve ins Un- 
endhche erstrecken. Die Frage nach dem Verhalten der Tangente t des 

—«»- * 

( 2 ) ^ov-^pS=m, 1 hor-a. WJ 

a?=*= 00 

beantwortet, da dies die Abschnitte sind, die von der Taneente 
des nnendhch femen Punktes auf den Achsen bestimmt werden Dabei 
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konnen sich fur lim x = + oo sehr wohl andere Grenzwerte als fiix 
lima: = —oo ergeben. Geht eine bestimmte Grenzlage der Tangente 
fur lim a; = + oo oder fur lim 2 = — oo hervor, so heiBt sie eine 
Asymptote, vgl. S. 193. 

Die Bestimmung der Asymptote durch ihre Abschnitte auf den 
Achsen wird unbrauchbar, wenn sowohl OV als auch OF nach Null 
strebt. Dann geht die Asymptote durch den Anfangspunkt mit der 
Steigung lim f(x) fiir lima: = 00 . 

Gbrigens konnen aueh gar keine bestimmten Grenzwerte hervor- 
gehen. Dann wird die Asymptote unbestimmt. Ferner konnen lim OU 
und lim OF beide unendlich groB werden. Dann liegt die Asymptote 
unendlich fern. Dies tritt z. B. bei der Parabel y = a a? + & x + c 
(vgl. S. 95) ein. Wenn im Endlichen verlaufende Asymptoten hervor- 
gehen, geben sie einen guten Anhalt zum richtigen Zeichnen der Kurve, 
da die Kurvenaste danach streben, sich den Asymptoten mehr und 
mehr anzuschmiegen. In vielen friiheren Fallen haben wir schon das 
Yorhandensein von Asymptoten erkannt. Wir fiigen deshalb nur noch 
zwei Beispiele hinzu: 

9. Beispiel: 1st /(*) - *-l: (** + 1), so gibt (2) mit Rttcksicht auf 
Satz 19 sofort lim 0 U = 0, lim 07 = 0 fOr limx = ± 00 . Danach geht die 
Asymptote durch den Anfangspunkt. Da nach demselben Satz 


. ,. x» + 2 x* + 2 * + l _ , 

lim f (x) = lun ^ + 2i*+T~ " 1 

**00 *=a 00 * T “ * T 


ist, hat die in Fig. 90, S. 137, 
Asymptote. 


Bildkurve die Gerade y = % als 


10. Beispiel: Wird f(x) = 2 + pi 2 -! angenommen, so kommt: 


lim OU = lim 


1 — 


=5= lim -lim 


je nachdom die Wuxzel positiv oder negativ ist. Ferner: 

UmOF^Mm ( 2 -^=) =2. \ 

Die Bildkurve, siehe Fig. 383, hat daher zvei Asym¬ 
ptoten, die auf der x-Achse die Strecken + 2, da- 
gegen auf der y - Achse dieselhe Strecke 2 ab- 
schneiden. Wfthlt man die Patallele zur x-Achse . 
mit der Ordinate 2 als neue .r- Achse, so wird die A * 

Kurve das Bild der Funktion F** — l. -woraus er- 7/ 
hellt, daB sie eine Hyperbel ist, vgl. (2), S. 191. 



Fig. 383. 


Hinsichtlich der Anvvendung der TAYLORschen Formel machen wir 
schliefllich noch folgende Bcmerkungen: 
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Bei strengen Untersuchungen wird man immer die Schranke des 
Fehlers, d. h. das mogliche Maximum des absoluten Betrages des Fehlers 
(des Restgliedes) abschatzen. Aber bei manchen Anwendungen weifi 
man nichts dariiber, ob die zu berechnende Funktion / (x) und ihre 
Differentialquotienten f (x), f ' (x), . .. im Intervalle von x = a bis 
x = a + h wirklich iiberall bestimmte endliche Werte haben. Man 
macht dann aus der Not eine Tugend und benutzt die TAYLORSche Formel 
als eine Naherungsformel, von der man hofft, daB sie gut genug sei. Man 
laBt also einfach das Restglied beiseite. So entstehen Naherungs- 
formeln fiir / (a von denen man annimmt, daB sie fur nicht zu 
groBe Werte von [ h | geniigend genau seien. Bedeutet e eine GroBe, 
die so wenig von Null abweicht, daB e 2 vernachlassigt werden darf, so 
wendet der Physiker und Techniker dementsprechend fiir f (a +s) 
die einfaehste TAYLonsche Formel 

f(a)+t'(a)e 

an, was nach S. 543 bedeutet, daB man die Bildkurve von f(x) in der 
Nahe von x ■= a durch eine Gerade (die Tangente der Stelle) ersetzt. 
In den Beispielen des vorigen Paragraphen haben wir eine Reihe von 
derartigen Naherungsformeln angegeben. Fiir den Gebrauch sind sie 
im Anhang in der Tafel VI zusammengestellt. Dabei haben wir noch 
einige leicht zu berechnende hinzugefiigt, z. B.: 

(3) ^(a + eJ-tga + jj^, 

da tg a nach a differentiiert 1: cos 2 a gibt. Hier bedeutet e das 

BogenmaB eines kleinen Winkels. 

11. Beispiel: Durch die Tangentenbussole ermittelt man die Strom- 

starke J mit Hilfe der Formel J = c tg g>, wo c eine Konstante ist und V die 
beobachtete Ablenkung der Magnetnadel bedeutet. Weil die Ablesung von 
(p stets mit einem Fehler e behaftet 1st, ergibt sich statt J ein Wert c tg (<y> + e) 

der nach (8) angenahert gleich c tg cp -f. c e : cos 2 <p oder J -f- c s : cos 2 ( P 

ist. Somit ist der Fehler ce:cos 2 (p , d. h. nach S. 7 der relative Fehler 

e:sin<p cos <p. Er hat nach Satz 17, S. 412, den Wert 2 e : sin 2 <p. Wir wollen 

annehmen, daS y ein spitzer Winkel sei. Soil der Fehler nicht mehr als 1% 
betragen, so mufi e < 0,005 sin 2 (p sein. Da sin2<p nie griiher als Eins ist, 
wird dies erreicht, wenn der Beobachtungsfehler e <0,005, d. h. kleiner als 
17 Minuten ist. Man ermittele, fiir welchen Winkel der relative Fehler 
2 6,: sin 2 tp am kleinsten wird. 

12. Beispiel: Pendelt ein Korper mit kleinen Ausschlagwinkeln $ hin 
und her, so wird die Zeitdauer t einer Schwingung eine Funktion /(e) sein. 
Die einfaehste TAYLORSche Formel gibt angenahert: 

f(0) + r(o>s, 

d. h. wenn e nach Null strebt, noch einfacher lim t = / (0). Dies aber ist eine 
Konstante. Tats&chlich fallt sie bei den Pendelschwingungen von Null ver- 
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schieden aus. Das Ergebnis bedeutet: Sehr kleine Pendelschwingungen 
sind isochron, d. h. b^standig von derselben Dauer. Der von Galilei (vg L 
S. 365) zuerst beobachtete Isochronismus der Pendelschwingungen bei kleinen 
Ausschlagen erscheint also als blofie Folge des TAYLonschen Satzes. Dies gilt 
iiberhaupt fur kleine Vibration en von Korpem, z. B. fiir elastische Schwingungen: 
Sobald die Zeitdauer einer Schwingung, deren Ausschlagwinkel sehr klein wird, 
dabei nicht auch nach Null strebt (d. h. wenn / (0) 4= 0 ist), wird sie nach 
einem konstanten Wert / (0) streben. 

13. Bei spiel: MiBt man eine geradlinige Strecke AB mittels eines 
zusammenlegbaren Gliedermafistabes, so werden die Glieder des Stabes 
nicht genau die Gcrade AB , sondern eine gebrochene Linie ausmachen, deren 
Glieder mit der Geraden AB sehr kleine Winkel e v e 2 ,,.. bilden. Nach Satz 11 
S. 408, ist AB gleich der Summe der Projektionen aller Glieder auf die 
Gerade A B. Haben die Glieder die Lange Z, so wird also A B gleich 
l (cos e x + cos e 2 -f • • •). Da nun cos e nach (11), S. 546, angeniihert (lurch 
Eins zu ersetzen ist, folgt: Praktisch ist es ohne Belang, wenn ein 
zusammenlegbarer Mafistab beim Gebrauche nicht ganz genan in 
eine Gerade ausgestreckt wird. 

Wenn auch e 2 noch zu beriicksichtigen ist, aber e 3 nicht mehr, 
ersetzt man f(a + e) durch den TAYLORSchen Naherungswert: 

/ ( a ) i~ /' («) e + f' ( a ) • 

UaB er in e quadratisch ist, bedeutet nach S. 543, da6 die Bildkurve 
von f(x) in der Umgebung der Stelle x = a durch eine Parabel ersetzt 
wird. Dies ist der mathematische Grund dafiir, dafi man 
so haufig in den Anwendungen statt einer Kurve ange- 
nahert eine Parabel benutzt. Man kann nach Satz 12, S. 541, 
sagen, wenn man darin a +h =x setzt: 

Satz 20: Eine Kurve y=f(x) darf in der Umgebung 
einer Stelle x=a durch die Parabel 

U = /(«) +/'(«) {x — a)+\f’{a){x — af 
ersetzt werden, falls der absolute Betrag von 

*/"'(«) (x-af 

fiir alle Werte u von a bis x gegeniiber den Ordinaten 
hinreichend klein bleibt. 

Man kann die TAYuonsche Forme! auch zur angenaherten Be- 
rechnung von bestimmten Integralen benutzen. Wird n&m- 
lieh der Satz 12, S. 541, auf die Funktion 

X 

(4) F (*) v= ■J'f (x) dx 
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angewandt, die fur x = a verschwindet und deren erster Differential- 
quotient gleich f (x) ist, so ergibt sich, wenn man noeh n durch n -f 1 
nnd a +h durch x, also h durch x — a ersetzt: 

(5) F(x) =/(«) ^ + /'(«) + ... + /«- 1) (a) ( ~^ + 9ft. 

wobei man den Rest 91 nach jenem Satz ausdriicken konnte. Wir 
ziehen es vor, ihn anders zu gewinnen: Die letzte Gleichung gibt. 
differentiiert. da F'(x) nach (4) gleich f(x) ist: 

(6) f(x) = f (a) + /'(«) ^ + ... + ?"%) + g • 

Nach Satz 12 ist aber auch 

( 7 .) m =f(a) +/'(«) ~ +... + + R , 

wobei der Eest R die Form hat: 

K=/ (n> 

indem u eine gewisse allerdings unbekannte GroBe zwischen «. und ,r 
bedeutet. Die Vergleichung von (6) und (7) ergibt: 


Wie gesagt, ist F ( x) gleich Null fiir x = a. Setzt man x = a , so werden 
also alle Glieder der Gleichung (5) aufier dein letzten gleich Null. Mit- 
hin mu6 auch 31 fUr x — a verschwinden. Deshalb gibt die Integration 
von (8): 

X 

(9) $t=fRdx. 

a 

Aus (4) und (5) folgt nun, wenn man die obere Integralgrenze 
gleich a +h wahlt: 

( 10 ) ff(z)iz = t{a)* i + r(a)» + ...+ / (n_1) («)^ + «, 

a 

und dabei ist nach (9): 

(11) 91 = fRdx. 

a 

Man bemerkt, daB saintliche Glieder auf der rechten Seite von (10) 
aus denen auf der rechten Seite von (7) dadurch hervorgehen, daB 
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man jedes Glied von (7) von der unteren Grenze x = a bis zur obercn 
Grenze x = a + h integriert. Denn nach (11) gilt dies zunachst voni 
Restglied. Ferner lautet das liber das (k + l) to Glied der Ent- 
wieklung (7) von x — a bis x — a + h erstreekte Integral so: 

a+h 

( 12 ) ff(a)<£=*£dz. 


Hierin bedeutet f k) (a) eine Konstante. Der Integrand ist daher der 
Differentialquotient von 


f\a) 


(x—af * 1 

(fc + 1)1 ' 


nnd da diese Funktion flir x = a verschwindet, stellt sie das Integral 
(12) dar, sobald man x dureh die obere Integralgrenze a + h ersetzt. 
Demnach ist: 



(x — a) 1 ' 


k\ 


dx = f l) (a) 


h h+1 


Dies zeigt, daB in der Tat das allgemeine Glied von (7), integriert von 
a bis a h, das allgemeine Glied von (10) liefert. Man sieht also: Die 
Entwicklung (10) wird Glied fur Glied dureh Integration 
der Entwicklung (7) gewonnen. 

Nun wollen wir annehmen, daB der Rest R in (7) fur lim n — oc 
nach Null strebe. Nach (11) gilt dann dasselbe vom Rest SR von (10), 
d. h. dann geht nicht nur aus (7), sondern auch aus (10) eine konvergente 
unendliche Reihe hervor. Somit gilt der 

SatzSl: Wenn eine Funktion fix) und alle ihre Diffe- 
rentialquotienten im Intervalle von x =d bis x —a +/i be- 
stimmte endliche Werte haben und fiir jedes x im Inter¬ 
valle die unendliche Reihe 


/(*)=/ («) + f («■) ~r + /" ( fl ) T— + • ’ ' 


gilt, geht hieraus dor Wort des Integrals 


a+h 


J\ (x)dx 


dadurch hervor, daB man die unendliche Reihe Glied fiir 
Glied von a bis a-f/t integriert. 
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14. Beispiel: Nach Satz 6 , S. 318, ist fur jedes x: 

„ „ , X X 2 X? 

^ =1 + Il + 21 + 3! 

also, wenn man x durch —a : 2 ersetzt: 

_ v- . X 2 X* a 6 

e “i-ri + n-8i + - 

Demn&ch geht durch Integration von 0 bis x hervor: 

X XXX X 

fe- x '&x= fdx — ft' dx+ f f'dx— j'f dx + 
0 0 0 0 ’ 0 

oder, da die Integrale rechterhand leicht ansznreclmen sind: 


/■ 


..2 

e dx 


1 a : 3 


3 + 2 


1 a: 5 
5 


1 a 7 
3! 7 


4 . .., 


und zwar gilt dies ffir jedes x. Dies Integral spirit eine wichtige Kollo 
in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Wird die Reihe nach dem Glied mit 
der (2 m — l) ten Potenz von x abgebrochen, so ist der vornachlassigte Rest fur 
positives x kleiner als: 


1 


*.2 m+S 


4 


m 1 2 m 4 1 (m 4 1 )! 2 m 4 8 


4 . • M 


da hier liberal! das Pluszeichen gesetzt worden ist. Wenn man m 4 2 , 
m + 8 ... in den Rcnnern durch die kleinere Zahl m 4 1 sowie 2 m 4 3, 
2 m 4 5 ... durch die kleinere Zahl 2 m 4 1 ersetzt, folgt, dab der Rest erst 
recht kleiner als 


1 f m+1 L + _ s 2 / x 2 y 

m ! 2 m 4 1 L m 4 1 \ m 4 1 / 


4 ... 


ist. Wird m so grob gewahlt, dab x 2 < m 4 1 ist, so kann man auf den 
Klammerinhalt den Satz 2 , S. 274, anwenden, wenn man clarin x durch 
— x 2 : (m 4 1) ersetzt Danach ist der absolute Betrag des Restes kleiner als 

1 _1 _ 

m f 2 m 4 1 a: 2 


m 4 1 


Will man das Integral fur positive Werte von x kleiner als | berechnen und 
nimmt man m - 3 an, so wird der positive Rest kleiner als 0,0002, so dab 
das Integral durch x — $ a : 3 4 5 l 0 * ;r* ersetzt werden kann, wenn ein positiver 
Fehler kleiner als 0,0002 gestattet ist. Man hraueht in der Wahrschein¬ 
lichkeitsrechnung insbesondere denjenigen Wert von r, fiir den das Integral 
gleich J ]fn Oder rund 0,443 wird. Diesen Wert kann man angeniihert nach 
der Regula falsi (S. 118) berechnen, wobei man die Fehlerfimktion 

y = — l a* + i* a* — <>,«3 

benutzt, Zunachst ergiht sich das Wertepaar; 
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woraus naeh (10), S. 117, der besscre Naherungswert x = 0,4775 hervorgeht. 
Der genaue Wert ist, auf drei Dezimalstellen abgemndet, in der Tat gleich 
0,477. — In Fig, 352, S. 430, ist die Bildkurve der Funktion e~~ x * dargestellt. 
Das soeben betraehiete Integral ist nach Satz 5, S. 229, die FI ache zwischen 
dieser Kurve, der a:-Achse, der Ordinatenachse mid der zu einem beliebigen x 
gehorigen Ordinate. Die Flachc mufi sich also bis x = 0,477 erstrecken, wenn 
sie gleich { ]/n sein soil. Dies wird spater benutzt werden. 




Elftes Kapitel. 

Auswertung yon Integralen. 


§ 1. Allgemeine Integrationsverfahren. 

Als Grundaufgabe der Integralrechnung ist nach S. 227 u. 1 die 
Aufgabe zu bezeichnen, diejenige Funktion y von p zu finden, die 
ftir einen gegebenen Anfangswert a von x den Wert Null hat und 
deren Difterentialquotient eine gegebene Funktion / (a;) ist. Die ge- 
suchte Funktion wird durch das Integral ausgedriickt: 

X 

y=f f(x)dx. 

a 

Um sic zu ermitteln, mull man zunhchst irgend eine 
Funktion F(x) ausfindig machen, deren Differentialquotient 
gleich f{x) ist. Dann hat das Integral nach Satz 2, S. 213, die 
Form F(x) + konst. Die Konstante mufi, da das Integral fiir x = a 
gleich Null seiri soil, der Bedingung F (a) + konst. =0 genugen. 
Demnach ist pie gleieh — F(a), so dafl sich ergibt: 

X 

f f(x)dx = F(x) — F(a), 

a 

wofiir wir die kiirzere Schreibweise einfiihren: 

* 

(1) / t(x)dx = [F(x)f a . 

a 

Wir wollen namlich festsetzen, dafi unter einer Funktion F(x) in 
eOkigen Klammern mit rechts unten und oben angesetzten Werten a 
und b allemal die Differenz 

[F(x)f a =F(l)-F(a) 


verstanden werden soil. 
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Da alle Funktionen, die }(x) als Differentialquotienten haben, 
in cler Form F(x) -f konst, darstellbar sind, und da die Konstante 
erst nach der Ermittelung von F(x) naher bestimmt wird, sagt man, 
dafi das sogenannte imbestimmte Integral / f($)dx — ohne 
alle Grenzenbezeichnungen — iiberhaupt alle diejenigen 
Funktionen vorstelien soil, die f (x) als Differential- 
quo tienten haben. Bei der Berechnung eines unbestimmten 
Integrals muB man daher eigentlich zuni Ergebnis eine beliebige 
Konstante als Suinmanden hinzufiigen. Diese additive Konstante 
immer wirklich hinzuschreiben, ist lastig. Sie wird deshalb haufig fort- 
gelassen und ist hinzuzudenken. 

Die Formel (1) kann man nun auch so schreiben: 


X X 

(2) f f(x)dx = f(x)dx j . 

a a 

Die Aufgabe, ein unbestimmtes Integral f f (x)dx zu bereehnen, 
ist die Umkehrung der Grundaufgabe der Differential- 
rechnung, n&mlich des Differentiierens selbst. Man iiberlege sich 
namlich, was die beiden Ausdriicke 

Bid 

ax ax 

bedeuten. Dpi- erste Ausdruck ist der Differentialquotient eines 
unbestimmten Integrals; dies Integral selbst ist aber irgend eine 
Funktion, die f ( x) als Differentialquotienten hat; also ist der erste Aus¬ 
druck / (x) selbst. Der zvreite Ausdruck ist ein unbestimmtes Integral, 
dessen Integrand ein Differentialquotient ist. Dies unbestimmte Inte¬ 
gral bedeutet irgendeine Funktion, derqn Differentialquotient gleich 
dem Differentialquotienten von f (x) ist, und hat daher nach Satz 2, 
S. 213, irgendeinen der Werte / (a) + konst. Demnach ist: 

Das Integrieren und das Differentiieren sind alsp Ope- 
rationen, die sich gegenseitig aufheben, sobald sie naoh- 
einander ausgeiibt werden, wobei jedoch hinzuzufiigen ist, daB 
beim Integrieren noch eine additive Konstante hinzutritt. ‘Die erste 
Formel (3) sagt aufierdem aus: Urn die Probe zu machen, ob der 
berechnete Wert eines unbestimmten Integrals wirklich. 
richtig ist, differentiiere man das Ergebnis. Geht dadurch 
wieder f (x) hervor, so stimmt die Berechnung. 
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1. Beispiel: Man beweise auf diese Ait, dafi 


/•_*_ 
J a* —1 


d x = In ~~4 4 konst. 
x 41 


Die zweite Formel (3) lehrt, dafi sich aus jeder Differen- 
tiationsformel sofort eine Integralformel ableiten laBt. 

2. Beispiel: Wird in der zweiten Formel (3) fur f (x) die Funktion 
x n+1 : (n 41 ) gesetzt, wo n konstant sei, so kommt: 

/ x n dx- - -4* konst. 

J » +1 

Hier mufi n von —1 verschieden angenommen werden. Wird / (x) = In x ge- 
setzt, so ergibt sich die fur n = —1 geltcnde Formel: 


/ — dx = In a; 


+ konst. Oder 


In (— x) -f konst., 


je nachdem die Veranderliche x ein positives Oder negatives Interval! durchlauft. 
Die erste Formel zeigt, dafi das fntegrieren einer Potenz, deren Exponent nicht 
gleich —1 ist, darin besteht,'dafi man den Exponenten urn Eins vergrofiert 
und die Potenz noch mit diesem vergrofierten Exponenten dividiert. Dies ist 
die Umkehrung der Rogel fur die Differentiation einer Potenz, der 5. Regel 
auf S. 85. Fiir w = — 2, J, — | kommt insbesondere: 

wo fiberall eine beliebige Konstante addiert werden kann. 

3. Beispiel: Wird in der zweiten Formel (3) fiir / (*) eine der Funk- 
tionen er®, sinx, - cos a, tg x, — ctg x, arc sin x Oder arcfgx gesetzt, so gibt 
sie die Integrale: 

j e x dx~ e x , 

J 'cos zdx- sin x , j*sirxxdx -- —cos x , 

/ * dx r d x , 

Jin—***' 

f = = arosinx, f = arc 

J Yl — & J 1 + * 

wo fiberall eine beliebige Konstante addiert werden dart 

Fiir die Differentiation sind auf S. 84, 85 mehrere Regeln auf- 
gesteHt worden. Sie Mem durch Umkehrung Regeln fiir das 
Integrieren. 

Wir betrachten zunachst das Integral einer Summer 


/[« (x) + *>(z)] dx. 
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also eine Funktion mit dem DiSerentialquotienten u + v. Da 


f u (x)dx , J*v{x)d$ 


Funktionen mit den Differentialquotienten u(x) imd v (x) sind, hat ihre 
Summe nach der Summenregel den Differentialquotienten u ($) + v (x) % 
also denselben wie das erste Integral. Daher ist: 


M) 


J [w (%) + v (a)] d x = j'u\x) d'x + J*v (x) dx +• konst. 


Satz 1: Das Integral einer Summe ist gleich der 
Summe der Integrale der Summanden. 

Nach (2) gilt dieser Satz auch fiir bestimmte Integrale: 

X XX 

f\ [u (x) -\-v(x)]dx = j u{x)dx +J v(x)dx, 

.7 a a 

wenn man nur, was ja s'elbstverstandlich ist, uberall dieselben 
Grenzen setzt. Offenbar gilt auch der entsprechende Satz fur die 
Integrale von Differenzen. Er wurde schon gelegentlich fiir 
bestimmte Integrale als Satz 8 auf S. 237 bemerkt. 


4. Beispiel: 

f (1 -h x + a; 2 + z 3 ) dx = ~~ + -f 4- j- + konst. 


5. Beispiel: Zuweilen kann man den Integranden, obwohl er nicht von 
vornherein als Summe gegeben ist, in eine Summe von Funlctionen zerlegen, 
•die sich einzeln integrieren lassen. So ist, wenn a und b konstant sind: 


Daraus folgt: 


a—&__1__ 1 

(x — a)(x — b) ~ x~—a x — b‘ 


A 


{% — a) (x — b) 


flsL-f. 

J x—a J 


dx 


Nun ist l:(x~—a) der Differentialquotient von In (a;— a) und 1: (x — b) der 
von In (x — &), also: 


A 


(x — a) (x — b) 


dx = In (a;— a) — In (x — b) -f- konst. 


. i n ?L—f + konst. 
x — o 


Wir betrachten jetzt ein Integral fkf(x)dx, worm k ein kon- 
stanter Faktor sei. Eg ist eine Funktion mit dem Differential¬ 
quotienten kf(x). Andererseits ist ff(x)dx eine Funktion mit dem 
Differentialquotienten / (a:). Nach der Faktorregel ist also kjf{x)dx 
eine Funktion mit dem vorgeschriebenen Differentialquotienten kf(x). 
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Somit folgt: 

(5) f hf(x)dx — Jc f f (x) dx + konst. 

Satz 2: Ein konstanter Faktor des Integranden darf vor 
das Integralzeiehen gesetzt werden. Umgekehrt: Ein 
vor dem Integralzeiehen stehender konstanter Faktor darf 
zum Faktor des Integranden gemacht werden. 

Offenbar gilt dies auch fiir bestimmte Integrate. Das leuchtet 
ubrigens auch deshalb ein, weil das Integral nach Satz 4, S. 228, eine 
Summe bedeutet. Denn bei einer Summe kann ein konstanter Faktor 
alter Glieder herausgezogen werden. 

6. Beispiel: Nach Satz 1 ist: 

{a 0 + Oj x + a t x* + ... + a n x n ) dx = 

=/«. dx + /“■ xdx + j'a % x 2 dx ■+* ... 4* J a n x n dx t 

also nach Satz 2: 

^l a o + a i x + a 2 x% + •••■+“ a n x n )dx = 

= dx -f a x Jxdx 4* hJ x 2 dx + .. . + ci n jx n dx • 

Nach dem 2. Beispiel ist somit das Integral einer ganzen Funktion 
n ten Grades: 


J (a 0 + fli x + + • • • + a n x n ) dx = 


X x 2 x 3 , 

= konst + « 0 y + a i "2 + fl 2 + + an n“TT 

eine ganze Funktion (n + l) ten Grades. 

7. Beispiel; Nach Satz 2 lafit sich die Schlufiformel im 5.| Beispiel 
anders schreiben, indem man den konstanten I aktor a b aus dem Integral 
herauszieht und dann mit a — b dividiert: 

f - p- -- = -J— In + konst 

J (x — a) (x — b) a — b x — b 

Die Produktregel lafit nach dem 9. Beispiel, S. 452, am 
kiirzesten so ausdriicken: 


(u v)' — u' V + U V 


Hieraus folgt: 


/ (uv) f dx— J (u'v +uv')dx . 
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Nach Satz 1 ist daher: 


woraus folgt: 


J (uv)'dx = fu'vdx + j uv'dx, 
J' u' vdx — j (n v) f dx — j uv'd x. 


Nun ist f (u v)' d x eine Funktion mit dem Differentialquotienten (u v)\ 
d. h. mit dem von uv, demnach der Wert dieses Integrals gleich 
uv + konst, so daB wir erhalten: 

j* v! v d x = u v + konst. - - j*uv r dx. 


Da das letzte Integral rechts auch noch eine beliebige additive 
Konstante hat, kdnnen wir das zweite Glied rechts fortlassen. Also 
kommt: 



Diese Formel liefert den 


Satz 3: Ist der Integrand ein Produkt aus dem Diffe¬ 
rentialquotienten oiner bekannten Funktion u(x) und aus 
einer anderen Funktion v (x), so ist das Integral gleich 
dem Produkt beider Funktionen u (x) und tr(:z), vermindert 
um dasjenige Integral, dessen Integrand gleich dem Pro- 
dukt der Funktion u (x) mit dem Differentialquotienten der 
Funktion v (x) ist. 

Dbersichtlicher als dieser schwerfflligc Satz ist die Formel (6). 
Sie dient dazu, ein schwieriges Integral auf ein anderes Integral zuriick- 
zufUhren, das unter Umst&nden leichter auszuwerten ist. Dies wird am 
besten an Beispielen klar. 

8. Beispiel: Um yin x dx zu berechnen, stellen wir uns den Integranden 
inx als ein Produkt u'v vor. Wir konnen den Integranden als das Produkt 
1. In x sehreiben, so daB es nahe liegt, u '« 1 und v = In x zu wfihlen,,. d, h. 
unter u eine Funktion zu verstehen, deren Different]alquotient gleich Eins ist. 
Eine (lerartigo Funktion ist x. Wir setzen demnach u = x, v = In x, also 
v' = 1 : x, so dafi die Formel (6) gibt: 

j* 1, In x. d x = x.lnx — j* \ x . i . d x * x In x — j d x = x In x — x 4* konst. 


9. Beispiel: Um /xsinxdx zu berechnon, stellt man sich den Inte- 
granden xsinx als ein Produkt u'v vor. Am naclisten liegt es, entweder 
u' «■ x, v « sinx Oder u f = sinx, v - x zu wahlcn. Versuchen wir es zuerst 
mit der Annahme u' = x, t? * sin x. Dann inn (5 u cine Funktion sein, die 
Schaffers, Lehrbuch d. Mathematik. 87 
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differentiierfc x gibt, z. B. \x\ Wenn wir also u= v - sin x und daher 
r' = cos £ setzen, gibt (G): 


jfx sin x d x = J z 2 sin x — 


^ a 2 cos x d x . 


Das letzte Integral sieht aber schwieriger als das urspriinglich vorgelegte aus. 
Deshalb versuchen wir es jetzt mit der Annahme u\= sin x, v x, so dafi u 
eine Funktion bedeutet, deren Differentialquotient gleich sin a; ist. Eine derartige 
Funktion ist — cos sc. Mithin setzen wir. u = — cos x, v = x, d. h. v' = 1 in ((>) 
ein und erhalten: 



Aus diesen beiden Beispielen wird man das Wesen der in der 
Formel (6) oder dem Satz 3 ausgedriickten Integrationsregel erkcrmen: 
Das Integral, das berechnet werden soli, sueht man zunachst so 
zuschreiben, daJB der Integrand f(x) die Form eines Produktes 
u’v annimmt, dessen erster Faktor u r der Differentialquo¬ 
tient einer leicht zu ermittelnden Funktion u ist. Dies geht 
zwar auf unendlicli viele Arten, denn cs ist z. B. 

/(*) = cosaj-^t, fix) =e x ■?-&-, f(x) = ~ • xf (x) usw., 

wo der erste Faktor cos x , e®, 1 : x jedesinal der Differentialquotient 
einer bekannten Funktion, namlich von sin x , e x , In x ist. Aber der 
zweite Faktor v wird dann im allgemeinen zu umstandlich, daher 
aueh sein Differentialquotient v\ Nun lehrt aber (6), daB das vor¬ 
gelegte Integral auf das Integral fuv'dx zuruckgefiihrt wird, worin 
v f auftritt. Man wird also die Zerlegung so auszufiihren 
haben, daJBwt/eine moglichst einfaclie Form-annimmt. Wie 
man dies zu tun hat, dafilr lassen sich keine allgemeinen Regeln an- 
geben; es muB in jedern Fall ausgeprobt werden. 

Die Formel (6) zerlegt das Integral fu'vdx in zwei Glieder, 
von (lenen das erste, namlich vi\ ohne Integralzeiehen ist, so daB 
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sie die Aufgabe der Berechnung von/ u' vdx nur zum Teil erledigt; 
es bleibt ubrig, noeh fuv'd x auszuwerten. Man nennt das Yerfahren 
deshalb die Teil-Integration. Da8 bei ihrer Anvendung einiges zu 
beachten ist, zeigen die folgenden Beispiele. Aus ihnen sieht man, 
daB die Teil-Integration auch dann noch zum Ziel fiihren kann, wenn 
man schon geneigt ist, sie als aussichtslos aufzugeben. 

10. Beispiel: Das Unbequeme in dem Integral 

f^dx 
J * 

ist die Funktion In#. Sie wird im Integral rechts in (6) nicht vorkommen, wenn 
wir v = In x wahlen, da ja dort nur ?/ auftritt und fiir v — In x sehr einfach v' = 1 : x 
ist. Dies zieht aber die Annahme u = In x nach sich. Der Logarithmus kommt 
also doch wieder zum'Vorschein, indem sich nach ((>) ergibt: 

fpAx = (In xf ~ppdx , 

also das alte Integral auch rechts steht; es kann noch eine additive willktirliche Kon- 
stante haben. Bringen wir das Integral auf die linke Seite und dividieren wir 
nachher mit 2, so folgt: 

(7) J d x « £ (In x ) 2 -f konst. 


11. Beispiel: Um 


f & sin cx dx 


zu berechnen, worin c eine Konstante bedeute, setzen wir u' = e x y v — sin cx. Als u 
w&hlen wir daher er®. Nach (6) kommt mithin: 


J1? sin c s 


1 sin c x — / e x c cos c x d x 


oder nach Satz 2: 


f e* sin c x d x = e* sin c x — c / <r® cos c x d x . 


Das neue Integral rechts behandeln wir in derselben Art, indem wir u « e*, v ** cos c x 
setzen, wodurch sich orgibt: 


j*e* cos c 


xdx — e* cos c a 4- c 


i p^smcx 


d x 4- konst. 


Hier tritt rechts wioder das uxsprunglich vorgelegte Integral auf. Setzen wir diesen 
Wert (9) filr das Integral rechts in (8) ein, so kommt: 


si 


sin c x d x » e x (sin c x — c cos 


s cx) — c 2 si 


sin c x d x 4- konst. 


(1 4 - c*) / «* sin cxdx — e* (sin <* x c cos r x) 4- konst. 


37 * 




580 


Elftes Kapitel: Auswertung von Integralen. 


Also ist: 

A. . , e* (sin c x — c cos c x) , , 

(10) / e* sm c x d x = —-- T+~ c * -" + konst * 

Setzen wir diesen Wert in (9) ein, so ergibt sich noch: 

A , & (cos c x -+ c sin c x) , . 

(11) /e* cos cx dx — —---“ 4- konst. 

Die Bruchregel liefert kein besonderes Integrationsverfahren, wohl 
aber die Kettenregel, S. 127. Sie gibt die sogenannte Integra¬ 
tion durch Substitution, d. h. durch Einfiihrung einer Hilfsver- 
anderlichen. Man fafit namlich die unter dem Integralzeichen 

( 12 ) J'f (x) d x 

vorkommende Veranderliche x als eine Funktion einer anderen Ver- 
anderlichen z auf: 

(13) x=F{z). 

Dann ist f(x) eine Funktion von z, namlich /(F(z)), die dadurch ent- 
steht, dafi in f ( x ) iiberall statt x der Ausdruck F (z) eingesetzt wird. 
Ferner ist der Zuwaehs A x von x durch den von z ausdriickbar. Denn 
nach (13) haben wir, wenn F(z) differentiierbar ist: 

(14) n-r®. 
woraus sich ergibt: 

(15) dx=F'(z)dz. 

Wenn wir nun alles, was unter dem Integralzeichen steht, durch z aus- 
driicken, kommt: 

(16) Jf (a) d x =.J) (F («)) F’{z) dz . 

Hiermit ist das Integral auf eine neue Form gebracht, in 
der es zwar umstandlicher aussieht, weil wir uns allgemeiner Zeichen 
bedient haben, jedoch einfacher sein kann. Man mufi namlich die 
Funktion F(z) in einer fiir die gerade vorliegende Aufgabe besonders 
geeigneten Weisc wahlen. Dafiir lassen sich freilich keine allgemeinen 
Regeln aufstellen. Hat man das in z dargestellte Integral ausgewertet, 
so cntfemt man schlieBlich die Hilfsveranderliche z wieder, indem man 
aus der angenommenen Gleichung (13) umgekehrt z als Funktion 
von x berechnet und dann diesen Wert fiir z einsetzt. 


12. Bcispiel: Im Integral 
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isfc die Funktion arc sin x unbequem; man setzt deshalb: 

t 

arc sin x — z, d. h. x — sin s. 

Dann ist 

dx , , 


so daB kommt: 


= cos z , d. h. dx = cos z d z , 


f arc sin x d x = / z cos zdz. 


Der Wert des nouen Integrals ist ira 9. Beispiel angegeben, allerdings geschrieben 
in x statt z. Danach geht Fervor 

J\xc sin x A x = z sin z 4* cos z + konst. 

N un setz t man wieder z = arc sin s, d. h. sin z = x und cos z — ]/l ~ sin 2 z = 
j/l—ein, so daB sich ergibt: 

f arc sin xdx — x arc sin x *+■ |/1 — x a -f konst. 


13. Beispiel: Soli 


Atg * 

J cos 2 X 


berechnet werden, so wird man die im Zahler auftretende Funktion durch Einfiihrung 
einer neuen Veriinderlichen z zu vereinfachen suchen, indem man 


setzt. Dann ist 


tg x = z , d. h. x = arc tg z 


d x 1 j . j d 2 

37 = r+7*’ d ' ' dx =1 1+2*' 


Da ferner cos 2 as 1: (1 -f tg 2 x) nach (5), S. 378, ist, wird cos 2 x =» 1: (1 + s 2 ), so 
dafl sich ergibt: 

fSk d% + zi) TT? =f* dz ~* + komt 

Wird wieder a » tg a: eingcsetzt, so kommt schlieBlich: 


J cos a x 


, e tnx + konst. 


Die Integration durch Substitution haben wir ubrigens schon ge- 
legentlich benutzt, so im 4. Beispiel, S. 248. Wie es dort geschah, ist 
allgemein auf einen wichtigen Umstand hinzuweisen, der 
bei der Anwendung der Substitution auf bestimmte Inte¬ 
gral© zu beachten ist: Das bestimmte Integral 


//<*)* 
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ist eine Summe, bei der x alle Werte von a bis l durchlauft. Wenn wir 
nun vermbge (13) fur x eine Funktion F (z) einer neuen Veranderlichen 
s setzen, miissen wir z die zugehorigen Werte durchlaufen lassen, d. h. 
bei dem in 2 ausgedriickten Integral sind als Grenzen statt 
a\u\db diejdnigen Werte zu setzen, die 2 fiir x =a undz = 5 
annimmt. Dies ist ja ganz selbstverstandlich, wird aber selbst von 
geubten Rechnern in der Hitze des Gefeehts leicht iibersehen, weshalb 
eine Warnung vor falschen Grenzen durchaus am Platz ist. 

J4. Bei spiel: Zur Auswertung des bestimmten Integrals 

f^dx 

J x 
1 

setzt man natiirlich In a; = s, also: 

dx 

x = er , = e z , d x = e z dz . 

cl 2 

Da die ncue Verandcrliche z = In x fiir x = ] and x — c die Werte In 1 und In e oder 
f' and 1 hat, kommt: 


1 1 1 



Noch ein wichtiger Umstand ist bei der Substitution 
zu beachten: Man darf nur solche Substitutionen x F(z) maclicn, 
bei denen 2 einwertig und stetig ist, wenn x das (lurch die Intcgral- 
grenzen vorgeschriebcne Intervall von x -■= a bis X ~ 6 durchlauft. Wenn 
man also z. B. x = z 2 , d. h. z =\x, setzt, nmii man sieh cntscheiden, 
ob man die Wurzel positiv oder negativ wahlen will. Wenn ferner die 

Integralgrenzen z. B. a: = —1 und 2 : = ■+ 1 sind, darf man nicht a. F 

setzen, da e 2 ja nur positive Werte hat. In demselben Fall darf man auch 
nicht x — arc ctg 2 setzen, da dann 2 — ctg x ware und z eimnal im In- 
tervallc von x — 1 bis x — +1, namlich fiir x -~ 0 , unendlich groB 

wird. 

Da inan bei der Amvendung einer Substitution x ■= F(z) immer 
wie in (15) das Differential dx berechnen mufi, tut man gut, sich 
anzugewohnen, 

statt ~ = F' ( 2 ) sofort dx — F'(z)dz 
zu schreibeu. 

Eine wiehtige Anwendung des Substitutionsverfahrens betrifft den 
Fall, wo die Funktion / (?) miter dem Intogralzeichen als ein Bruch 
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vorliegt, dessen Z&hler gleich deni Differentialquotienten des Xenners 
ist: 


IBB- 


Setzt man namlich u (x) = 2 , so ivird d 2 = u (x) d x, so daJ3 kommt: 


f—7~)dx= f — In z konst. = In u (x) + konst. 

*/ U (£CJI J 3 

Satz 4; * Ist der Integrand ein Bruch, dessen Zahler 
gleich deni Differentialquotienten des Nenners ist, so ist 
das Integral gleich dem natiirlichen Logarithmus des 
Nenners, vermehrt um eine Konstante; in Formel: 

d x =ln u (x) + konst. 

Dies Verfahren der logarithmisehen Integration ist das 
Gegenstiick der logarithmisehen Differentiation, S. 309. 



kann man den Integranden auf die Form u' (a:) : u (,r) bringen, denn ea ist 

JL^ 

_ 1 _ cos x _ 1 ___ cos 2 a 

sin x cos x ~~ sin x cos 2 a: tg a; cos 2 x tg x 

also u(x) = tgic und u'(x) .*« 1 ; cos*a:. Daher kommt: 


» In tgd5.-h konst. 

J sm x cos x 

Durch Substitution lassen sich hieraus andere wichtige Iritegrale ablemn. 
nach Satz 17, S. 412, ist 2 sin x cos x « sin 2 x. Setzt man also 2 x = z , 
2 d x sas dz, so kommt: 



4 konst. 


Denn 
d. h. 
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Pa femer sin z = cos (z — \n) ist, gibt die Einfiihrung der neuen Veraaderlichen 
t ~ z ~ In, da dann dz — dt wird: 

=lnt °(y + T) + konst 

§2. Ubersichf und Anwendungen. 

Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen stellen wir noch einmal 
tibersichtlich zusammen: 

1. Regel: Differentiation und Integration heben sich 
gegenseitig auf; bei der unbestimmten Integration tritt 
jedoch eine additive Konstante hinzu: 

/ f (x)dx = / (pc) + konst. 

2. Regel: Eine Summe wird Glied fur Glied integriert: 

f I+ U ( X )J d x =fmix + /} 2 (x)dx. 

Bei bestimmten Integralen treten'dabei liberall dieselben Grenzen auf. 

3. Regel: Konstante Faktoren des Integranden konnen 
vor das Integralzeichen gesetzt werden: 

J'h f(x)dx =5 left (x) Ax (k = konst.), 

woraus auch folgt: Soil ein Integral mit einer Konstante multipliziert 
werden, so darf statt dessen der Integrand damit multipliziert werden. 

4. Regel oder Regel der Teil-Integration, die wir nicht 
in Worten, sondern nur in der Formel ausdriieken: 

J u'vdx = uv —J uv'dx . 

Sie aus dem Ged&chtnis hinzuschreiben, ist leicht, wenn man die Pro- 
duktregel (u v) f = u'v -f- u v f umstellt: v! v = (u v)' — uv f und dann 
die Regeln 1 und 2 anwendet. 

5. Regel oder Regel der Substitution, wonach eine der Auf- 
gabe anzupassende Funktion der Veranderlichen x als neue Verander- 
liche z benutzt wird. Dabei ist zu beachten, daB auch d x durch z und A z 
ausgedriickt werden muB und daB bei bestimmten Integralen die auf x 
beziiglichen Grenzen durch die auf die neue Ver&nderliche z beziiglichen 
zugehbrigen Werte zu ersetzen sind. 

6. Regel oder Regel der logarithmischen Integration: 
Ist der Integrand ein Bruch, dessen Z&hler der Differential- 
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quotient des Nenners ist, so ist das Integral, abgesehen 
von einer additiven Konstanten, gleich dem natiirlichen 
Logarithmus aes Nenners: 

f~^ dx — In w ( x ) + konst. 

Zu diesen Regeln tritt nocli eine hinzu; sie sagt aus, wie man ein 
bestimmtes Integral auswertet: 

7. Regel: Das bestimmte Integral von f(x), erstreekt 
von x =a bis x = &, wird berechnet, indem man zunaehst 
das unbestimmte Integral//(*) dx auswertet; ist dies gleich 
F(x) + konst., so wird: 

b 

f f(x)dx = [F(x)f ri , 

a 

wo die rechte Seite die Differenz der Werte bedeuten soil, die F (x) ftir 
die Grenzen b und a amiimmt. 

Man darf niclit glauben, daB sicli jedes Integral, dessen Integrand 
/ (a;) aus den uns bekannten Funktionen (Potenzen, Logarithmen, Ex¬ 
ponential-, .goniometrischen und zyklometrischen Funktionen) zusam- 
mengcsetzt ist, durcli diese Funktionen ausdriicken lasse. Das Integrieren 
ist uberhaupt schwieriger als- das Differentiieren. Das Differentiieren 
laBt sicb als ein Handwork bezeichnen, das Integrieren demgegenuber 
als eine Kunst, bei der das Probieren oft liber das Studieren geht. Man 
muB sicli Gewandtheit im Integrieren durch Ubung an Beispielen er- 
werben. 

Will man eine Flaclie berechnen (vgl. §§ 2 u. 3 des 5. Kap.), so 
wird man bekanntlich zu einem Integral gefuhrt. Wir wollen jetzt an- 
nehmen, die zu bercclmende Flache F sei durch eine Kurve begrenzt, 
die in Polarkoordinaten (vgl. S. 344) die Gleichung 

( 1 ) 

habe. Sie beginne bei dem zur Amplitude a ge- 
hbrigen Radiusvektor OA in Fig. 384 und erstrecke 
sich bis zu dem zu einer veranderlichen Amplitude 
<p gehorigen Radiusvektor OP. Dann ist die Flache 
F oder OAF eine Funktion von <p. Wachst cp 
um dgp, so nimmt r urn. dr — QP' und F um ein 
Sttick dF oder OPP' zu, das zwischen den Fl&chen zweier Kreis- 
ausschnittc mit dem Zentriwinkel d cp und den Radieri r und r + dr 
liegt, also zwischen \r 2 dcp und \(r + dr) 2 dtp, so daB dF : dtp zwischen 
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.1 r 2 und i(r +<2r) 2 liegt. Da dr naeh Null strebt, folgt: 

</> 

(2) J|=ir 2 , d.h. F — \ jr t d <p , 

a 

wo r die durch (1) gegebene Funktion von <p ist. Die Flache wird positiv 
gerechnet, wenn die Amplitude von a bis zum Endwerte cp zunimmt. 
Die Formel dF ~\r 2 d cp besagt, daB die unendlich kleine 'Flache 
OP P' durch den Kreisausschnitt OP Q ersetzt werden darf, ahnlich 
wie auf S. 227 u. f. durch ein Rechteck. Die Kurve wird also durch eine 
Treppe ersetzt, deren Stufen aus unendlich kurzen Kreisbogen und 
unendlich kurzen Stiicken der Radienvektoren gebildet werden. Die 
Amplitude <p ist im BogenmaB auszudrucken. 

1. Beispiel: Bei der logarithmischen- Spirale r = ae c V, vgl. S. 350 u. 1, ist 
uach (2): 

<p *p 

F = i fa* dy = ~ f d< r . 

a a 

Maeht man die Substitution 2c<y> = 2 , wobei d(p =• dz :2c ist vuid die Grenzen 
durch 2 c« und 2 crp m ersetzen siiui, so kommt: 

2 c(p 

F = ~ (e 2cv - e ac “),. 

4c c / 4c v * 

2c a 

Bedeutet t den konstanten Winkel in Fig. 239, B. 360, so ist tg t 1 : c. Sind 
r 0 und rj der Anfangs- und Endradiusvektor, so kommt: F — — r 0 a ) tgr. 

Legt ein.Mobil in der Zcit t den Wcg s zuriiek, so daB ds :dt seine 
augenblickliche Geschwindigkeit v ist, -so ist seine durchschnittliche 
oder jnittlere Geschwindigkeit im IntervaJle von t 0 bis t x nach 
S. 70 gleich dem in dieser Zeit zuruckgelegten Wcg — $ 0 , dividiert 
mit der verflossenen Zcit t x — 1 0 . Der Begriff dieses Mittelwertes htagt 
nach S. 244 wesentlich davon ab, daB die Zeit als unabh&ngige Ver¬ 
anderliche gewahlt worden ist. Nimmt man dagegen den Weg als 
unabhangige Veranderliche, so hat man sicli vorzustellen, der Weg sei 
in unendlich kleine gleichlange Teile zerlegt, und cs werde das Mittel 
aus den Geschwindigkeiten in den Teilpunkten gesucht. Dann ergibt sicli 
nach Satz 8, S. 244, der Wert: 

•ji h 

(3) t- i— / vds Oder —■— / v 2 dt* 

*o 

Demi wenn man die Zeit t als neue Veranderliche einfiihrt, mull man 
wegen v —ds :dt das Differential d s durch vdt ersetzen. 
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2. Beispiel: Beim freien Fall im luftleeren Raum ist nach dem 15. Bei¬ 
spiel, S. 259, der Weg s = i die Geschwindigkeit v ~ gt. Hier ergibt sich fiir 

die mittlere Geschwindigkeit auf der F alfstrecke von s = 0 b is $ = a nach der 

irtihereu Auffassung, da to == V- a: 9 ist, der Wert l]/2aa r vahrend (3) den 

groBeren Mittelwert \ V^0 a lieiert * 

Wir bringen nun noch cin Beispiel zur Ermittelung des Schwer- 
pxinktes einer Flache (vgl. S. 253). 


3 Beispiel: Der Sohwerpunkt der Flache eines Halbkreises vom 
Kadius Eins liegt auf dem mittleren Radius. Also braucht nur seine Hohe iiber dem 
be^rmwndpn Durchmesser berechnet zu werden. Dieser diene als a-Achse. Zerlegt 
man die Flache in unendlich sehmale Streifen parallel zur 
iC-Aclise, so gibt, Fig. 385 als statisehes Moment M x m bezng ^ 

auf these Achse nach (6), 8. 246. 




= fv-^Vi- 


V 2 d y . 



Weil liier f and 2ydy voikoramt, setzt man f = 3 mul orlmlt: 


5 


- z dz . 


Der Radikand wird einfacher, worm l-z=t gesetzt wird. Rami abex ist die nntcre 
Greuze Eins and die obere Null: 

0 ° al 

M x = j (- V l) d t = - f V t d i = [| r ] = | - 

; > 

.. ,, ,p gipjcli in ist, ergibt sich hieraus nach (18), S.253, die Ordi- 
iate deJ Sc^ Junktcs glcich 4 :8* odex rund 0,424. Wir konnen dieseOrdmate 
aljer auch nach (14), 8.251, wegen ** « fmden: 

• + . 1 j r ^-i + i 4 

l) = J.A-/ (l-*»)<*» = |_*-“sj_-r 3” 

—'' 1 

AVir wenden mis zur Besti miming 
der Voliunina von KOrpern, zunaehst, 
der Volumina von Rotations - 

k ° 1 ^Die^ Bildkurve c einer Funktion Q 
„ = j(x) liege vor, begrenzt durcli 
die zu x — a und die zu irgendcmcm 
a- g-ehorigc Ordinate, si die Fig. »»o. 

Die von der Kurve, den beiden Ordi- 
naten und der ./--Achse eingeschlossenc 
Flaelie habe den Inlialt F. Dureh 



Fig. 386. 
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Drehung uin die x-Achse entsteht aus c eine Rotationsflache und 
aus F ein von dieser Rotationsflache und zwei Kreisen eingesehlossener 
RotationskSrper oder Drehungskorpcr. Sein Volumen V ist cine 
Funktion der Endabszisse x. Diese wachse um das Differential dx; da- 
bei wachse V um dV. Dann ist dV das Volumen einer unendlich diinnen 
Scheibe von der Starke dx. Sie wird von zwei Kreisflachen 
mit den Radien y und y+dy und auBerdem von einem Streifen 
einer Kegelfl&che begrenzt. Das Volumen d V liegt also zwischen 
den Volumina zweier Rotationszylinder, die beide die Hohe d x haben, 
wahrend der eine den Radius y, der andere den Radius y + d y hat. 
Wird y mit derselben Einheit wie x gemesscn, so liegt also 
dV zwischen ny i dx und n(y +dyfdx, d. h. dV :dx zwischen ny 1 
und n(y+dyf. Da dy nach Null strebt, folgt 

% 

( 4 ) d - h - y* dx ' 

a 

wo y die gegebene Funktion / (x) ist. Wahlt man die Endabszisse eben- 
falls bestimmt, gleich b, so kommt: 

*=& 

(5) V f y*dx =2 nM x , 

x—a 

wo M x das statische Moment der Flache F in bezug auf die a;-Achse 
bedeutet; man beachte namlich die Formel (14), S. 251. Bezeichnet t) 
die Ordinate des Schwerpunktes der Flache F, so ist M. x — F, 
vgl. (18), S. 253. Demnach kommt schlieBlich: 

(6) V —2nt).F. 

Nun ist aber 2 Tt t) der Umfang des Kreises, den der Schwerpunkt 
bei der Drehung um die z-Achse beschreibt. Also folgt: 

Satz 6: Das Volumen eines Drehungskttrpers ist gleich 
dem Produkt der Flache seines Profils (d. i. seines halben 
Axialschnittes) mit dem Umfange desjenigen Kreises, den 
der Schwerpunkt dieser Flache bei der Drehung beschreibt; 

mit anderen Worten: es ist gleich dem Vo¬ 
lumen desjenigenZylinders, dessen Grund- 
fl$che die Flache des Profils und dessen 
Hohe der Umfang jenes Kreises ist. 

Dies ist die GuldinscIic Regel, benannt nach 
ihrem Wiederentdecker Guldin (1640); sie findet 
sich schon bei Pappus (um 300 n. Chr.). Wenn die 
Flache F nicht wie in Fig. 386, sondern etwa wie 



Pig. 387. 


auffaLen, di/ w? ed ! sShl w ? D l | lierenz von ™ei Flachen 
natcn ,md ie lTi 5 t m f g< 386 durch ^Achse, zwei Ordi- 
Satz 5 aut-h f -S ^urvenbogen begrenzt sind. Daraus folgt leicht, dafi 

SJ ,““ht Tf T gU J:, dte duroh MrtL die Drei- 

uberschreitende ebene Flachenstiicke F erzeugt werden. 

FliU’he ft “**1* jl 1 ^ C . 1 ' ^ eht * 1( * der im 3 - Beispiel betrachtete Halbkreis von der 
Also erwbt tifVi' f" r x " A , chse ’ so enteteht die Kugel vom Volumen V = 4 n 
tl«hw if i ? fU - dlC Schw «P™ktsordinate i) die Bedingung ja=2 n b I * 
“* h, r b 1 ■» : H 7i wie im 3. Beispiel. s 6 * 15 •^ 7t ’ 

Krei^ "rr cl: ^ in K . r ? isr * n * oder Wulst entsteht dni* Drehung eines 

Emlmnn e «W ’ ® If 88a ^ r der des &eises a die 

, K . 1 Mitto von der Aclise, so sei a > r angenommen so dafi dor K™. 
d . W A ‘'T ^* ■*■-*•■«»*-.**-* L dasVolumt ' £ £Z 

* »■ « fly* 


rimtw 



*1 lieispiel; Der Querschnitt eines Rades sei von der in Fig. 389 angegcbencn 
J or w**K**n*t durch zwei zur a>Achse senkreclite Goraden und zwei gleich grebe 
riftiiiki’fiitF vom Radius r. Die Mitten der Kreise mtigen von der a>Achse die Ent- 
trm ting a > r haben. Die zur a>Achse parallelen Durchmesser heschreiben bei dor 
Prrlitmg elite** Zylinder. Der Korper l&fit sich in diesen Zylindcr und einen Ring 
seriffNi, demon Profil der Halbkreis ist. Der Zylinder hat das Volunien 2 = 2t ia*r. 
I»<*r Hctiwerpuakt des Halbkreises hat nach dem 3. Beispiel die Ordinate t) = a +fr : n 
1 n # a diet Halbkveisfliiche ist, gibt die GuLoiasche Regel das Volumcn des Binges 
nr* (a ft »f- J r). Folglich ist das Volumen des Rades: 

I * wi- 2vt a 2 r -f- 7i r 2 (a n -j- $ r) — 2 n a 2 r + n 2 a r* + { nr z . 


7. Bulspiel: Ebcnso kann man die Rollo, deren Querschnitt in Fig. 390 
ftttff'gefon kt, als Differenz eines Zylinders und eines Binges betrachten. Dabci mufc 
j«*Ut t) *« a — 4 r : n gosetzt werden. Demnacli ergibt sich das Volumen der 

Kttllf*: 

V *w 2 n a 2 r — nr i (an — -Jr) = 2 n a 2 r — 7i 2 ar 2 + | n r 3 . 

Bfifiipiel: Die Parabel y = J/x - , die wie in Fig. 199, S. 247, begrenzt 
•1*1, «*riftigt bei der Drehung urn die a-Achse einen Rotationskorper vom Volunien 

| n kK 

i» Bftiapiel: Die glcichseitige Hyperbel i/ = 1 :x (vgl. S. 197) sei durch 
if# in jKMritiven Abszissen x ™ a und b > a gehdrigen Ordinaten begrenzt. Das 
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ilfnach (5): ^ Drehun S die ^chse entstehenden' Rotationskorpers 

a fit ' 

Stxebt 6 nach oo, so geht n : a als endlicher Wert fur das Volumen ernes sich 
ms Unendliche erstreckenden Rotationskorpers hervor. 

Fie 274 - Berges der Situls]hli< ‘ V = sine, siehe 

S 415 S ’ 388, ht nach ^ ein K6T P er vom Volumen J n\ vgl. das 12. Beispiel, 

11. Beispiel: Durch Drehung des von a = 0 bis zu cinem nosifciven T<rXn 
gehenden Stiickes der Tangenslinie y = tg a: urn die z-Achse, siehe P Fi- 281, SjJf? 
ergibt sich ein Rotationskorper, dessen Volumen nach (5) gleich clem n-fachen des 

zxi rr“ t *7 ° *;■ “• d ”"> * 

tg* - e, vrobei a; = arc tga, also dx = d z : (1 + 0 *) wird, kommt: 


A 1 ' 


1 -f- 2 ! 


dz , 


daher nach der 2. Regel : 


V~7I 


J J l + s a 


Da z 


— n (z — arc tg z), 


K 


tg* ist, kommt schlicBlich V = n (tgx - x). 

Volumenformel fur beliebig gestaltete Korper 

nialleleFh Be £ acht , un | : Einen K6r P er ^ man zwischen zwei 
par allele Ebenen E 0 und E 1 setzen, siehe Fig. 391. Irgendeine zwischen 

E q und E,j gelegene und zu 


E 0 und E x parallele Ebene E 
schneidet den Korper in einem 
Querschnitte, dessen Fl&chen~ 
inhalt F von der Lage der 
Ebene E abhangt. Nun werde 
cine £~Achse senkrecht zu E 0 
nnd E 1 angenommen. Zu E 0 
und E x mogen die Abszissen 
x = a und x = 6 gehdren, 
wahrend der Ebene E eine 
beliebige Abszisse x zwischen 





“N. 


■e=g=± 

\ 

j|§§ 






- ^ 



‘o 

Fig. 391. 


EE' 


Ej 


a und 6 zukommt. Der Flacheninhalt F wird dann eine Funktion 
F (a;) von x sein. 1st diese Funktion bekannt, so ergibt sich 
das Volumen 7 des Korpers durch Integration: Wir lassen a- von a 
bis b Schott fur Schritt um das Differential dx wachsen, zerlegen 
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also den Korper durch unendlich viele parallele Ebenen in lauter 
unendlieh diinne Scheiben. Diejenige Scheibe, die von den zu x 
und x + d x gehorigen Ebenen E und E' begrenzt wird, konnen wir 
als einen Zylinder mit der Grundflache F(x) und Hohe dx, be- 
trachten, dessen Volumen gleich F(x)dx ist (nach S. 588). Addition 
aller Scheibenvolumina ergibt als Volumen des Korpers: 


= jF(x)dx. 


Satz 6: Liegt ein Korper zwischen zwei zu x—a und 
x—l gehorigen zur a:-Achse senkrechten Ebenen derart, 
dafi der Querschnitt, der aus dem Korper durch eine zur 
Aehse senkrechte Ebene mit beliebiger Abszisse x aus- 
geschnitten wird, den Flacheninhalt F{x) hat, so ist das 
Volumen des Korpers das bestimmte Integral 

b 

7 = I'F (x)dx. 


Dieser Satz findet sich im wesentlichen (ohne das Integralzeichen) 
bei dem italienisehen Mathematiker Cavalieri (etwa 1598-—1647). 

Die Berechnung der Volumina heiCt Kubatur, weil man die 
Volumina als Vielfache der Volumeneinheit, des Wiirfels oder Kubus, 
darstellt. 


32. Beispiel: Ein olliptischer Kiibel, 
siehe Fig. 302, entsteht aus oinem geraden ell ip- 
tischcn Kegel und zwei zu seiner Aehse senk¬ 
rechten Ebenen. Die obere Ellipse habe die 
Halbachsen a und 6. Ferner sei h die Kiibel- 
ho he und k die Entfernung der Kegelspitze 0 
von der Bodenfllieho des Kfibcls, 1st E die 
Flache der oberen Ellipse, so ergibt sich die 
Flache F derjenigen Ellipse, die in der Ifiihe x 
hber die Bodenflache liegt, aus der Proportion: 


F 

JB 


(k + x)* 

(k + A)*’ 


d. h. es ist: F * ^ "J" ^E. 

(k 4 hy 



Folglich liefert Satz 6 als Volumen des Ktibels: 


oder 

(D 


o o 


’’ «■; if » *+*»j - mw ® + *>• - *■>- 
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Demnach braucht man nui noch die Flache E der Ellipse mit den Halbachsen 
a und b zu ermitteln. Diese Ellipse ist nach (2), S. 188, das Bild von 

y sss — ya 1 — x 2 . 

& 

Nach Satz 5, S. 229, hat daher das Ellipsenviertel die Flache 


iJE= /a*-x*dx, 

0 

wobei die Wurzel positiv ist. Die nach dem 1. Beispiel, S. 511, naheliegcnde Sub¬ 
stitution x = a cost gibt, da t von \ n bis 0 abnimmt, wenn x von 0 bis a w&chst: 
o o 

\E — j — bsint. a smt. dt — — ab j sin 2 1 d t 
\ n it 

oder, wenn man nicht von £ n bis 0, sondern von 0 bis J n integriert, wobei sich 
nach S. 229 nur das Vorzeichen andert: 

1 E = a b /sin 2 1 d t = a b [\t — J sin 2 t]^ n 
J o ’ 

o 

vgl. das 12. Beispiel, S. 415. Daher wird £E gleich \ nab v Dio Ellipse mit den 
Halbachsen a und b hat also die Flache nah Demnach gibt (7) als Vo- 
lumen des elliptischen Kiibels: 

V = W(k + h'f ^- k + h f ~ - 

Bedeutet B die Bodenflilche des Kiibels, so ist 

B :E — 7t 2 : (k + h)\ 

also: 

V=*H(k + h)E-kB]> 

Fur die Berechnung der Bogenl&nge einer Kurve, die sogenannte 
Rektifikation, kommt Satz 15, S. 361, in Bctracht. 


13. Beispiel: Die logarithmische Linie siehe Fig. 213, 3.284, 

hat von der Stelle x = 1 bis zu einer bcliebigen Stelle x > 1 die Bogenltage 


-f 1 


*|/l x 2 


\vo <he IV utzel positiv ist Um die Wurzel zu beseitigen, ist cs zweckm&Big, gonio- 
metmche h unktionen emzufiihren, da zwischen diesen nach (5), S. 378, Beriehunsen 
bcstehen, die Quadratwurzeln cnthalten. Weil dcr Radikand eine Summe 1st, legt 

be.£?Jt Igle nf? S “* jen w- ^°™ eln nahe ' x = t S 2 zu 3ot2en - Da * jjositiv ist, 
eln f WlnkeI lm er8 ten Quadranten. Berechnen wlr zunftchgt 
das unbestmunte Integral, so kommt, weil dx = dz : cos 3 z wird: 


•' x si: 


* dz 
£in z cos 2 z 
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1 m ZiLhler konnen wir statt Eins die Sumrae sin 2 2 -f- cos 2 2 setzen. Dann liefert die 
2 . Regel : 


rY±±j*L& x = fj™ 

J x J sm 2 


Im ersten Integranden steht ein Bruch, dessen Nenner ein Quadrat ist. Dies erinnert 
an die Regel fiir die Differentiation eines Bruches, wo im Nenner das Quadrat 
ties alten Nenners auftritt. Also werden wir einen Bruch suchen, dessen Nenner cos 2 . 
ist und der differentiiert sin 2 : cos 2 2 gibt. Der einfachste derartige Bruch ist 1: cos 2 
Er gibt mm difierentiiert gerade sin 2 : cos 2 2 . Das erste Integral liefert also 1 : cos,?. 
Das zweite ist im 17. Beispiel, S. 583, ermittelt worden. Somit koinmt: 

r J/l ~f X* 1 0 

/- d x =-(- In tg -r- -f konst. 

J x cos 2 b 2 

Nun ist x — tg 2 , also sin 2 = x: J/l -f- sc 2 , cos 2 == 1 : l/I + a: 2 , daher nach Satz 19, 
S. 413: 

, 2 VT+ ac a — 1 


folglich: 


/ KLtfl dx= j/j +~a»'+ In - + konst. 

*/ X X 


Erstreckt man das Integral von x = 1 bis zu einem beliebigen x > 1, so ergibt sich 
als die gesuchte Bogenlknge: 


Vl + x 3 - J/ 2 + In 


•ln.(|/2 -l). 


1st eine Kurve in Polarkoordinaten <p, r gegeben (vgl. S. 345), 
also das Bild cincr Funktion r —f (<p), so tritt an die Stelle des 
Satzes 15, S. 361, fiir die Berechnung ihrer Bogenl&nge ein anderer: 
Mifit man den Bogen s von einer bestimmten Amplitude a an bis zu 
ciner beliebigen Amplitude <p und rechnet man s positiv, wenn die 
Amplitude zunimmt, so wire! s eine gewisse Funktion von cp, deren 
Zuwachs d s aus Fig. 384, S. 585, leicht zu linden ist. Da nftmlich 
in dieser Figur P Q — r d<p, QP' — dr , PP' = ds ist, kommt: 

ds = Vdr 2 + r 2 d(p 2 = d<p, 

wo die Wurzel positiv sein mufi, weil d s dasselbe Vorzeichen wie dtp 
haben soil. Hiernach ergibt sich: 

(8) ! =./V(l 

38 


Scheffers, JLehrbuch d, Mathematik. 
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14. Beispiel; Die logarithmische Spirale r~ae ctfi y vgl. S. 360 u. f M 
hat die Bogenlange: 

<p (p 

s = j*Vc* + 1 ae c< P d (p — a Vc 2 + 1J*e C( P d (f — ( e c<p — fi c «). 

a a 

Haben r 0 , und t dieseibe Bedeutung wie ini 1. Beispiel, S. 586, so folgt fur s der 
Wert (r x — r 0 ): cos t, woraus man leicht eine Konstruktion von s als Strecke ableitet. 

SchlieSlich noch einige Beispiele aus verschiedenen An- 
wendungsgebieten. 

15. Beispiel: Eine unbewegliche punktformige Masse M ziehe eine 
zur Zeit t = 0 in Ruhe befindliche, dann aber bewegliche punktformige 
Masse m, die zuerst von M die Entfernung a habe, nach dem Gravi- 
tationsgesetz an. Nach dem 1. Beispiel, S. 500, wird die Geschwindigkeit v von 
m zur Zeit l gegeben durch die Formel: 



wenn s die Entfernung des Mobils m von M zur Zeit t und k die Konstante des Gravi- 
tationsgesetzes 1st. Also wird, da s mit der Zeit abnimmt: 

— If--/“*( 7-f)' 

Hieraus folgt: 

_ _ d_s _ 

/“(t-1)’ 

so daB 



ist, wo die Wurzeln positiv sind. Um zunachst das unbestimmte Integral 



auszuwerten, vereinfacht man den Nenner, indem man die Wurzel gleich einer neuen 
positive*! Veranderlichen z setzt. Dann ist: 


a 2 2 + 1 1 


(a2 2 +T)* * 


Da 1 -f az z an 1 + tg 2 a erinnert, versucht man wie im 13. Beispiele die Substitution 
einer neuen Veranderlichen x vermoge: 

az* = tg*z, wobei z=-$=tgx, d 2 = _L J*£_. ist 

Va y a 
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Wenn man ]/ a positiv annimmt, muB aueh tg x positiv seln, weil a positiv ist Wir 
setzen daher voraus, daB 2 zwischen 0 und J n liege. Nun kommt (vgL dabei das 
13. Beispiel, S. 415): ~ ° *' 0 


a]/ a f 1 cos 2 

xdx — 

— a a (x + | sin 2x) -f 

und z 2 = 1 

: s — 1: 

a ist: 

l/a ~~ s 


1 /a —s 1 ) 

V-T’ 

sin x = 

- y —— , cos x = |/ 


Vt- 


wo alle Wur zcln positiv sind. Nacli Satz 17, S. 412, wird also sin 2 x gteich 
J/s (a ~ s) : a , so daB kommt: 


J = 


a arc 



— ]f a s (a — s) 4- konst. 


Die Arkusfunktion liegt zwischen 0 und | n . Also wird: 

(9) * = ms [ a aro tK t nr + >' ■ 

Bedeutet M die in der Erdmitte vereinigt gcdachte Masse der Erde, so liegt 
in (9) das Gesetz des freien Falles auf die Erde vor, wobei s die EntfernutK 
des Mobils von der Erdmitte vorstellt. Im 15. Beispiele, S. 259, ergab sich ein 
einfacheres Gesetz, aber damals 
nahmen wir die Anziehungskraft 
der Erde wahrend des Falles als 
konstant an. Das 1st eine An- 
nahme, die fiir irdische Korper 
vollig ausreicht. Dagegen gilt fiir 
Korper, die aus betriichtlicher Feme 
auf die Erdoberflache fallen, die 
Formel (9). Da die Erde einem 
Mobil auf der Oberfhiche, d; h. in 
der Entfernung gleich dem Erd- 
radius r, die Beschleunigung 
— g «= — 9,81 erteilt, wenn die 
Zeit in Sekunden, der Wcg in 
Metern gemossen wird, und da diese 
Beschleunigung nach dem 1. Beispiele, S. 500, gleich ist, muB man 

kM durch gr 2 orsetzen. Daim kommt statt (9): 

(10) t - fyj [« arc tg|/“ r * + rsla ~ »)' . 

Den zu einem bestimmten s gehdrigen Wert des Inhalts der eckigen Klammer kann 
man zeiohnerisch ermitteln: In Fig. 893 sei der Punkfc A die Anfangslage des Mobils, 
M die Erdmitte, also MA ® a , Fallt das Mobil bis 1\ so ist MP » 5 , PA « a — $, 
daher J/s (a - s) die Strecke p ** PQ, die mittels des Halbkreises iiber a gefunden 
wird. Der zum Bogen q « AQ gehorige Zentriwinkel (f ist das Doppelte des Arkus 
in (10). Daher ist der Bogen q gleich dem ersten Sumraanden in der Klammer, Also 
ist die zum Fallen von A bis P nbtige Zeit proportional zur Summe 
P +■ <1 der Strecke PQ und des Kreisbogens AQ, Man bildet p A 7, indem 
man PQ um die LRngc des Bogens q iiber Q hinaus bis T verlangert. l)a(lurch ergibt 

38* 


A 
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14. Beispiel: Die logarithmische Spirale r = vgl. S. 350 u. f.. 

hat die Bogenlange: 

tp if 

s = j'a e cl f itf. — a Kc^Tl J& ap &<f = ~ K?Tl if* - e“) - 
« a 

Haben r 0 * r* und t dieselbe Bedeutung wie im 1. Beispiel, S. 586, so foigt fur s der 
Wert (rj — r 0 ): cos t, woraus man leicht eine Konstruktion von s als Strecke ableitet. 

SehlieBlich noch einige Beispiele aus verschiedenen An- 
wendungsgebieten. 

15. Beispiel: Eine unbewegliche punktformige Masse M ziehe eine 
zur Zeit t = 0 in Buhe befindliche, dann aber bewegliche punktformige 
Masse m, die zuerst von M die Entfernung a habe, nach dem Gravi- 
tationsgesetz an. Nach dem 1. Beispiel, S. 500, wird die Geschwindigkeit v von 
m zur Zeit i gegeben durch die Forrael: 




wenn $ die Entfernung des Mobils m von M zur Zeit / und k die Konstante des Gravi¬ 
ta tionsgesetzes ist. Also wird, da s mit- der Zeit abnimmt: 




Hieraus foigt: 


so dafi 


d t = 


ds 


^**(•7-7) 

S 

C —ds 

JV 2lM (T-7j 


Vi kM 


ds 


ist, wo die Wurzeln positiv sind. Urn zunachst das unbestimmte Integral 

d s 


j= f — 

I ]/— - — 

J r s a 


auszuwerten, vereinfacht man den Nenner, indem man die Wurzel gleich einer neuen 
positiven Veranderlichen z setzt. Dann ist: 

1 1 9 a , 2 cfiz , 

-— 2 2 s — —- d s = — 7 .s-- ---ro d z , 

s a a z 2 -1-1 (az 2 +1) 2 

also: 

Da 1 4- a z % an 1 -f tg*a; crinnert, versucht man wie im 13. Beispiele die Substitution 
einer neuen Veranderlichen x vermoge: 

a = tg 2 x, wobei z = tg x, ’ 1 


n 


d z = -= —*— ist, 
]/a cos 2 x 







§ 2. UlersieM und Anwendtmgen. 


hum r ( a ~ X ) dx 

ktlm J 


/ ' bdx 

—.. T- 

)/(a- a)* + &* 


Zur Beseitigung der Quadratwurzel wird (f als neue Veranderliche eingefiihrt. Da 
ctg (p = (a — x): b ist, wird dx--bdcp : sin 2 q>, so daS die unbestimmten Inte- 
grale diese werden: 

1 r , sin c/' , 1 r. , cos (p 

-yy cos ip d(f ~ und _ / sm q dq> ~ . 

Ist ^.NAM == « und ^CNBM = d. h. <f ~ a fiir a; = 0 und q> *= /j fiir x = i, 

so kommt schliefilich: 

kfim. hum. 

V ~ —y— (sm £ — sm a), <? = —^— (cos a — cos £). 

Bildet die Mittelbraft mit A£ den Winkel a>, so ist: 

, a cos a — cos p 

p sin « — sin p * 

Berechnet man tg (w — a) und tg (p — <w) nach Satz 16, S. 411, so ergibt sich fiir 
beide derselbe Wert: 

, , s , f n , cos (« — p) — 1 

tg (to — it) =B tg (p — ft)) = —— r- ; -. 

^ V 7 6 7 sin (a — p) 

Folglich hat die Mittelkraft die I chtung der Mittellinie des Winkels 
A MB. 

18. Beispiel 1 : Wir wollen zeigen, dafi man unter Umstanden den 
Wert eines bestimmten Integrals ermitteln kann, ohne vorher das 
unbestimmte Integral berechnet zu haben. Wir stellen uns n&mlich 
die Aufgabe, den Wert des bestimmten Integrals 

\n 


J n = J \ sin n a 


fiir ganze positive Zahlen n zu ermitteln. Teil-Integration gibt, wenn man u r = sin x f 
d. h. u ~ — cos x und v — sin n ~" 1 x setzt: 

in 

J n =* [~ cos x sin n ~ 1 x] q + / cos x. (n ~ 1) sin n ~ 2 x cos xdx . 

0 

Fih n > 1 wird das erste Glied rechts gleich Null. Also kommt, wenn man noch 
im zweiten cos a aj durch 1 — sin 2 ® ersetzt: 

\n in 

J n ~ (n ~ 1) f $m n ~~ 2 xdx — (n — 1) J* sin n xdx. 
o o 

Das letzte Integral rechts ist wieder J n , wahrend man das erste, Integral rechts 
nach (11) mit J n „ 2 bezeichnen kann; also kommt: 


1 Dies Beispiel kann iiberschlagen werden. 
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(12) nJ n — (n l)^n—2* 

Dies ist eine sogenaimte Rekursionsformel (vom lateinisehen recurrere, zuriick- 
kommen), d. h. eine Formel, aus der man eine Reihe von Formeln gewinnt, wenn man 
n nach und nach durch n — 2, n — 4 usw. ersetzt: 


(n — 2) J „_2 = (n — 3) 


in - 4 )J n _ i = (w - 5) J n _ 6 usw. 


Je nachdem n gerade oder ungerade ist, stoBt- man schliefilich auf eine Gleichung 
zwischen J 2 und J 0 oder J 3 und J v Da nun nach (11) 

in in 

J 0 — f sin 0 x dx = Jdx — in, J x — J sin xdx — [— cos a:]^ n = 1 


ist, ergibt sich also fiir n — 2m und fur n — 2m — 1 (wo m eine ganze positive 
Zahl sei) eine Beihe von Gleichungen: 


2tu J 2fn — (2 m — 1) J 2 m _ 2 > 
(2m — 2)J 2m _ 2 — (2 m — 3) J 2 m _ 4 , 


j (2w-l)J 2m _ 1 -(2m-2)J r 2w _ 8i 

(2™-3),7 2m _3 = (2w-4)J r 8lI1-5 , 


2 7 a = 1. in , 


3 Jo « 2.1. 


Multipliziert man alle miteinander, so gehcn als Wertc von J 2m und J 2 w — 1 ^ ervor: 

(2m — l)(2m — 3)...3.1 n (2m — 2)(2m — 4)...4.2 

(13) J 2m -- 2m (2m — 2). ..4.2 * 2* ~ (2m--l)(2m-3)...6.3’ 

Hiervon machen wir noch eine Anwendung: Nach (11) ist: 

in 

J 2m - 1 - J 2m = /'(siu 2 w " 1 a; - sin 2 ** a) da , 
o 

und da sin x im ersten Quadranten stets zwischen 0 und 1 liegt, ist der Integrand 
und also auch das Integral positiv. Somit ist und ebenso 

kommt J 2 m— 2 .>^ 2 m- 1 ’ s0 _ i zwischfen J 2 w» und J 2 m — 2 Weil 

aber nach ( 12 ) 

2 m 


ist, folgt: 


_ J J 2i» 




Fiir lim m = oo vird die linke Seite auch gleich Eins, d. h. es ist: 

^2m~l - 

lim —= -~ 1 

m =s » J 2 m 

Oder, wenn die Werte (13) eingesetzt werden: 
nA \ lim 2m(2m -2)^ = 

(2m-l) 2 (2m-3) 2 ...5 a .3* ’ w 





§ 2, UbersicM und Anwendungen. 
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Bringt man schlieBlich \n auf die andere Seite, so koramt:, 


\n 


"2 

2 

4 

4 

6 

6 

2 m — 

2 2 m 

1.1 

‘ 3 ' 

3 ' 

’ 5 * 

' 5 

' 7 

2 m — 

I 2 m — 


4 


Daher geht fur j n die folgende Darstellung durcli ein uncndliches Produkt 
hervor: 


1 * 3 ‘ 3 * 5 ‘ 5 * 7 * 7 •’ 9 


Dies ist die Formed von Wallis, einem englischen Mathematiker (1C16 bis 1703). 

19. Beispiel 1 : Bei der experimcntellen Bestimmung einer GroBe ,geben die 
stets unvermeidliehen Fehlerquellen AnlaB zu einzelnen kleinen Fehlern, sogenannten 
Blementarfehlern, deren Summe der Gesamtfehler der Bestimmung ist. Da 
die Anzahl* aller Fehlerquellen moistens recht groB ist, konnen wir die Voraus- 
setzungen durch die Annahme vereinfachen, daB die Fehlerquellen zu lauter ab- 
solut genommen gleich groBen Elementarfehlern AnlaB geben, indem wir eben alle 
Elcmentarfehler durch ihre durchschnittliche absolute GroBe X ersetzen. Ver- 
suche soli man stets so einrichten, daB die Fehlerquellen mit gleich groBer 
Wahrscheinlichkeit zu einem positiven oder negativen Fehler AnlaB geben 
konnen. Jede Fehlerquelle verursache also eiiien Elcmentarfehler 4- X 
oder — X. Wenn die Zahl der Fehlerquellen hetrachtlich is.t, macht es nichts aus, 
wenn wir sie uns als eino gerado Zahl 2m vorstellen, weil sich cine groBe Zahl 
2m verhaltnismiiBig nur geringfiigig von 2m + 1 unterscheidet. 

Der griJBte mdgliche Gesamtfehler ist nun 2 m X, und er kann nur dann vor- 
kommen, wenn alle 2 m Elcmentarfehler X positiv sind. Dagegen kann es 2m-mal 
vorkommen, daB alle bis auf einen positiv sind, also der Gesamtfehler 2 (m — 1) X 
wird. Alle bis auf. zwei sind positiv in 2m (2m — 1) : 2 Fallen, und dann ist 
der Gesamtfehler 2(w— 2) X usw, Man erkermt allgemein: Der Gesamtfehler 
2(m — k)X kann in so vielen Fallen vorkommen, wie es der Binomialkoeffizient 
(vgl. das 6, Beispiel, S. 547 u. f.) 

(2 m\ 2m (2m ~ 1)... (2 m - k + 1) 

angibt, Dio Gesamtheit aller Faille iiberhaupt ist die Summe aller Binomialkoeffi- 
zienten fhr k ** 0, 1, 2, *.. 2m, d. h. naeh der binomischen Formel (19), S. 548, die 
Summe (1 4* l) 2m oder 2 2m . Die Wahrscheinlichkeit ernes Fehlers wird erklSrt 
als das Verhaltnis aus der Anzahl der Falle, in denen er vorkommen kann, und 
aus der Gesamtheit aller mbglichen Falle iiberhaupt. Demnach hat ein Gesamt- 
fehier von der GroBe 2 (m — k)X die Wahrscheinlichkeit: 

Er kann positiv oder negativ ausfallen. Wird m — k mit l und der Gesamtfehler 
mit x t bezeichnet, so folgt: Der Gesamtfehler 

(15) x t m2lx 

hat die Wahrscheinlichkeit: 



1 Dies Beispiel, das etwas schwierig ist, kann iiberschlagen werden. 
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Hierbei bedeutet l irgendeine der 2m + 1 ganzen Zahlen von — m 
bis + w. Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten w l iiberhaupt ist Eins (die 
GrewiBheit). 

Die Gesamtfehler x t stellen wir nun als Abszissen dar. Das Stuck Ax t der 
Abszissenachse von x l bis x lJ( . x hat nach (15) die Liinge: 

( 17 ) ^^ = * 1+1 = 21 . 

Ferner wollen wir zu den Abszissen Ordinaten y l derarfc herstellen, dab die 

Wahrscheinlichkeit w l des Gesamtfehlers x t gerade durch die Flache y l A x t des- 
jenigen Rechtecks veranschaulicht wird, dessen Grundlinie die Differenz A x t und 
dessen Hohe die Ordinate y t ist, d. h. nach (17) und (16) w&hlen wir 


Die Einheiten auf den Aehsen konnen wir nach Belieben wahlen. 

Nehmen wir fur m z. B. die allerdings viel zu kleine Zahl 5 an, so zeichnen wir 
auf der ai-Achse insgesamt 2m + 1 = 11 Punkte in gleichen Abstanden 21 von- 
einander; zu ihnen gchort als mittelster der Anfangspunkt 0, weil x 0 == 0 ist. 
In den elf Punkten errichten wir als Ordinaten nach (18) Lote, die sich zueinander wie 
die zu 2 m = 10 gehorigen Binomialkoeffizienten 1, 10, 45, 120,’ 210, 252, 210, 120, 
45, 10 l 1 verhalten. So geht die Fig. 395 hervor. Die Rechteckfl£chen stellen die 
Wahrscheinlichkeiten derjenigen Fehler dar, die durch die (negativen Oder positiven) 
Abszissen a__ 3 , x_±, ... x__ h 0, x v ... x 6 , angegeben werden. Denken wir 

uns fiir m statt 5 eine recht grofie Zahl und fur 2 1 cine recht' kleine Zahl ge- 
wahlt, so werden die 2 m -f-1 Punkte (a^; y t ) einander niiher riicken, und wir 
konnen versuchen, fur lim m — oc statt der Punktfolge eine Kurve zu bekommen. 



r 



0 


-V 


1 

% 


% 

O 

zx 

54 w t 


I 

Fig. 395. 

Dies geschieht so: Die Differenz A yi der Ordinaten ^ + 1 und y t ist nach (18), 
wie man leicht ausrechnct: 

a v _ _ 2Z+1 / 2m \ 

1 X.& m+1 (m + l + l) [m - l) 

Oder, wehn man den hierin auftretenden Binomialkoeffizienten nach (18) durch y l 
selbst ausdriickt sowie fiir l nach (15) den Wert x t :2X setzt: 

( 19 ) A Vl =- . 

Aus (19) und (17) ergibt pich der Differenzenquotient 

(20) = _ x iVi + x Vi 
Ax t 2 m 1® -f 1 xi + 2 A* 




§ 2. Vbersicht und Anwendungen. 
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Fiir limm = oo und Jim k — 0 strebt die Differenz A x t , wie (17) zeigt, nach 
Null. Damit sich eine stetige Kurve ergebe, werden wir es so einrichten, dab 
dann auch die Differenz *A y t nach Null, dagegen der Differenzenquotient Ay t : A x t 
nach einem endlichen Wert strebt, also nach einem Differentialquotienten. 
Die Form (19) von A y t zeigt,' dab der Zahler nach x l y l und der Nenner nach 
Ja^ + limmX strebt. Also nchmen wir 3im mjl = oo an, da nur dann limjt// —0 
wird. Ferner strebt der Zahler in (20) nach x l y l und der Nenner nach 21immA 2 . 
Also nehmcn wir zweitens an, dab lim m l 2 cine von Null verschiedene endliche 
Zahl sei. Beides erreichcn wir, wenn wir m nach ■+ oo und zugleich l so nach 
Null streben lasscn, dab 

( 21 ) UmmP = ~ 

wird, wo h eine bestimmt gewahlte, von Null verschiedene Zahl sei. Wir schrcibcn 
h 2 statt h , weil ja ml a stets positiv ist, und setzen h 2 in den Nenner sowie auber- 
dem den Faktor 4, weil dadurch die spateren Formeln bequemer werden. Nach (21) 
ist lim ml — 1 : (4/i 2 lim X)== -f oo wegen lim 1=0, und dies wiinschten wir zu 
erreichen. Jotzt kcmnen wir A x x und A y x beim Grenziibergange durch Differen- 
tiale ersetzen, und da das Ergebnis flir alle Punkte der gesuchten Kurve gilt, 
diirfen wir den Index l fortlassen. Somit folgt nach (21) aus (20): 


-£= -2 h*xy, 


In y sb — h* x 2 -f- konst., 


so dab sich ergibt: Die gesuchte Kurve ist das Bild der Funktion: 

(22) y = ce- h ' x '. 

Darin bedeutet die Konstante c den Wert von y fiir x •= 0, d. h. nach (15) flir l = 0, 
also nach (18) den Wert: 


t =iim _JL_ ( 8 *y 

1.2 im + 1 \ m ) 


2 m (2m -l).,.(m + l) 

1.2., .m 


ist, ergibt sich durch Erweitern mit. 1 . 2... m: 

12 m\ 2m (2m — 1). 
\ m ) ~~ m a (m — l) 2 . . 


Mithin ist 


c* ^ X (2m)» (2m- 1)»..,2M 8 

h‘ 2 4m + *' m*(m- l)«...2*.l* 

Nach (21) ist X : l*h* durch 4m zu ersetzen. Also kommt: 

c» ^ 4 m * (2m) 8 (2m - If,.. 2*. 1» 
h t m 2 4m + 4 .ro«(m-l)*...2«.l«' 

Im Zahler ziehen wir die Faktoren (2m) 2 (2 m — 2) 2 ... 2 3 mit geraden Grundzahlen 
heraus. Ihre Anzahl ist gleich m, so dab sie den Faktor 2 insgesamt 2m mal ent- 
halten. Wird er herausgezogen, so kommt: 

~ ~ lim 2 8w + 8 ffl.(2w-l)»(2w-3)«...5».3».r» , (w- 
A* = 2 4m+2 .w*(^- 1)*...2*.1‘ 







§ 3. Besondere Iniegraiionsverfahren . 
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Maclit man die Substitution x = t:h, d. h. dx — dt:h, so tritt an die Stelle von | 
die obere Grenze h £. Also kommt: 

J e-t'dt^lVn. 

0 

Nach der letzten Bemerkung auf S. 571 * mufi daher die obere Grenzo gieich 
rund 0,477 sein. Demnach kommt — 0,477. Hit Riicksicht auf (21) ergibt 
sick mithin: Wenn die Elementarfehler 1 nach Null % streben und 
ibre Anzahl m nach oo strebt, wahrend 1: 2 A J /m nach h strjebt, ist 
^ == 0,477 : 7i der wahrscheinliche Fehler. 

Die Bildkurve der .Funktion (23), die Wahrscheinlichkeitskurve, haben 
wir schon im 10. Beispiel, S. 490, betrachtet. Denn die dort in Fig. 352 dargestellte 
Bildkurve von 

y = er x ' 

wird zur Bildkurve von (23), wenn man die Einheiten passcnd wahlt, namlich die dort 
benutzte x-Einheit jetzt gieich h neuen x-Einheitcn und die dort benutzte iy-Einheit 
jetzt gieich ]/n : h neuen ^-Einheiten annimmt. (Die 11 Punkte der Figur 395 auf 
S. 600 liegen iibrigens mit grofier Annaherung auf der Kurve der Fig. 352 auf S. 490. 
Dies wurde dadurch erreicht, dafi wir h — 1, ferner entsprechend (21) fiir m *= 5 aufier- 
dem X 2 = 1:4 m = 1:20 annahmen und die Maximalordinate, namlich y 0 , in Fig. 395 
gerade so lang wie in Fig. 352 wahlten.) 

§ 3 . Besondere Integrationsverfahren K 

Zun&chst besprechen wir die Integrale gebrochener Funk- 
tionen. Nach Satz 12, S. 135, kann man eine gebrochene Funktion 
von x immer auf eine Form 

bringen, wo u(x), v(x) und w(x) gauze Funktionen sind, ferner der 
Bruch nicht weiter zu kiirzen ist un'd auBerdem der Zahler u(x) 
einen geringeren Grad als der Nenncr v ( x ) hat. Das Integral der 
ganzen Funktion w(x) laBt sieh nach deni 6. Beispiel, S. 576, er- 
mitteln. Wir betrachten also nur noch Integrale von der Form: 



Wir nohmen an, dafi v(x) eine gauze Funktion n tm Grades, also u(x) 
eine ganze Funktion vom hhchstens (n—l) ten Grad sei. Die Vor- 
aussetzung, daB sich die gebrochene Funktion u(x):v(x) nicht weiter 
kiirzen lasse, kann man nach Satz 5, S. 102, aueh so ausdriicken: 
Fiir diejenigen Werte von x, fiir die v(x) gieich Null wird, d. h. fiir 
die Liisungen der Gleichung n tm Grades v (x) = 0, soli u ( x ) nicht gieich 
Null werden. 

1 Diesen zum Teil nicht leichten Paragraphen kann man vorlilutig iiber- 
sclilagen, ohne das Verstehen des Spilteren zu beeintrachtigen. 
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Die folgende tfberlegung 1 wird nun zeigen, daft sich das vorge- 
legte Integral (1) auf ein einfacheres Integral von derselben 
Art zuruckfiihren laftt, sobald ein Wert x = ft bekannt ist, 
fur den v(x) gleich Null wird. In diesem Fall haben wir 
v(k) =0, dagegen u (ft) 4= 0. Nach Satz 5, S. 102, geht die 
Partialdivision von v(x) mit x — ft auf. Ihr Ergebnis ist eine 
g;anze Funktion (n — l) 1 * 11 Grades. Nun ist es moglich, daft auch 
sie mit x — ft ohne Rest teilbar sei, usw. Urn sogleich die all- 
gemeinste Mogliehkeit ins Auge zu fassen, wollen wir daher voraus- 
setzen, die fortgesetzte Partialdivision mit x — h gehe gerade r-mal 
auf, d. h. v ( x ) enthalte den Faktor (x — h'f, aber nicht den Faktor 
(x — h) r+l . Die Zahl r ist dann irgendeine der ganzen Zahlen von 
1 bis n. Die Partialdivision von v(x) mit ( x — h) T moge die ganze 
Funktion <p(x) liefern, die vom Grad n — r ist: 

< 2 > -*(*). 

Dann ist <p(h) =t= 0, da nochmalige restlose Division mit x—h nicht 
moglich sein soil. Weil ferner w (ft) 4=0 ist, bedeutet der Bruch 


eine endliche und von Null verschiedene GrSfte, und zwar eine Kon- 
stante. Nun fassen wir die Funktion u{x)—hcp (x) ins Auge. Sie ist 
eine ganze Funktion vom hochstens ( n — l) ten Grad. Fiir x =h nimmt 
sie den Wert u(h)— lc <p (ft) an, der nach (3) gleich Null ist. Mithin 
mufi sie mit x — ft ohne Rest teilbar sein. Die Partialdivision liefert 
also eine ganze Funktion yi (x): 

(4) _ r(t)y 

und diese Funktion y (x) ist vom hochstens (n — 2) ten Grad. Aus (4) 
und (2) folgt: 


daher: 


u(x) = Jc<p(x) + (^ — h) ip(x ), v(x) = (x — h) r <p(x ), 


u ( x ) fc I_ (x) 

v (x) (x - h) r (x — h) r ^ 1 (f(x) 


Der letzte Summand ist eine gebrochene Funktion, deren Nenner 
vom Grad n — 1 und deren Zahler yj (x) von niedrigerem Grad ist. 
Da der Nenner den Faktor x—h noch (r — 1)-mal enthftlt und es 

1 Man versteht das Folgende vielleicht besser, wenn man zugleich das 
1. Beispiel auf S. 606 mit durcharbeitet. 
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wohl moglich ist, daB auch der Zahler y>(x) diesen Faktor einige 
Male aufweist, wollen wir annehmen, die dem Zahler und Kenner 
eemeinsamenFaktoren x-h seien fortgehoben worden. Dann ergibt 
sich eine Darstellung von der Form 

ujx) __ fe r (*) 

( 6 ) v(x) (x-h) r t>, <x)' 

worin der letzte Summand eine nich't kurzbare gebrochene 
Funktion ist, deren Kenner von niedrigerem Grad als » 
und deren Zahler von noch geringerem Grad ist. 

Da nun 


(?) 


■ dx = ■ 


: j + konst. 


„ (s x-hY"" r-l (x-h) r 

ist, tails r *1 ist, und da im Fall r =1 die Formel gilt: 


( 8 ) 




= Jcln {x — h) + konst.. 


\ w / J * — to 

liefert (6) eine sogenannte Reduktionsformel (vom lateinischen 
reducere, zuriickfuhren): 

... /’u(x)j f _ h. — dx+f^^dx. 

(9) J- V ^) dx -J (x-ny */ %(-) 

Sie fiihrt namlich die Auswertung des Integrals (11 auf die des Integrals 

(10) /too dx 

zuriiek, dcssen Integrand ebenso wie der des 

nicht kurzbare gebrochene I^nktion ,& ^ Kenuer hat. 

Integrand im Zahler einen g en | neueiJ Integranden einen 

'geHn^ct’cn ^r^^^dlr Neni^er^u 

^ukt— 1 ^ 3* Integrals (10) 

von dorselben Art zurttckgefilhi t. g0 kann man es auf 

Was nun dies neue Intcgial (10) - inen 'Wert von x 

dieselbe Art waiterr vereinfachen. sobdd m • beaehtc, wie 

kennt, fur den der Kenner u^a:) gleich Kull ^ ^ ^ na( . h (2> 

v, (x) aus (x—h) rl <p(%) entst c jaB der neuc Kenner 

gleich (x~h) r y(x) ist. Daraus erken igt iul d daB alle 

i'j (x) im ulten Kenner v ^. al ? .^ NuU wird, zusammen mit dem 
IVertc von *, fttr die * x (*) . Wert0 von a: ausmaeht, 

Wcrte x -A die Gcsamtheit aller derjen g ^ ^ Mjm kann 
fiir die Ubcrhaupt der alte Kenner v (x) gl 
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deshalb durch wiederholte Amvendung der Reduktions- 
formel das vorgelegte Integral (1) vollstandig berechnen, 
sobald man alle Werte von x kennt, fiir die der Nenner u(a:) 
des Integranden gleich Null wird. 

1. Beispiel: Als Integral (1) sei dieses vorgelegt: 

f x 3 -5x 2 + 13x + l 

J tf-b&+<!>x* + ±x-3 ax ' 

Hier ist v{x), der Nenner des Integranden, gleich Null fiir x = 2, wovon man sieh zu- 
nachst iiberzeugen moge. Daher konnen wir 2 als die Zahl h benutzen. Die 
Partialdivision von v(x) mit x — 2 liefert x* — 3 a 2 + 4. Man bemerkt nun, 
dafi sich diese Funktion abermals mit x — 2 ohne Rest teilen laJBt. Das Ergebnis 
ist a: 2 — x— 2. Nun ist wieder die Partialdivision mit x — 2 ohne Rest moglich, 
wodurch x + 1 hervorgeht. Demnach ist 

V 0*0 = ( x ~2) 3 (x + 1), 

so dafi der Nenner v (x) nur fiir x = 2 und x =* — 1 gleich Null wird. Folgiich muB es 
moglich sein, das vorgelegte Integral nach dem auseinandergesetzten Verfahren voll¬ 
standig zu berechnen. Da A — 2 ist, zeigt die Yergleichung der letzten Formel mit (2), 
daB r = 3 und (p (x) = x -f- 1 ist. Der Zahler u (x) des Integranden ist, woven man sich 
iiberzeugen moge, weder fiir x — 2 noch fiir x — — 1 gleich Null, also die gebrochene 
Funktion u (x): v (x) in der Tat nicht weiter zu kihrzen. Wir berechnen nun 
<p(h) = <p (2) = 3 und u (A) = u (2) = 15, so daB (3) den Wert h - 5 liefert 
Weiterhin kommt daher: 

u (x) - k (p (x) = a: 3 - 5a: 2 + 8 k - 4 . 

Diese Funktion muB, vgl. (4), ohne Rest rait a: - 2 teilbar sein. Die Partialdivision 
liefert m der Tat die ganze Funktion xp (x) = a* - 3 x + 2. Demnach lautet die Glei- 
chtrng (6) jetzt so: 

u(x) __5_ x 2 - 3 x + 2 

v (a) (x - 2) 3 + (x - 2) a (x + 1)' 

Der letzte Summand ist eine gebrochene Funktion, die sich noch eimnal mit x — 2 
kiirzen laBt, weil a a —3»+2 dividiert mit x — 2 den Wert x — 1 liefert. Man 
bekommt also einfacher: 


u (a) _5 x — 1 

v (x) {x - 2) a + (i - 2) (x + lj ‘ 

Dies ist im voriiegenden Fall die Gleichung (6), und die Reduktionsformel (9) liefert 
nut Rucksicht auf (7) fur r = 3: 


/111 f — + 13 a + 1 j - 1 6 r a:-l 

J *-5*? + <>x 2 +4x-8 d 2 [x-2)(i + i) Ax - 

Demnach handelt es sich weiterhin nur noch urn die Auswertung des Integrals: 

/ X — 1 

l^W&TT) dx - 

wprwtl° n n!f 6m ak ° daS ° ben ausein andergesetzte Verfahren anzu- 

wenden. IJnter u(x) mrd daher numnehr x-1 und iinter v(x) das Produkt 
(x -2)(x + 1) verstanden. Wieder ist h = 2, da v(x) den Faktor x~-> hat. 
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Weil aber dieser Faktor nur einmal auftritt, ist jetzt r = 1, und (2) gibt 
<p(x) — x + 1, also <p (h) =5 (p (2) = 3. Da ferner u (h) — u(2) = 1 ist, gibt (3) 
die Konstante k~ J. Weiterhin wird u(x) — k<p (x) gleich | a; — ^; nach (4) ist 
daher *}>(x) = $. Mi thin liefert (5) jetzt: 

«(«) _ _t_ , t 

t; (sc) sc 2 •# + 1 ’ 

Also ist; 

f ’(xZlJFT'I)^- y In (a - 2) + |- In (* + 1) + konst. 

Einsetzen dieses Wertes in (11) gibt schlieBlich: 

s 8 - 5 x 2 + 13 x 4-1 , 6 1 . 2 

‘- 6?+6*+1^~8 = “ W- 2f + F to (*- 2 )+ 8 ln (* + 0 + konst. 

Das auf der Reduktionsformel (9) beruhende Integrationsverfahren 
hat aber noch einen Mangel. Dies zeigt die Anwendung auf das folgende 
Beispiel. 



2 . Beispiel: In 


r ax 
J ax 2 -f- 


b x -f c 


seien «, ft, a, b, c Konstanten. Insbesondere sei a =|= 0. Hier ist v (x) die quadra- 
tisfche Funktion ax 2 -f bx + c, die nach (2), S. 110, gleich Null wird fur die Werte 

von x. Bezeichnen wir diese Werte mit h x und h 2 , so hat also v(x) die Form: 
v(x) ~ a (x — h x ) {x — h 2 ). 

Zunachst wollen wir annehmen, daB h x von h 2 verschieden sei, d. h, daft 
b 2 — 4 a c 4= 0 sei. Wird dann h x als die beim allgemeinen Verfahren mit h be- 
zeichnete Grdfie benutzt, so ist r =s ^ da der Faktor x = h x in v ( x ) nur einmal 
vorkommt. Aus (2) ergibt sich q ( x ) -■■■ a (x — h 2 ). Demnach ist jetzt q ( h ) der 
Wert a (h x — h 2 ), so daB (3) wegen u (x) » « x-\- ft liefert: 

j « h x + ft 
" a~(h x ~ Q' 

Die Funktion u(x) — k <p(x) ist jetzt; 


ax -\~ ft — ka{x — )u) 


<*lh + p 


Demnach gibt (4) als Wert von ty(x) jetzt die Konstante: 

'«*>—“i-T?. 

so da 6 (5) so lautet: 

u(x) _ a h x 4 - ft 1 a h 2 j- ft 1 
v (ji) a (Aj hg) fl: a (/ij ^2) z **■"* ^2 

Demnach kommt: 
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dx = f - In (x - h) - 4^^ In (* - *0 + konst - 

y a a ; 2 + ft aj -l- c a u (^1 ~ ^2) 

Setzt man hierin die oben angegebenen Werte von h x und h 2 ein, so ergibt sich: 


( 12 ) 


/- 
J a 


a x 4- £ ^ 

a: 2 4- & # + £ 


= /—*4 - - == W(2fls + 2> — |/& 2 ~~ 4ac) 

\2a 2a|/& 2 ~ 4ac) 

+ (-- - f In (2 ax + b+ ]/b r -Tac) + konst. 

\2 a 2 a]/b 2 — 4 a c) 


Allerdings erscheinen die Numeri der Logarithmen eigentlich zunachst noch mit dem 
Nenner 2 a. Da aber 

. 2 a x 4- b — ]/b 2 — 4 ac , /n , , I/T r-^ , 

In-——--— In (2 a x -f b ~ ]/ b 2 — 4 a c) — In (2 a) 

2a 

ist, leuchtet ein, dafi dies nur auf die Addition von Konstanten hinauskommt, die zur 
willkiirlichen Integrationskonstante geschlagen werden konnen. 

Wie gesagt, gilt das Ergebnis nur im Fall b 2 - 4 a c 4 = 0. Aber auch, wenn 
die Losungen h x und h 2 der quadratischen Gleichung a J* + bx-\- c = 0 nicht reell 
sind, d. li. wenn b 2 — 4 a c < 0 ist, kann man (12) in dieser Form nicht gebrauchen, 
da <lann die Numeri der Logarithmen die Form p + iq haben, wo p und q zwar reell 
sind, aber i die imaginare Quadratwurzel aus — 1 ist. Derartige Groilen p -j- i q heifien 
bekanntlich komplex oder auch, weniger genau, imaginar. Man nennt sie rein ima- 
ginar, wenn p = 0 ist, d. li. wenn sie die Form iq haben, wo q reell ist. Wir haben 
gar nicht erortert, was unter dem natiirlichen Logarithmus einer komplexen Grdlle 
zu verstehen ist; dies zu tun, wiirde uns auch zu weit fiihren. Deslialb schlagen wir 
im Fall b 2 ~ 4 a c < 0 oder also 4 a c — b 2 > 0 einen anderen AVeg zur Integration 
ein: Indem man die bekannte Erganzung von ax 2 + bx zum Quadrat (S. 107) aus- 
fiihrt, kann man den Nenner des Integranden so umfonnen: 

ax 2 -f h|c = a(a: 2 4--^2)-f c 


-«[(■ 


x 2 4 - x 4* 

^ a ^ 4 


b 2 \ 
4 a 2 ) 


X + ta) + 


+ c- 


b 2 

4a 


Man boachte, daJ3 die liier auftretende Quadratwurzel wegen 4 a c — b 2 > 0 reell ist. 
Nun fiihren wir 


"(• + rj 


. V^ ac — b 2 _ 2ax + b 


2 a 


]/4 ac-b 2 


als neue Verzindcrliche ein. Dann geht der Nenner des Integranden offenbar in 
(4 a 0 — & 2 ) {z 2 -j- 1): 4 a iiber. Aufierdem ist 


2 ]/4 a c — b 2 — b 
2 a ! 


also 


d x = 


]/4 a ( 


b 2 


dz , 


so dab kommt: 


r ^jLi+i dx= r(sL_ 

J ax 2 + & a + c J \ a z 2 


+ 


2 p a — ah 


4-1 a]/4ac - b 2 z 2 + 


rO 


d z . 
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ihts stehende Integral lafit sich zerlegen in 

— f 2g | — «& r d 2 

2a J s*+l aViac-lfiJ z* + 1 
her soforfc auswerten: 


« , /i , n , 2pa — al 

— In (z* 4- 1) 4-arc tg 2 4- konst. 

2 a aJ/4ac -& 2 

wir bedenken, dafi dcr Numerus z 2 + 1 des Logarithms bis aut einen 
ten Faktor gleich a x 2 4 - b x 4 - c ist, der konstante Faktor aber nur 
constanten Summanden im Ergebnisse liefert und dieser Summand zur 
ichen Integrationskonstante geschlagen werden kann, erhaiten wir schliefl- 
rch Einfiihrung von x statt z : 


\ a 


axi+J7T~c dX ~ ra ln (aX + bx + C) 

. 2pa — ab . 2 a r -f & 

+ —;======== arc tg . 


a J /4 a < 


• fc 2 


’ ]/4ac-b 8 


- konst., 


war gilt diese Formel im Fall 4 a c — i 2 > 0. 

shliefilich ist noch der Fall 4ac ■— & a — 0 zu erledigen, d.h. die Aimahme zu 
, dafi die quadratische Gleichung a a* 4 * b x 4 - c zwei gleiche Losungen habe, 
xnit h bezeichnen, namlich h = — l: 2 a. In diesem Fall wird der Nenner v(a) 
%{x — h)\ so dafi die in der allgemeinen Batrachtung atif S. 604 mit r 
xete Zahl gleich 2 ist. A us (2) folgt (f ( x ) = a , aus (3) folgt k = (ah+ p) : a, 
u(x) — k(p(x) gleich a (r ~ h) wird. Aus (4) geht mithin \p (x) = « 
Somit gibt (5): 

u (x ) «h -h p 1 j* 1 

v (zj ^ a (x — h)* a x — h' 

kommt: 


A 


« £C* 4 m P 
a x 2 4 - l x 4 - c 


Ax 


“ 7 ^ 4- ln (x — h) 4- konst. 


lich wird A = —1:2 a eingesetzt. Der dann im Numerus vorkommende 
2 a gibt nur zu einem konstanten Summanden Anlafi, der zur willkiirlichen 
fcionskonstante geschlagen werden kann, so dafi hervorgeht: 


/; 


a x 4- P 
a x 2 4 l x 4 » c 


Ax ■ 


2 17+1 + T ln{2a£ + i )+ koMt ” 


war gilt diese Formel im Fall 4 ac— 4* ■» 0. 


l diesem Beispiele konnten wir di e Schwierigkeit iiberwinden, 
sich durch nicht reelle Losungen h der Gleichung 
=0 einstellen. Ehe wir zeigen, dafi man diese Schwierigkeit 
iiberwinden kann, soil jedoch noch dargetan werden, wie sich 
ndergebnis der Integration einer gebrochenen Furiktion u(x):v (a;) 
fcet, wenn man das zu Anfang dieBes Paragraphen auseinander- 
te Reduktionsverfahren wiederbolt anwendet. bis man alle Lfi- 
i der Gleichung n ten Grades v(x)~0 aufgebraucht hat. 

»e f f cr &, Lebrbuch d. Mathematik. 89 
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Dabei ist einiges iiber die Losungen einer Gleichung n ten Grades vor- 
auszusehicken: Auf die Frage, ob irgendeine vorgelegte Gleichung n ten 
Grades 

a n x 11 + a n „ x x n “ 1 + • • • + a 2 % 2 + a; + a 0 = 0 

Uberhaupt Losungen x hat, sind wir bisher ganjicht eingegangen. Wie 
auf S. 109 bemerkt wurde, kann man diese Frage bejahen, wenn der Grad 
n der Gleichung nicht groBer als 4 ist. Was dagegen Gleichungen von 
hoherem als viertem Grad betrifft, so ist die Beantwortung der Frage 
keineswegs leicht. Der groBe deutsche Mathematiker Gauss (1777—1855) 
hat im Jahre 1799 den ersten Beweis daftir gegeben, daB in der Tatjede 
Gleichung n tm Grades mindestens erne Losung hat, aber diese Losung 
braucht nicht reell zu sein. Auf den Beweis konnen wir nicht eingehen, 
da er zu schwierig ist. Wir miissen den Satz aber trotzdem benutzen. 
Ausnahmsweise stiitzen wir uns also hier auf eine Tatsache, deren Beweis 
auBerhalb der Grenzen liegt, die wir uns ziehen miissen. 

Unter v(x) war oben eine ganze Funktion w ten Grades verstanden. 
Wir nehmen jetzt also an, daB h eine Losung der Gleichung n tm Grades 
v(x) = 0 sei, d. li. daB die Funktion v(x), nach Satz 5, S. 102, in 
das Produkt aus x— \ und einer ganzen Funktion ( n — l) teu Grades 
zerlegbar sei. Nach dem Satz von Gauss hat null aber auch die 
Gleichung, die durch Nullsetzen dieser ganzen Funktion (n—l) teu 
Grades entsteht, eine Losung A 2 , d. h. von der ganzen Funktion 
(n — l) tcu Grades kann nach Satz 5, S. 102, der Faktor x — h 2 ab- 
gesondert wcrden. Demnach hat v (x) selbst die Form des Produktes 
aus {Xt — 7*i) (x — li 2 ) mit einer ganzen Funktion (n — 2) teu Grades. 
So kann mail weiterschlieBen. Durch wiederholte Anwendung des 
Satzes von Gauss geht also hervor, daB v(x) das Produkt aus n 
Faktoren x — h x , x — /t 2 , ... x — li n und einer ganzen Funktion nulltcn 
Grades, d. h. einer Ivonstanten a ist: 

(15) v(x) =a(x — h x ) (x — Ji 2 )... {x — h n ). 

Die Konstanten h v h 2 ... h n sind Losungen der Gleichung n tm Grades 
v(x)=0 , und zwar alle ihre Losungen. Jede ganze Funktion 

Grades ist nach (15) ein Produkt von n linearen Funk- 
tionen mit einer Konstanten. Die Zerlegung (15) von v(x) kann 
man aber nur dann wirklich ausfuhren, wenn man alle n Losungen der 
Gleichung n ten Grades v(x) =0 berechnet hat. 

Unter den n Losungen 7i. x , A 2 ,... h n der Gleichung n ten Grades 
v (x) = 0 konnen Iibereinstimmende vorhanden sein. Wenn z. B. 
h t ==^2 = * * * —ist, aber alle tibrigen Losungen h rJhl .. ,h n von h t 
verschieden sind, heiBt h x eine r-fache Losung. In diesem Fall lfiBt 
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sich von v (x) der Faktor ( x — h t y absondern. (Auf S. 604 hatten wir 
also angenommen, dafi die dort mit h bezeichnete LBsung r-fach sei.) 

Die Losungen der Gleichung n u " Grades v ( x ) — 0 brauchen nicht 
reell zu sein. Wir wollen annebmen, daB x— p+iq eine komplexe 
Losung sei, d. h. daB p und q reell seien, wahrend i = [/ — 1 ist. Da 
v (x) die Form a n x n + a n _ x x n ~ l + • - - hat, ist dann 

a n ( : V + * IT + 0.-1 (P +■ iq)*- 1 + --.== 0 . 

Rechnet man die Potenzen aus, indem man dabei davon Gebrauch 
macht, daB t 2 == — 1 ist, so bekommt man links reelle und mit i 
behaftete Glieder, also im ganzen einen Ausdruek von der Form 
P +iQ, wo P und Q reell sind. Da nun P +iQ =0 sein mufi, ist 
einzeln P=0 und Q. — 0. Mithin ist auch P — i Q = 0. Abcr 
P — iQ geht hervor, wenn man x=p — iq in die Funktion v (x) 
cinsetzt. Also ist auch p — iq eine Losung der Gleichung v(x) =0, 
d. h.: Wenn eine Gleichung n tcu Grades die komplexe 
Losung p+iq hat, kommt ihr auch die Losung p — iq zu. 
Man nennt GroBenpaare von der Art p -[-iq und p — iq konjugiert 
komplexe GroBen. Ihr Produkt ist reell, namlich gleich p 2 -f- q 2 . 

Wenn nun p+iq die mit \ bezeichnete Losung und p — iq die 
mit h 2 bezeichnete ist, hat v (x ) nacli (15) die Form 

v(x) —a(x — p — iq) (x — p + iq) (x — h 3 )... (x— h n ) 

= a ((* - pf + q 2 ] (x — h 3 ) ... (x — h n ). 

Sondern wir den reelien Faktor (x— pf + q 2 ab, so kbnnen wir fur 
das tJbrige dcnselbcn SchluB machen. Falls also li 3 eine komplexe 
GroBe ist, muB die konjugiert komplexe GrbBc unter h t ... h H ent- 
halten sein, usw. Daraus folgt: Falls p -[-iq cine gcrade r-fache 
komplexe LBsung eincr Gleichung n teu Grades ist, kommt 
der Gleichung auch die konjugiert komplexe GroBe p — iq 
als cbenfalls gerade r-fache LBsung zu. 

Zun&chst werdc angenommen, daB die Gleichung w tl '" 
Grades v(x) =0 lauter einfache Losungen, d. h. n verschie- 
denc LBsungen h 2 , h 2 ... h n habe. Alsdann mag das allgcmcine 
Integrationsverfahren, das auf S. 604 u. f. auseinandergesetzt wurde, 
damit begonnen werden, daB h 2 als die dort h genannte LBsung 
benutzt wird. Da dcr Faktor x — h x nur einmal in v(x) steckt, 
ist die Zahl r der Formel (2) gleich Kins. Mit Riicksicht auf (15) 
kommt also : 

(r) = a {:<' — h 2 )... (x — h n ), 


39 ’ 
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so daJ3 (5) gibt: 

= h ,_ ^ (a?) 

«(«) a; — h t " T ~ a(x— A,)... (a — * 

Hierin ist ^ die in (3) mit Tc bezeichnete von Null verschiedene 
Konstante und %p (x) eine ganze Funktion vom hochstens (n — 2) tCtt 
Grad, die keinen der Faktoren x ft 2 ,... x — h n enthalt. Man kann 
daher eine entsprechende Umfomung mit dem letzten Glied dieser 
Gleichung vornehmen, wenn man unter h die Grofie h 2 versteht. 
So kommt, indem k 2 eine von Null verschiedene Konstante und 
%(x) eine ganze Funktion vom hochstens (n— 3) ten Grad bedeutet: 

_ ± M ___ j_ x (a) 

a (x — h 2 )... (x — h n ) x - a (x - \)... (x - h n ) 1 

d. h. nach Einsetzen dieses Wertes in die vorhergehende Formel: 

*(*) = h 4 h 4 _*(«)__ 

v(x) x — h r ‘ x — h t ' a (x — h z )... (x — h n )' 

Da man in derselben Weise fortfahren kann, ergibt sich schliefilich; 
Falls die Gleichung n ten Grades fl(#)=0 lauter einfache L5- 
sungen \,h 2 ... h n hat, ist die nicht zu kiirzende gebrochene 
Funktion u(x):v(x ), deren Zahler von niedrigerem Grad 
als der Nenner sei, m der Form darstellbar: 


( 16 ) 


h , h 

v(a;) x — hi* x — h 2 

% 



wo k 2 ... Tc n \on Null verschiedene Konstanten sind. 


Man nennt dies die Partialbruchzerlegung der gebrochenen 
Funktion. Wirklich ausfuhren kann man die Zerlegung allerdings nur 
dann, wenn man alle Losungen der Gleichung n Un Grades v (x) — 0 
kennt. Die Konstanten k lt k 2 ...k n lassen sich dann auf Grand der 
Formel (3) berechnen. Aber bequemer und leichter dem Gedfichtnis 
einzupragen ist folgende Art: 

Multiplikation von (16) mit x-\ gibt, da v(x) nach (15) das 
Produkt von a mit (x — A x )... (x - h n ) ist: 


«(*) 

fl (* — A,) . . . (® - 


= &1 + ( X ■ 


_k_ I 
s-VT 


wo im linken Nenner sowie in den Nennern. die in den eckigen Klammern 
enthalten sind, nicht vorkommt. Da nun, falls die Konstanten 

k 2 . . ,k n richtig nach (3) berechnet worden sind, die Gleichung 
fiir alle Werte von x gelten muB, besteht die Gleichung auch Mr 
x=h 1 . Weil dann das letzte Glied Avegen des Faktors x—h, gleich 
Null wird, kommt also: 
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= \ . 


« 1*1 -*«)... (*»-*») 

1st fc, berechnet. In entsprechender Weise findet man Jfc 2 ... ] fc n . 

il«i*pi*l: X,iegt; das Integral 

f 4a : 2 — a; — 15 , 

J o^ — 4a: 2 ~a:-f4 

rkunnt ma,ix leicht, dafi t?(«) oder x 3 — 4 a : 2 — a; -j- 4 fiir x = l Z u Null 
mit *—1 dividiert, geht x 2 -3a:-4 hervor, und dies 
llu * ^leich Null f iir a; = 4 und x = — 1- Demnach ist: 

~~ 4a : 2 — a; -f- 4 = (a; — 1 ) (x — 4) (x -f- 1). 
al brnr hzorlegung (16) muB daher so aussehen: 

_ 4: 1c . Jc* 

(* " ~-- 


+ 


X) (a: - 4) (a: + 1)' a: - 1 a? — 4 ~ r x + 1' 

I lioch die *Werte der Konstanten Jc v Jc z , k 3 zu ermittcln. Multiplikation 

**wt x - X gibt: 

4 ^ a; — 15 _ f ^ , h 1 

(* — 4 ) (* + i) + (* 1 > [a; _ 4 + * + lj ’ 

aftttt nun in stoesondere x — 1 an, so kommt 
— 12 

—j-—— = fa , d. h. jti = 2 . 

— 3.2 

bfc Multiplication von (17) mit x — 4: 

4 x® — a; - 16 


C* — X)(* + 1)‘ 
htm x *« 4 liefert also: 

46 

3. 6 ~~ 


= A;* + (x 




x + ll* 


k z , d. h. A'a = 3 . 


gibt Multiplikation von (17) mit x + 1: 


(* — l )(*-0 

Ynnnhme * = — 1 liefert: 

- 10 

2 ,j6 

Jt<*t die Zerlegung (17) so: 

4 a«-a: g 15 
a? 1 — 4 x* — x + 4 


it,, d. h. 


• 1 . 


2 , 3_1_ 

: — 1. x — 4 i + l’ 


it: 

lac* *: 

..J 4 x* sc 


16 - da: = 2 In (a: — 1) 4- 3 In (x - 4) -ln(a: + 1) + 


konst. 
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Falls die Gleichung n ten Grades v(x)=0 lauter einfache Losungen 
hat, ergibt sich wie in diesem Beispiel allgemein durch Integration 
von (16): & 

«“) 

^ln(a: — h 1 )+lc 2 ln(x — *,)+... + k n (x — h n ) + konst. 

Wenn aber h lt h 2 .. .Ji n nicht durchweg reell sind, ist diese 
Darstollung unbrauchbar, da dann Logarithmen mit komplexen 
Numens auftreten. Nehmen wir z. B. an, daB \ komplex, also von 
der Form p iq sei. Nach dem oben Auseinandergesetzten ist 
dann eine andere Losung der Gleichung v(x) =0 die konjugiert 
komplexe Grofie p—iq. Wir konnen sie als die Losung h 2 benutzen. 
Wenn man nun nach dem auf S. 612 u. f. angegebenen Verfahren 
die zugehorigen Konstanten und k 2 bereehnet, findet man, daB 
sich die Ergebnisse nur durch das Yorzeichen von i unterscheiden, 
d.h.: Auch fiir \ und fc a gehen konjugiert komplexe Werte, etwa. 
die Konstanten x+iX und x—iX hervor. Die beiden ersten 
Glieder rechts in (16) sind dann: 


(19) l±iA . 

x-p -iq ” r x - p + iq- 

Bringt man.sie auf einen Nenner, so wird ihre Summe reell: 


2x( 3— p) — 2Xq 
{x-pf + f '• 

Nach (16) ist also jetzt: 


/*«M 

■J v (x) 


dx = fl x J x SZll-* X <l. dx 
J (x-p)* + q* aX 


+ k 3 In (x — h 3 ) -)- k n In (x — h n ) + konst. 

Das noch auszuwertende Integral rechts ordnet sich dem unter (13) 
mi 2 Beispiele berechneten Integral unter, da hier wie dort der Nenner 
des Integranden nur fiir komplexe Werte von a; gleich Null wird In¬ 
dent man also wie auf S. 608 die neue Veranderliche 


einfuhrt, findet man: 



/ 


2 x (x — p) 

( x ~ + 3 




- x In (z 2 -f-1) — 2 X arc tg z -j- konst. 


— * In {{x—pf + ff] — 2 A arc tg -f konst. 

In dieser Weise kann man, indem man die auf konjugiert komplexe 
Losungen vonu(a:)=0 beziiglichen Glieder der Partialbruchzerlegung 
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(16) paanveise zusammenfaBt, das Ergebnis der Integration yon alien 
imaginaren Bestandteilen frei machen. 

Bisher haben wir angenommen daB die Gleichung n tea Grades 
»(*) =01«te r verschiedene Lbsungen babe. Wenn dagegen eine 
r-fache Losung Ji vorhanden ist, also etwa \... h samtlich den- 
selben Wert h haben, treten an die Stelle der r ersten Summanden 
m der Parti albruchzerlegung (16) andere. In diesem Pall ist namlieh 

v(x) = a(x — Kf (x - h r+l ) ...(x~ \), 

also nach (2), S. 604, die Funktion <p (as) gleieh a(x+h r . (x — h.\ 
so dafi (5) gibt : 

“(*) __ A _, __ ifr(a) _ 

v W ( x ~ h Y «(* - A) r-1 (a - h t+1 ) ... (a - h H ) ‘ 

Hier kann man den letzten Sumnianden entsprechend behandeln, denn 
sein Nenner stellt, gleieh Null gesetzt, eine Gleichung (w— l) ten Grades 
dar, die h als (r — l)-fache Losung hat. Aber man muB bedenken, daB 
der Zahler y> (x), wie schon auf S. 605 bemerkt wurde, ebenfalls den 
Faktor x — h einmal Oder mehrere Male aufweisen konnte, so daB sich 
der Bruch mit ihm kiirzen lieBe. Nimmt man an, daB dann der Nenner 
x—h .nur noch in der s tm Potenz statt in der (r — l) te » enthalte, so 
kann man die gebrochene Funktion in derselben Art wie u (x): v (x) 
umfornien; nur tritt eine ganze Zahl s < r an die Stelle von r.. Dem- 
nach bekommt der letzte Summand die Gestalt: 

Kon st. . _ x (x) _ 

(* ~ A) 5 a(x- ft)* -1 (x - h r+1 )... (x - h n ) ' 

Wir erhalten daher 

u (x) _ k . konst. . x (x) 

v(x) (jj— h) r (x — ft)* a(x — hY -1 (x — h r+1 )... (cc — h n ) 

Indem wir in derselben Weise weiterschlieBen, bis der Nenner des 
letzten Sumnianden gar keinen Faktor x—h mehr aufweist, iiber- 
sehen wir, daB sich schliefllich als allgemeine Formel ergibt: 

k | konst. , konst. , , konst. 

___ + _____ + + ...■+ ~ _ h 

j_ o* (*) 

" r a (x - h r+1 )... (x - h r ) * 

wo (o (x) eine ganze Funktion von niedrigerem Grad als der zugehoriga 
Nenner ist und keinen der Nennerfaktoren x— h r+1 bis x— h n enthalt. 
Die Konstante 7c ist von Null verschieden, die iibrigen Kon- 
stanten dagegen kbnnen auch den Wert Null haben. Der 


( 20 ) 


U ( X ) 
«(*) 
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letzte Summand in (20), dessen Nenner fur x=h r+1 , . ..& tt gleich 
Null ist, \rird weiterhin nach dem allgemeinen Verfahren umgeformt. 
Man sieht also: 

Wenn unter den n Losungen ft l5 h 2 ...h n der Gleichung 
n^ 11 Grades v(x)=0 eine r-faclie vorkommt, also etwa 
h 2 . . . h n samtlich denselben Wert haben, dagegen 
h r+1 ... h n nicht, tritt in der Partialbruchzerlegung (16) an 
die Stelle der r Summanden 

ji I ^ l I Jc r 

x — h x ‘ x — /i 2 ‘ * “ * ‘ x — h r 

eine Summe von der Form: 


konst. 


(21) - ~~ -p --y -r. . . i-- , 

(x — hy (x — h) Tl x — h 

wo die Konstante h von Null verschieden ist. Das uber die 
Summe (21) erstreckte Integral laBt sich ohne weiteres ausrechnen. 

4. Beispiel: Der im 1. Beispiel vorkommende Integrand zerlegt sieh so: 


x 3 — 5 x 2 4- 13 x -f 1 


i + ■ 


; 4- 


I 


a 4 — 5 x 3 4* 6 x 2 4- 4 x — 8 (x - 2f 1 x— 2 " r x + 1 

Die Gleichung & — 5 rc 3 -f- 6 a; 2 -f- 4 a? — 8 — 0 hat namlich die dreifache Losung 
x — 2 und die einfache Losung x — — 1. 

Die betrachtete r-fache Losung x = h von v (x) = 0 kann nun 
die komplexe Form p -\~iq haben. Nach dem oben Gesagten ist 
dann auch die konjugiert komplexe Zahl p-iq eine r-fache Losung. 
In der Partialbruchzerhjgung (16) von u (x): v (x) treten also jetzt 
nach (21) an die Stelle von 2r Summanden Glieder von der Form: 


+ 


( x — P — iq] 
l 


7r + 


konst. 


(x 


{x — p-\-iq) r [x _ p _j_ qy l 


- V - i<L) 
konst. 


7r-l + • - 


konst. 


x-v-iq 

konst. 

x ~ p + iq 


und fur die konstanten Zahler in der ersten Zeile ergeben sich komplexe 
werte aus denen die entsprechenden konstanten Zahler in der zweiten 
ZeUe hervorgehen, wenn man i durch - i ersetzt, so daB wieder ' 
entsprechende Zahler konjugiert komplexe Zahlen sind. DaB infolge- 
essen le ejden rechts zuletzt stehenden Summanden zusammen 
ernen reellen Bruch liefern, dessen Integration ausgefuhrt werden 

iShklbTi 6 die Betrachtun & der Summe (19) gezeigt. 

zutehaJS sc “ 1 ® Bhch , nur noch zu zeigen, wie zwei Summanden 

Sht^tr, deren Nennem nicht die ers te, sondem eine 

hbhere Potenz vorkommt, Dabei geniigt es, die beiden ersten 



§ 3. Besondere Integrationsverfahren. 


617 


Summanden zu nehmen, wo k=x+iX und X—k—H sei. 
lauten so: 

* + a __ 

(* “ V - » «) r (* - P + i qf ' 

Ihre Integration tragt zum Werte des Integrals 


die Summanden bei: 



x 


x 4* i X 1 y. — i X X 

r — 1 (a — p — i q) r ~ l r — 1 (x — p + i q) r ~ l 


Sie 


Sie sind zwar einzeln nicht reell, aber ihre Sunime ist reell, derm wenn 
man sie auf einen Ncnner bringt, kommt: 

1 (x_ + i X} (x — p + i qY~~ 1 -f*. i X) (x~~ p — i q) r ~" 1 

' r - r ~ ~. T(® - pf+ /j r ~ T ' ■ 


Hier ist der Nenner reell, und beun Ausrechnen der Potenzen im 
Zahler heben sich alle mit i behafteten Glieder fort, weil der zweite 
Summand im Zahler aus dem ersten entsteht, wenn man i durch — i 
ersetzt. Mithin bekommt man, schliefilich stets ein reelles 
Ergebnis. 


5 . Be is pi el: Liegt das Integral 


A 


d x 


vor, so ist ??(x) = (x a + l) 2 * (x — i) a (a: + t) a , d. h. die Gleichung 4 . Grades, 
v (a;) * 0 hat die Doppellbsungen x =» i und x *= — i Die Doppellosung i liefert 
nach (21) fttr die Partialbruchzerlegung zwei Glieder von der Form 


k konst, 

(x — tj* x-~i 


die Doppelldsung — i zwei Glieder von der Form 

l konst, 

(x f t i 2 x + i 


Dabei sind k und l konstant. Die Partialbruchzerlegung des Integranden mu6 also 
so aussehen: 

✓22) _ 1 fe , t l konst. konst. 

(« — if (x 4- if ** (x — i)* (a? + tj* x — i x + t ’ 

Urn k zu berechnen, multipliziert man mit (x — i ) 2 und setzt dann x = i, wodurch 
— £ » k hervorgeht. Entsprechend ergibt sich Z ** — J. Nach (22) ist deshalb 

konst, konst. _ X 1 , 1 

aj — i x 4- % (x — *)* (x 4- i f 4 (x — ij a 4 (x 4 - if * 
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Bringt man, die Briiche rechts auf einen Nen^Twobei sich a: - i und x + i «nm*J 
forthebt, so kommt: 

konst. konst. _ 1 __—..I__ 

x — i ' x i 2 (x — i) (x 4 i) 2 (x 9 4 1) 


Mithin haben wir als Gleichung (22) : 

1 1 . _1 

(x* 4 I ) 2 4 (a? 

Die Integration liefert zunachst: 

dx 11 


if 


_ 1 

(x 4 if 


f(£* + f) 


/ 


(z 2 + l ) 2 


1 

4 


• + 


4 a; 4 i 


4 | arc tg x 4 konst. 


Die beiden ersten Summanden rechts verlieren das Imaginary, wenn wir ale zu einen* 
Bruch vereinigen. So kommt schliefilich: 



dx _ x _ 

(z a 4 if ~2(x ! 4 1) 


4 J arc tg x 4 konst. 


Das Vorhergehende lehrt: Man vermag eine gebroch©B0 
Funktion zu integrieren, sobald man s&mtliehe Warte dor 
Veranderlichen anffinden kann, fur die der Nenner dar 
Funktion gleich Null ist. 


6 . Beispiel: Bei einer chemischen Reaktion mdgen sich von zwei Stoffen, 
die A und B Gramm betragen, je a Gramm des einen mit b Gramm des andern ver- 
binden. In t Sekunden seien x Gramm der Yerbindung entstanden, wozu ofenbar 
ax: (a 4 l) und dx: (a 4 b) Gramm der einzelnen Stoffe verbraucht werden, so daB 
zur Zeit i noch 


a x 
a 4 b 


und 


B - 


bx 
a 4 & 


Gramm von beiden Stoffen vorhanden sind. Geschieht die Reaktion so, d&B belde 
Stoffe in vollige Beriihrung miteinander kommen, ohne beachtliche Warme zu <mt~ 
wickeln, so diirfen wir annehmen: Diejenige Stoffmenge dx der Yerbindung, die skh 
im Zeitteilchen dt bildet, ist proportional zur Zeit dt und zu den beiden Staff* 
mengen (vgl. 7. Beispiel, S. 293), also: 


Iz = c(a- (b- 


bx \ 
a + b) 


dt , 


wo c eine dem chemischen Vorgang eigentiimliche Konstante ist. 
GroBe 


dx 

U 




bx \ 


Man nennt die 


die Reaktionsgeschwindigkeit. Da sich die Formel auch so schreiben lEBt: 


dx 


4(a4 b ) 




_a b c 

(« + lf 


dt. 
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gilt fiir die Zeitspanne von t 0 bis t x die Formel: 




B (a + b) 
b 




weim Xq und x x die zu den Zeiten t Q und t x vorhandenen Mengen der Verbindung 
in Grammen bcdeuten. Der Nenner des Integranden wird gleich Nall fiir die 
Werte von x : 

Ji ss ( a ^ __ B (a -f- b) 

1 a ’ 2 b ' 

Nach (16) gilt daher cine Formel: 


f ^(a+J)' 1 ' B («+»)’ 

r ~.. J r " & j — — — - » 

wo Jq und k t Konstanten sind. Man findet 

1 ab j _ —ad 

kl ~ (a+i)(ll-Bfl) ’ *“ '(a + &)(4&-jB«) ’ 

so daft das unbestimmte Integral gleich 

_i_ aar--A(g + l>) . . 

(a+ ii) (i&- B a) & a; — £ (a •+* 5) 

ist. Denmach ergibt sich: 

a b , o;j — A (ci -f~ b) m ax 0 — A ( a -}- b )~\ __ ab e n __ f\ 

(<T+ H b)(A b — B a) n [bxx - B {a -j- b) * bx Q — J3 (a -f &)J ( a 4- &) 2 1 ° 

Man kann die iiber die Iteaktionsgeschwindigkeit geraachten Annahmen durch Yer- 
suche prttfen, denn der aus deni Yorhergehenden folgende Wert 

a + b 1 ^ \ ax t ~ A (a -j - b) t a x Q - A (a + l) ~\ 

c ” TF^TTi ' t L -to ln \bx x -B (a H- b) ' b x 0 - B (a -f b) J 

muB komtant aein, welche Zeitspanne t x - t Q man auch wahlen mag. Die Mengen x 0 
und x x sind zu den Zeiten t 0 und t t zu messen. 

Mane lie Integral e Iassen sich rationalisieren, d. h. durch 
Kinftthrung geeigrieter neuer Ver&nderlicher auf Integrate yon ganzen 
Oder gebrochenen Funktionen zuriickfiihren. Wir geben einige Klassen 
von solchen Integralen an: 

Enth8.lt der Integrand auBer ganzzahligen Potenzen von x noch 
Wurzeln von x, so fiihrt man als nene Yeranderliche einc solche ge- 
brochene Potenz von x ein, von der alle vorkommenden Wurzeln ganz- 
zahlige Potenzen sind. Kommt z. B. die Quadrat wurzel und die dnt e 
Wurzel von « vor, so setzt man die (2.3f oder 6 te Wurzel von x gleich 
einer neuen Vertoderlichen z. 


lc, = ~T- 


(a +b)(Ab-Ba) ’ 


4- konst. 
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7. Beispiel: 


ri+jjjLitt =<*!'{*»■+«*) 
«/ y x 


3 6 __ 

“ I +- 4 = 4 K a; 2 -f- f x ]/x . 


Enthalt der Integrand die Veranderliche x nur In der Funktion e** t 
so setzt man e cx ^=z, Dann kommt; 

fnn^=ft^~dz. 

8. Jeispiel: 

/ dx 1 f dz 1 1 , 

Ji^TT=^ = -J iq^iT=-arctg 2 = T arctg^. 

1st der Integrand eine Funktion von tga; allein, so setzt man 
tgx—z: 

j /(tg*)dn;=y' JM-de. 

9. Beispiel: 

A*"-/A"- f- r jry “-/ (— tA)'* 

== i z 2 — i In (1 + 2 a ) = i tg 2 af-f- In cos oc. 

Entsprechendes gilt fiir Integrate von der Form / / (etg x) d %, 
wo man etg x = z setzt. Dagegen wiirden Integrale von der Form 
//(sin x)Ax und Jf (cos x)dx dnreh Einfiihrung von sin a? = 0 oder 
cos x =2 mit einer Quadratwurzel behaftet werden. Denn wenn z. B. 
z =sinx ist, wird dx =dz: /l — 2 2 . 

Man kann aber, wenn der Integrand nur die goniometri- 
schen Funktionen von x enthalt, die Substitution 

(23) tg£a =2 

machen, urn das Integral zu rationalisieren. Denn dann ist 
nach Satz 17, S. 412. 

(24) sina^—A-, cosa; = |~-, tgx^J^, ctgx = ±~ 


“— T+la’ wa * — T+? ’ L s a; ==- 

und auBerdem: 

(25) 

so daB keitte Quadratwurzeln anftreten. 

10. Beispiel: Wenn a nnd 7> konstant sind, ist: 


dx {* (t 2 1 1 

nsnr-Hti+eM*) =/ a+i = A ln(as+ 1) = tt 1 * <«<***+ 1) - 
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Haufig kommt das Integral 
I = f dx 

J Vac c 2 -j- IwT+c 

vor, das ebenfalls rationalisiert werden kann. Zun&chstist 


ax 2 +bx +c =a(® ) 2 + 

Setzen wir x + (6 : 2 a) =3, so kommt 

J = , 

J Vaz* + k 

wenn die Konstante (4ac— J 2 ): 4a mit A bezeichnet wird. Um die 
Quadratwurzel zu entfernen, fiihren wir die neue Veranderliche 


ein. Dann wird: 


so dab kommt: 


V (x 0 2 -j- k 


rJJEZ 


= ]/(l -at*)* dt ’ 


j — r .j.L. 

Dies Integral ist naeh dem 2. Beispiele zn behandcln. So findet man: 

j _ f _J*£_ 1 | 2a x -f- 6 + 2 V'« V+ c 

./ 1/aX s 4- 6 x + c 2 J/ a 2a x -f- 6 ~ 2 ]/a |'a x* -\- bx c 

fiir a > 0, 


j _ r dx 

~J fbx% : 

J J 'a x* -f 


^ x 2 i/v ■ 1,1 ri 

yWT vh + c ' 


rf x —1 , 2 ax -|- i 

- bx -f- c j/ — a 2 \— a V ax* + bx + e 

fiir a < 0 , 


Auf das Integral J lassen sich alio Integrale von der Form 
f\r- ; v f", ~ dx und /x n \a x 2 + 6 x -f-c dx , 

y y ax* -f- bx + c ,/ 

in denen « eine ganze positive Zahl bedcutct, zuriickfiihren. 
Die dazu nbtigen Reduktionsformein gewinnt man so: Zur Ab- 
kiirzung sei 


It as ax 2 + bx + c 
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gesetzt. Dann ist nach der Produktregel 

=(«-i) x n ~ z vr + 


(n~l)x n 2 R * x n 1 (ax-h}&) 

~~ ~ yw + ys ‘ 

Mi thin ergibt sich, wenn man rechts im ersten'Z&hler fur R den Wert 
ax 2 + ix -f e einsetzt: 

iJ! 7^^ na h +in ~ i)i W +(n ~ 1)c lR■ 

Hieraus folgt durch Integration: 

x n ~\ YR=naf^dx + {n-l)l)f x ^-Ax + (n- 1) iK* d x , 


mithin: 


(27) f~dx= — x'-'MR — 2 -~^-/'~^dx — — -- f X y-< Ix - 

v ‘j ]/R na 2 n a,J ]/R n a < f V It 

Setzt man nun nacheinander n =1, 2,3..., so ergibt sich: 


/y* , 
J v , { (h 



usw., so daB maii alle diese Integrale wegen (26) bercehnon kann. 

Die Integrale von der Form/ x n \/Rdx lassen sich, woil \/R gleich 
R : ]/jR ist, auf die soeben betrachteten zuriickfuhren, dcnn os ist: 


(29) fx n MR dx = af x ~ dx+ dx + c f~ dx. 

Um die Integrale 

,/ 7 > 

auch fiir negative ganze Zahlen n zu berechnen, crsetzt man in (27) 
•die Zahl n — 2 durch — m, also n durch 2 — m und bringt das 
Integral links auf die rcchte Seite, dagegen das letzte Integral rechts 
au! die linke Seite. Dann kommt; 
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(30) dx _ _1_1 W 

J x m VR m-lcx™- 1 

_ w — 2 a_ p dx _ 2m — 3 l p dx 

m-l cj x m ~ 2 ]fE ~ 2m —2 ~cj z™* 1 fR m 

Wum man nun hierin nacheinander m = 2, 3... setzt, ergibt sich: 

/ -^2L. ^ VR jb_ p dx 

(si) , * ^ c * * cj x n ’ 

/*-,.£?L _i a p dx z b p dx 

[ J x* J/i2 2c a 2 cjx]/R 4 c fc / cc 2 ]/^ 

usw, Daher lassen sich die Integrate von der Form 


j * 
/. 


y x’ re i/g ’ 

wo w eine positive ganze Zahl ist, nacheinander bereehnen, sobald das 

integral 


ansgewertet ist. Dies aber geschieht so: Man setzt x = l:z und 

erhilt: 


/ dx _ p 

xfi J \ 


%/ x |/S J | /bzC 2 ? 1 

an dafi dies Integral auf eines von der Form (26) zuruckkommt. Zu 
beachten ist dabei, daB jctzt a mit c vertauscht ist. Somit hat man: 

/* dx In 2~|/c ] /ax 2 4- bx + c A 

J tfk 2 1 1 c 2 c + bx - 2 Yc 1 /7aP~+bz + c m c > 


p dx 1 + 2c -j- bx 

J 7m ~ T^c S fY^Ta X ^fxl- c 

Urn cndlxch die Integrate von der Form 

/•v« 


fur c = 0 , 
fiir c < 0. 


zu bereehnen, macht man wieder von der Umformung \ ! R — R:YR 

Gebrauch, aus der sich ergibt: 


IK j 

... «?»-“« 


fiF=m +l f 


dx p dx 

x m ~ l \n +c y x”fn’ 
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Hierdurch wird das Integral auf die scion berechneten Integral© 
zuruckgefiihri 

11. Beispiel: Pie Parabel y ~ lex 2 soli von x — 0 bis zu irgendeiner 
positiven Abszisse x rektif i zi e rt, d. h. es soil ihre Bogenlange s berechnet 
werden. Nach Satz 15, S. 361, ist 

-p 1 + 4k 2 x*dx 

o 

mit positiver Wurzel. Dies Integral ordnet sich der Form J x n Y& d x fiir n ,= 0, 
a = 4 ft 2 , l a 0. c — t unter, so daB man nach (29) erhalt: 




V l + 4fc*a 


yT-j-"4 Zc 2 a? 


Nach der zweiten Formel (28) ist das unbestimmte Integral: 


;]/l + 4fc 2 a: 2 


S,/ Vl 


-f- 4&*a: a 


somit kommt zunachst: 




Nach der ersten Formel (26) ist ferner das unbestimmte Integral: 

r dx 1 . + , _ 


7c 2 z 3 4 7c 2 - 


+ konst. 


Wir haben dabei ]fa = ]/4k 2 = 2h und nicht gleich — 2k gewahlt. H&tten wir 
“27c genommen, so ware auch im Numerus des Logarithmus der Zahler mit dem 
Nenner zu vertauschen, d. h. es hatte sich dasselbe ergeben, Nun tritt aber noch 
eine zunachst storende Erscheinung ein: Das bestimmte Integral von 0 bis x be- 
kommt den Wert: 


^ dx 
yr + 4 7c 2 a: 2 


47c L 2 


2kx± yr+^Ti: 8 ^ 
2hx - vr+T/T^' 


• In (— 1) , 


wo In (— 1) nicht erklart ist. Wir entfernen dies Glied dadurch, dafi wir die Different 
der Logarithmen in den Logarithmus eines Bruches ver wan dein: 

r dx _ = 1. In Fl + 4k 2 s 2 + 2kx 

-1 yr+4Fi 2 ~ ik n VT+IF^ - 2*; x ' 

0 

Durch Erweitern des Numerus mit ]/l-j-4/c 3 3 2 -f-2&£ lafit sich dies weiter um- 
formen. Dann kommt: 
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Nach (33) 1st also die Bogenlange der Parabel: 

s = ix]/lJ r 4} c 2 z 2_ Jr J_ In (yi + 4:k*x*+2kx). 

, , 12 * ® el s p i e 1 :Fur die Bogenlange der Archimedischen Spirale r^ c <p, 
vgl. das Beispiel auf S. 347, ergibt (8) auf S. 593: T 

9 

s — C J % '^ 3 + 9? d (f , 

o 

Bogenlange Von der Ampl itude y = 0 an gerechnet wird. Man ersetzt 
y 1 ~j~ </> a durch (1 -f- cp 2 ) i j/l T ^ und bekomrnt: 

s = c /vT^ + c /v TTy^' 

0 0 

Die zweite Formel (28) gibt, wenn darin ^y,a = U = 0 )C = l gesetzt wird: 
f ~ i v V1 ■+• </>* ~ i -j- konst. 

^ m + 7' 2 y Vi + t/' 2 

Folglich ist nach der ersten Formel (26): 

* - i c -t- i«v V i+v 2 =i c b ( V +yr+^) + i «* vtt ^ 5 - 


Hierbei ist die Amplitude tp im Bogemnafi zu messen. 

In Tafel VII des Anhanges sind die wichtigeren Integralformeln 
zusammengestellt. Man moge ja nicht versuchen, diese Fonneln aus- 
wendig zu lernen! 


§ 4. Die FourierscHo Reihe. 

Hier ist die geeignete Stelle, auf die periodischen Funk- 
tionen zu riickzukommen. Welche Wichtigkeit periodische Vorgange 
haben, wurde auf S. 417 u. f. angedeutet. In § 3 des achten Kapitels be- 
sch&ftigten wir uns in der Hauptsache mit den einfachsten periodischen 
Funktionon, den Sinusfunktionen A sin (Bx +C), die wir geo- 
xnetrisch durch die Sinuswellen darstellten und deren Zusammen- 
hang mit den einfachen Schwingungen wir erorterten. Nun be- 
steht ein Satz, der diesen einfachsten periodischen Funktionen eine 
viel grdfiere Wichtigkeit beilegt: Beliebige periodische Kurven 
lassen sich durch Aufeinanderlagerung von lautor derar- 
tigen Sinuswellen erzeugen.. Allerdings gilt dies nur unter ge- 
wissen Voraussetzungen fiber die Stetigkeit und die Unstetigkeits- 
stellen der Kurven. 

Die Betrachtungen, mittels derer man diesen Satz beweisVwollen 
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wir jedoch tilir to wort wfolgen, d*u drr l.*»er Horn flrgrifl v«m 
der Saehe und von dor oincn eigentumlichm Jvln*irri*kni i^komnit. 
die im Bowciso liegt, Wer will, kann dir»m I'aragraphm »u< h 
iiberschlagcn. 

Angonommen, irgeiideine poriodinrh*’ Kurv* lir*?r v«r Mir m Fit jam 
auf S. 418, wo die Period* gleich a i*l. I »ani> kami man <lir Kinhnt <| ( , 
Abszieaen andort und xtvar to wghlen, *I*U dvr Xthlrnnni drr IVfi.xl. 
gerade gleich 2 j* wird, Nimmt man iirtmlirh dir nnir Al»»M»»rnnnhrii 
so an, daB ale sich xur niton verhilt wir <a to J i. »•> mhalirn „ r h dir 
MaBzahlen, ausgedriickt in dor nouon Kinhni, *u dm «lirn MaBtohlm 
wie 2 n zu a; mithin bokormut dor Kndpnnkl / drr mtrn IV'iodr 
in dor neuen Absziiuieneinheit dio Almai*** 2.*. Durrh emenrir 
Wahl der Abtzisneneinheit kann man demnarh immrr n 
reiehen, daft die Pcriodo inner vorj(r|cgi*n perinditrhen 
Kurvo gerade gleich 2* wird. 

Die Periods 2 n iat doabalb am bequemtlen. well *m / und rm t 
nach Satz 2, S. 384, dio Pcriodo 2 a hatren. Zw»r habm ig t und rig * 
die noeh ktirzere Pcriodo a;aber tic tind nirhl uberall eietig. und auOor- 
dem bezioht aich dor Satz. auf den wir hinautkommm wallow, auf die 
Sinusfunktionen. 

Da sin x und cos* die wesentliche Periods 2* baben, konunl 
sin 2* u.,d cot 2* nach Satz 91, 8. 421 , dio weaentliebe Period* m 
zu, ferner slit S* und eot Sx die weaentliebe Period* fit. allgemein 
sin was und cos »* die weaentliebe Period* 2 am. Da )*de« mat- 
zahlige Vielfaohe einer Periods ebenfalla vine Period* iat, hahen al*o 
die Uberall stetigen Funktionen 


sin x, sin 2*, sin 3*, ... tin * #, ,., 
cos*, oos2ie, cos 8z,.. . cot. 

samt und sondars die Period* 2 a, wenn die* auch nur for dk Md fti 
enten Funktionen die weaentliebe Period# iat. Hkrlkfea mm aabagraaat 
vieleFunktlonen vor. Deabalb iat ea nioht attaa kttha, die Fragtaaf. 
TOwerfon, ob man uioht Jade vorgelegte Uberall atatlge Paak- 

HoheReihe* * * W,b# Perlod# a * asikommi, ala aiae aaead 


+ «la* + ^•!»*• +*,ri»Sa + ... 

+ooe « + * ow I * + * eoa 8 # +.,. 

**t, die aneh alien reehta 
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es, die aufgeworfene Frage nur fur die Werte von x im 
Intervalle von a;=0 bis x zu beantworten. 

Die Untersuchung der Erscheinungen bei einer schwingenden 
Saite fiihrte in der zweiten Halfte des 18. Jahrhunderts mehrere Mathe- 
matiker, zunachst den Schweizer Daniel Bernoulli (1700—1782) und 
dann namentlich Euler (S. 88) zu Reihen wie die obenstehende, die 
man eine trigonometrische Reihe iiennt. Spater benutzte der 
franzbsische Mathcmatiker Fourier (1768—1830) in der Warmetheorie 
trigonometrische Reihen. Er nahm an, daB man eine beliebig von 
x=0 bis x — 2jt gezogene Bildkurve immer durch eine derartige Reihe 
wiedergeben konne, und zeigte, welche Werte die Koeffizienten a , 
fin & 2 t c 2 i h c 3 • • • der Reihe haben miissen, wenn die Vermutung 
richtig ist. Deshalb nennt man diejenige trigonometrische Reihe, deren 
Koeffizienten wir nachher ermitteln werden, die FouRiERSche Reihe. 
Einen einwandfreien Beweis fur ihre Richtigkeit hat erst der deutsche 
Mathematiker Dirichlet (1805—1859) gege'ben. 

Nach diesen geschichtlichen Vorbemerkungen erinnern wir daran, 
daB man mit unendlichen Reihen nicht ohne weiteres wie mit abge- 
schlossenen mathematischen Ausdriicken rechnen darf (vgl. S. 314 u. f ). 
Deshalb brechen wir die oben angegebene Reihenentwieklung nach 
iliren mit sinnz; und cos nx behafteten Gliedern ab. Wir betraehten 
also zunachst eine Funktion von der abgeschlossenen Form: 

^ \ <P ( x ) — « + 5 1 sinx + J 2 sin2a;+ ... + 6 n sinna: 

l + c x cosa; + c 2 cos2a;-f ... -f c n cosnx. 

Diese Funktion <p(x) ist uberall stetig und hat die 
Periode 2jt. Wir suchen nun die Konstanten a, c l5 & 2 , c 2 ,... i n , c n 
so zu bestimmen, daB die Funktion <p (x) im Intervalle von x == 0 
bis a;=2jt einer vorgelegten stctigen periodischen Funktion j(x) 
mit derselben Periode 2jt moglichst nahe kommt, und nennen dann 
<p (x) cine Ersatzfunktion von f(x). 

Der an irgendeiner Stelle x im Intervalle bei der Benutzung von 
<p(x) statt f(x) begangenc Fehler ist die Differenz 

(2) R= f(x)~- <p(x). 

Wesentlich ist nur der absolute Bctrag des Fehlers R. Deshalb 
betraehten wir nicht den Fehler R selbst, sondern sein stets positives 
Quadrat R\ Wir wollen nun dio KoeEfizientcn von <p (x) so zu 
bestimmen versuchen, daB das sogenannte mittlere B'ehlcr- 
quadrat, d. h. das arithmetischc Mittel allor Fehler- 
quadratc .im ganzen Intervalle von rr^O bis x =2n, so 
ldein wie moglich wird. Dies selbstverstandlich positive 
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arithmetische Mittel hat naeh Satz 8, S. 244, den Wert 

2 7t 

U = ±f R‘ix. 

0 

Wir schlieBen so: Angenommen, die Koeffizienten a, c v .,. b n , c n 
haben schon die gesuchten richtigen Werte. Da M ein Minimum 
sein soli, mufi dann jede beliebig kleine positive oder negative 
Andening irgendeines Koeffizienten von <p(x) stets eine positive 
Zunahme von M nach sich ziehen. Wenn wir zunachst nur den 
ersten Koeffizienten a in <p(x) um eine nach Null strebende GroBe e 
wachsen lassen, erfahrt <p(x) die Zunahme e, also R nach (2) die 
Zunahme dR=— e. Der zugehorige Zuwachs von R 2 kann mittels 
der Formel 

( 3 ) d -t§- = 2R Oder d(R 2 )=2RdR 

berechnet werden. Danach betragt er — 2 eR. Mithin geht M bei 

der Anderung von a um e fiber in 

2 n 

~ /'(R?-2eR)dx. 

0 

Die Differenz zwischen diesem Wert und dem alten Wert ist; 

2 * 2/t 

f— 2 e Rdx oder —A- f Rdx, 

® 0 

dcnn —2ekann vor das Integralzeiehen gesctzt werden, Wir haben 
zu verlangen, daB dieser Zuwachs von M stets positiv sei. Wire nun das 
iiber Rdx von 0 bis 2tz erstrcckte Integral von Null verschieden, so 
brauchte man nur* e init demselben Vorzeiehen wie den Wert dieses 
Integrals zu wahlen, um zu erreichen, daB der Zuwachs von M negativ 
wiirde, was nicht sein darf. Also folgern wir: Das Integra] mu& 
gleieh Null sein: 


f Rdx = 0. 


Socben nahmen wir an, daB der erste Koeffiziont « um « wachsc. 
Vu-lassen nun lrgendemen anderen Koeffizienten von <p(x), etwa den 
Koeffizienten t r von sinr* oder den Koeffizienten c, von cos r a: um e 

m®^ 2 > • • •» bedeuten soli. Dann er- 

nrt <p(x) nach (1) die Zunahme e sinrz oder e cosrx, also R nach 
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(2) die Zunahme — e sin rz oder — e cos rx, d.h. B 2 nach (3) die 
Zunahme — 2e.fi! sin r 2 oder — 2 sR cos rx. Eine entsprechende 
SchluBfoIgerung wie vorhin zeigt daher, dafi man auch fordern muB: 

2 n 2 m 

(5) Jr sin r x d x — 0, E cos r x d £ = 0 

o o 

(r = 1, 2, . . . n). 

Wir werden nun sehen, daB die 2 n +1 Forderungen (4) und (5) zur 
vollstandigen Bestimmung aller 2n +1 Koeffizienten von <p (x) gerade 
ausreichen. 

Setzen wir n&mlich in (4) fiir R den Wert (2) und fur <p (x) den 
Wert (1) ein, so wird der Integrand eine algebraische Summe, so 
daB das Integra] in eine algebraische Summe von einzelnen Inte- 
gralen zerlegt werden kann. Aus (4) ergibt sich also: 

2n 2n 2 n 2n 

J'f(x)dx — aj'dx — b^J 'sin xdx — ... — b »sin nxdx 


■ c x j' cos xdx —... — c,x f cos n x d x = 0. 


Hierin sind aber die mit b v ... b n und c 1( ... c n behafteten Integrate 
offenbar s&mtlich gleich Null. Ferner ist das mit a behaftete Integral 
gleich. 2 n. Also kommt einfach: 


fiw 


d x — a . 2 ?r = 0 . 


Behandeln wir die erste Formel (5) entsprechend, so kommt zun&chst: 


* 9% ** 

f f(x)8inrxdx — a J sin rxdx ^ 


— b\J sin x sin r x dx —... — b n J sin n x sin r x d x — 

o o 

2 n 27 - 

— ° X J 008 x S ^ n r x d x ~ * » • ■“ Cn J %1 cos n x sin r x d x = 0 . 

0 0 

Nach (15) und (10), S. 417 u. f., sind die mit b Xf .., b n und q, ... c n 
behafteten Integrale samtlich gleich Null mit Ausnahme desjenigen, 
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das den Faktor i r hat, denn ihm kommt nach (17), S. 417, dor Wert .t 
zu. Ferner ist das mit a behaftete Integral gleich Null, so daJS oinfarh 
bleibt: 

2 n 

( 7 ) J f(x)smrxdx—b,.n=0 (r =1, 2,. 

0 

Entsprechend behandelt, gibt die 2 weite Formel (5); 


2 ‘Tl 


( 8 ) 


ff (x)cosrxdx — c r .ji =0 (r=l, 2,. 


. n). 


Die Bedingungen (6), (7) und (8)bestimmen in der Tat alle 2 n -f 1 
Koeffizienten a, 5 X ,... l n und Cl ,... c M . Somit bekommen wir dm 

o_ cfw Ist f(% ein ° steti 8e Funktion mit der Period* 
2 ’ 0 bat unter aIlen Ersatzfunktionen von der Form 

cp (x) = a + \ sin x + Z> 2 sin 2a: + ... -f ^ s i n nx 

cos x -j- c 2 cos 2x -j- . . . -j- c n cos nx 

tillr FehlefLl- ^ arithmetische Mitte/der Quadrate 
o-ry> U ‘ 4 . lm ganzen Intervaile von x = 0 bis 
* ~^ n ai “ klemsten ist, die Koeffizienten: 

2n 2 ^ 

a ir== ~rJ f( x )tinrxdx. 


2 m 

e ' rx.dx 


O' = 1, 2 ... n). 


Sum^aLef St. 61 NacthS w U ote? n 9 P betrachtet - die ™ 2»+l 

wachsenlassen. Darin ist das Ziel derTTnt 686 A ^ zahl Uber alIe Grenzen 
x==h irgendeinen Wert im Intervalle von* 811 — Tl- ZU beweisen: Worm 
ftrebt cp (x) an der Stelle x = h fiir lim n~ ~ ° *”! * bedeutet > 

kongen Werte /(£) V on /fe) w,V « ^ ~ , gerade nach dem zu ge- 
anf den Nachweis der Richtiekeit einpr 611, zeigeil ’ da6 dieser Bewois 
Werden in g emer emzigen For mel hinauslauft. 

<p (li) = a + \ sin h + b 2 sin 2 h +... + & n sin nh 

r Cj COS Jl —J— jjg COS 2 h | j 

’ * “ s *. ««26 hsw. imter die 
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Integralzcichen gebracht una darauf alle Integrale in ein einziges 
zusammengcfaBt, so kommt: 




sin h sin x + sin 2 h sin 2 x -f ... -{- sin n h sin n x~ 
cos h cos z +■ cos 2 h cos 2 x -f*cos n h cos n x 


Da sin n A sin n x +• cos n A cos n x nach Satz 16, S. 411, gleich 
cos n(x—h) ist, laBt sich hierfiir schreiben: 

•>n 

<p(h) = ~ /}(%)[} cos (x— A)+cos 2(x— A) +... +cos n(x—h)]dx. 

0 

Wird zur Abkiirzung 

8 = cos (x — h) + cos 2 (x — h) +... + cos n(x— h) 
gesetzt, so ergibt sich: 

2n 

(9) <p(h)=lj'j (x) (i+S)dx. 

o 


Die Summe 8 der Kosinus der Vielfachen von x — A lafit sich um- 
formen. Denn nach Satz 17, S. 412 ist: 


2 cos r (x —A) sin £ ( x — h) =sin [(r +1) (x —A)]—sin [(r-—£) (a:—A)]. 

Bildet man diese Glcichung fiir r = 1,2,, ., n nnd addiert man dann 
alle Gleichungen, so heben sich rechts die meisten Glieder fort, 
wahrend die linke Seite gleich 2S sin £ (x — li) wird. Es .kommt: 

2 S sin £ (x — A) — sin [(n + \)(x — A)] — sin £ (x — A). 

Also ist: 

1 I o _ sin [(« + £)(*- A)] 

+ 8 — - gain £ (a - h )~"' 

Folglich geht (9) iiber in: 

(10) tW-l 


Hierdurch ist der Wert, den die Ersatzfunktion <p (x) fiir x = A hat, 
mittelseines einzigen Integrals dargestellt. Es heifit das Dirichlet- 
sche Integral, weil es von Dirichlet zur Beantwortung der Frage 
nach der Giiltigkeit der Fouiimischen Reihe aufgestellt und unter- 
sucht worden ist. Also kommt alles darauf an zu beweisen, 
dafi das DntiCHLETSche Integral fiir limn = oo den Grenzwert 






632 


Elftes Kapitel: Auswertung von Integralen. 


nf(h) hat. Denn dann hat cp (h) nach (10) den Grenzwert f(h). Aber 
die Durchfuhrung des Beweises ist nicht leicht; wir verzichten dar- 
auf und verweisen auf Dieichlets Arbeiten, n&mlich": „Sur la con¬ 
vergence des series trigonometriques etc.“ im Journal fur die reine 
und angewandte Mathematik, 4. Bd. 1829, S. 157—169, und: „ fiber 
die Darstellung ganz willkiirlicher Funktionen durch Sinus- und Kosinus- 
reihen“ im Repertorium der Physik, 1. Bd. 1837, S. 152—174. Beidc 
Arbeiten findet man auch in Dieichlets Gesammelten Werken, 1. Bd. 
Berlin 1889, S. 117—132 und S. 133—160, und die zweite ist bequemer 
zuganglich durch den Sonderabdruck in Ostwalds Klassikern der ex- 
akten Wissensehaften Nr. 116 (Leipzig 1900). 

Wir begniigen uns damit, bloB iiber die Dieichlets chen 
Bedingungen fur die Gultigkeit der FouniERSchen Reihe zu be- 
nchten: Dibichlet erkannte, daB diejenigen Funktionen f(x), die 
durch eine FouEiEEsche Reihe im Intervalle yon £=0 bis x — 2jc 
dargesteUt werden konnen, nicht irberall stetig zu sein brauchen. 
Vielmehr genugt es, daB die Funktion /( x) im Intervalle 
von .-0 bis *==2*. abgesehen von einer beschrSnkten 
Anzahl von Stellen, stetig sei und nur eine endliohe 
Anzahl von Maximis und Minimis habe. Die Unstetig- 
keitsstellen diirfen sogenannte Sprungstellen sein, d. h. 
Stellen, wo der Wert der Funktion von einer endlichen GroBo 

rFunir "f m en , Gr Sf e SpriDgt - Beis P“* darf L S 
wo Si rh Q alb der Penode wie in Fig. 396 beschaffen sein, 
wo die Kurve zwei Sprungstellen hat. Die Integrale, die nach Satz 7 

St 

mel der beiden d °rt auftretenden Ordinaten ist. 
far 


K 


r 

-Tr 


Rg. 396. 


zu 



Periode 2. ^ %[Tx ei^nXe^denn 
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ihre Bildkurye geht durch periodische Wiederholung desjenigen Stiickes 
der Bildkurve von / (x) hervor, das zum Intervalle von x = 0 bis 
x~2n gehort. Wenn z. B. f (x) im Intervalle von $ =0 bis 
x—2n gleich x gewahlt wird, ist das Bild wie in Fig. 397. 

Hat man fur eine Funktion / (x) im Intervalle von'a = Obis a? =-2jjc 
die zugehorige Fourier sche Reihe berechnet: 

if (j x ) = & + l 1 smx + fr 2 sin 2x + i 3 sm3# +... 

* ^ [ 4-^ cos# + c 2 cos 2# + c a cos3# + ..., 

so geht das Bild von / (#) durch Aufeinanderlagerung oder 
Addieren der Ordinaten (S. 87) hervor und zwar aus dem Bild von 

y = a, d. h. einer zur #-Achse parallelen Geraden, und aus den 

Bildern der Funktionen: 

(12) b x sin x , c x cos x , 6 2 sin 2 x, c 2 cos 2 x, & 3 sin 3 x , c 3 cos 3 . 

Diese Bilder sind aber nach S. 423 lauter Sinusweilen mit den 

Perioden 2 re, •§■ ar, f ar usw. 


1. Beispiel: Wahlen wir als Funktion /■(«) im Intervalle von 0 bis 2n einfach 
x selbst, so gibt Satz 7: 




ferner mittels Teil-Integration (vgl. S. 579): 


n6 '=/ : 

o 

2 n 


2 7t 2 n 


a; sin rxdx- 


x cos r x d x = + 


[ zcosrzl , 1 Z' , 

- r - + 7 J cosrx( * x ' 

o o 

27Z 2 7E 

, f asinral 1 f . , 

+ [——J~7 J smrxdx ■- 


Also kommt far 0 < a; < 2 n die Rfcihe : 


# = n — { sin x — -§• sin 2 a— J sin 3 x — J sin 4 a — ,.. 

Fiir x — 0 und x = 27r geht dagegen der Wert n hervor. Fiir x = ergibt 

sich die schon im 7. Beispiel, S. 553, gefundene LEiBNizische Reihe. Die Reihe 
stellt diejenige Funktion dar, deren Bild aus den Strecken in Fig. 397 besteht. 
Wir bezeichnen nun mit y 0 , y Xi y 2 , y z usw. die Funktionen: 

Vo = Vi= - i-sina, y 2 = - | sin 2 a, y z = - | sin 3 x, t/ 4 = - | sin4a: 

usw. Die Bilder der fiinf ersten sind in Fig. 398 gegeben. Wenn man zuerst 
y 0 und y x addiert, alsdann dazu noch y 2 usw., d. h. jedesmal fur beliebige 
Abszissen x die Summen der zugehorigen Ordinaten als neue Ordinaten auftr&gt, 
erhait man die in Fig. 399 dargestellten Naherungskurven, die sich mehr und 
mehr der Geraden y = tc anschmiegen. Bei alien ergibt sich fiir x »0 und 




634 


Elftes Kapitel : Auswertung von Integralen. 


x = 2n die Ordinate n. Die einzelnen Naherungskurven haben an der Stelle 
durch die sie samtlich gehen, Wendepunkte, in denen die Steigung 



Fig. 398. 


iZ 1 ™i Dd gleiCh , ° od f. 2 ist - Wie weit also auch mit der Annttherung 
,Z S r nl ?, ma S wd ln diesem Punkte die Tangente der Naherungskurvo 
“ der Cxeraden y = x hmstreben. Dies zu erwahnen ist niitzlich, da es zur 



Fig. 399. 




Wenn eine Funktion 
n durch eine Fourier- 
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sche Reihe dargestellt wird, ist doch damit keineswegs gesagt, daft 
ihr Differentialquotient f (x) durch diejenige Reihe gegeben ware, 
die durch Differentiation aider Glieder der FotRiBRSchen Reihe her- 
vorgeht. 

In der Tat gibt die Differentation der Glieder der Reihe (11) als Koeffizienten 
von sin rx und cos r x die Grofien — rc r und rb r , d. h. nach Satz 7 die Werte: 

2 n 2 n 

— ~ j' f (s) cos r x dx und ~ j f(x) sin rxdx. 
b o 
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Wenn man. dagegen die FotmiERSche Reihe fur f (x) nach demselben Sate 
aulstellt, findet man, dafi in ihr sin r x und cos rx die Koeffizienten 


if'** 


sin r x d x 




cos rxdx 


haben, die von jenen Werten verschieden sind. 


Die Koeffizienten der Fourier schen Reihe (11) sind, abgesehen 
vom Faktor 1:2 3 z oder 1 :ji, nach Satz7 bestimmte Integrale, deren 
Werte nach Satz 5, S. 229, als die Flachen der Bildkurven von 
/ (ic), von f (x) gin x und / ( x ) cos von / ( x ) sin 2 x und / (x) cos 2 x 
usw. gedeutet werden konnen, samtlich begrenzt durch die zu x —0 
und x —2jt gehorigen Ordinaten. Liegt die Bildkurvc von f(x) 
vor, so kann man leicht die Bildkurven von / (x) sin a:, f (x) cos x, 
f (x) sin 2 x, f (x) cos 2 a; usw. zeichnen: Man teilt die Periode 2 n in 
eine geniigend grofie Anzahl von gleichen Teilen — in Fig. 400 haben 
wir 24 gewahlt — und multipliziert die zu den dadurch erhaltenen 
Abszissen x gehorigen Ordinaten f (x) mit sin x oder cos x. Dies 
kann man mittels der Hilfsfigur 401 durch einfaches Auftragen 
der Ordinaten auf den Radien und Abgreifen der Abstande vom 
wagerechten und senkrechten Radius leicht ausfuhren. Dieselbe 
Hilfsfigur wird ebenso zur Ermittelung der Werte von /(«) sin' 2 a; 
und von / (a:) cos 2 x benutzt, usw. So haben wir in Fig. 400 aus 


der angenommenen Bildkurve einer Funktion / (x) die Bildkurven von 



Kg. 401. 


f(x) sin*, f(x) cos a:, ferner die von f(x) sin 2 a: 
und / (a:) cos 2 x und schlieBlich auch die von 
f (x) sin 3 x und f (x) cos 3 x abgeleitet. Die 
Flachen der Kurven sind positiv oder negativ zu 
rechnen, je nachdem sie oberhalb oder unterhalb 
der avAchse liegen. Man kann sie entweder durch 
ein Naherungsverfahren (vgl. S. 241 u. f.) oder mit 
Hilfe eines Planimeters (vgl. S. 239 u. f.) be- 


stimmen. Wir haben sie in Fig. 400 (allerdings in einer Zeichnung 


von doppelter GroBe) mit dem Planimeter ausgemessen und die Werte 


gefunden: 


- 0 , 011 , - 1,600 , - 0,022 , 
3,150 , 0,033 , 0,033, 


wobei die Einheit das Quadrat fiber der Langeneinheit der Figur 
ist. Dividiert man den ersten Wert mit 2n, dagegen die fibrigen 
Werte mit », so gehen die ersten sieben Koeffizienten der Fqurier- 
schen Reihe hervor: 
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nnft1 & 3 =- 0,004, l 2 —— 0,509 , & 3 = — 0,007 , 

a - U,UU1, Cj = lj003 ? = 0 0115 Cs = o on _ 

Bedenkt man die bei diesem Verfahren unvermeidlichen Fehler, so sieht 
man sich veranlafit, die Werte abzurunden: 

— 0 , ^2 = i y ^3 = 0 * 

a==0 ’ <*=1, C 2 = 0 , c 3 = 0. 

Hiernach lautet die nach dem sieberiten Glied abgebrochene Fouribr- 
sche Reihe einfach so: 

cos x — £ sin 2 a:. 

Tatsachlich hatten wir in der obersten Zeichnung der Fig. 400 
gerade die Bildkurve dieser Funktion gewahlt, was wir jetzt nach- 
traglich eingestehen. 

Man kann beweisen, daB die Koeffizienten b und c n der Fourier- 
schen Reihe (11) fur eine Funktion / (x\ die den DimcHLETSchen Be- 
dingungen genugt, fiir lim n = oo stets nach Null streben. Da sie in 
der Reihe mit sin n x und cos n x multipliziert sind, deren absolute Be- 
trage nie grofier als Eins werden, streben also aueh die Glieder der Reihe 
urn so mehr nach Null, je mehr Glieder man beriicksichtigt. Fiir 
Anwendungen geniigt meistens die Ermittelung einiger der ersten 
Glieder der Reihe; und daB man dies graphisch tun kann, haben wir so- 
eben gezeigt Man hat auch Vorrichtungen hergestellt, die dasselbe me- 
chanisch leisten. Sie heifien harmonische Analysatoren. DerGrund 
fiir diese Bezeichnung liegt in folgendem: 

Die Funktionen (12) konnen wir nach S. 425 u. f. als rechnerische 
Ausdriicke fiir einfache Schwingungen betrachten. Wir brauchen 
zu diesem Zweck nur x als die Zeit zu deuten und die Funktionen 
als die Ordinaten y von Punkten, die langs einer y-Aehse schwingen. 
Die Addition zusammengehoriger Ordinaten mehrerer einfacher 
Schwingungen, d. h. ihre Aufeinanderlagerung, haben wir auf 
S. 428 u. f. betrachtet. Allerdings wurden damals wohlbemerkt nur 
Schwingungen mit gleicher Periode ins Auge gefabt, w&hrend hier 
sinn# und cos no? die wesentliche Periode 2 n r .n haben. Damals 
fanden wir in Satz 22, S. 428, daB die Aufeinanderlagerung mehrerer 
einfacher Schwingungen mit derselben Periode wieder eine einfache 
Schwingung mit derselben Periode gibt. Das ist jetzt nicht mehr 
der Fall; vielmehr entstehen hier sogenannte zusammengesetzte 
harmonische Schwingungen. Wenn also f(x) irgendeine als 
FouRiERSche Reihe darstellbare Funktion mit der Periode 2rc ist und y 
als Ordinate zur Zeit x gedeutet wird, fuhrt ein Punkt nach der Vorschrift 
y = / (x) eine periodische Bewegung allgemeiner Art l&ngs der y- Achse 
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aus, also eine allgemeine Schwingung niit der Periode 2n. Daraus 
sieht man, was die Entwieklung von f (x) als Fourier sehe Reihe be- 
deutet: Eine beliebige allgemeine Schwingung l&Bt sich aus 
unendlich vielen einfaehen Schwingungen zusammensetzen, 
Mit der Berechnung der FoumERsehen Reihe wird also die Aufgabe 
gelost, eine zusammengesetzte harmonische Schwingung 
in ihre Komponenten, nUmlich in lauter einfache Schwin¬ 
gungen, zu zerlegen. Zerlegungsprozesse aber heiflen bekanntlich 
Analysen. HiernachistdieBezeichnungharmonische Analysatoren 
verstandlieh. 

Wenn eln Punkt bei einem periodischen Vorgange Schwingungen 
la-igs einer Geraden macht, kann man von ihm auf einem mit Papier 
iiberspannten und sich gleichmaBig drehenden Zylinder eine Kurve be- 
sehreiben lassen. Breitet man das Papier auf der Ebene aus, so liegt 
eine Kurve vor. Wenn man aus ihr die ersten Koeffizienten der zugeho- 
rigen FouRiERschen Reihe ermittelt, bekommt man diejenigen einfaehen 
Schwingungen, aus denen sich die beobachtete allgemeine Schwingung 
in der Hauptsaehe zusammensetzt. Man ist also imstande, die 
verborgenen einfaehen Hauptursachen oiner periodischen 
Erscheinung zu ermitteln. Hierin liegt die auBerordentlich grofie 
Bedeutung der Fourier schen Reihe. 


Bisher hatten wir die Periode der Funktion /( x) gleich 2n: 
angenommen. Das ist aber' nach den am Anfange dieses Para- 
graphen gemaehten Bemerkungen unwesentlich. Wir wollen jetzt 
annehmen daB F(t) eine Funktion der Zeit t mit der Periode 
t, se ‘: 1/111 den allgemeinsten Fail zu betrachten, wollen wir 
uberdies annehmen, daB die Periode nieht gerade zur Zeit it = 0 
sondem zur Zeit t~t 0 anfange. Dann setzen wir: 


(13) 


2 n 


d. h. t 




S**.‘ i T‘ mabha ”W« Veranderliche ein. 
uurcn gent F (t) in erne Funktion 


Da- 


(14) 

von x iiber, die' von x 


f (%) —F (f 0 -J- ~ a: j| 


durehlauft, ’die F Jt^in der Zeit von \ ~ die ^ enigen Werto 

Die Koeffizienten der m f M u- • _f° ^ 1S ^ — t 0 T annimmt. 

Satz 7 angegeben. Setze/ 2 d Jn nTch Reihe sind 


! n 






A /v* 
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unci beachten wir, da6 dann t 0 und t 0 + T die IntegraJgrenzen werden, 
so kommt: 

to + T *o + T 

a J~F (t) dt, &, = ~ JF (t) sin 2 - r | —* o) dt , 

<15) \ + t 

e r = f/F(t) g°3 - y~- o) df (r =1,2,3...), 


und die Fourier sche Reihe lautet: 


F(t) = a 


(16) J +J 1 8in^^+6 1 Bin +& 3 sin--- ^ —^ + ... 

, 2jr(<-<„) , 2.2ti (t-l 0 ) . 3.2n(l-t 0 ) . 

-1- C,cos — -p- M + C 2 cos-^—- + C 3 cos-£—- + • - • 

2. Beispiel: Die Funktion F (<) habe von t = — n bis i = 0 den Wert — 1 und 
yon t = 0 bis t a* -f 7 r den Wert 4- 1. Da sie im Intervalle von — n bis + n nur eine 
Sprungstelle hat, geniigt sie den DmicuLETSchen Bedingungen, so daB sie durch eine 
FouRiBKS.che Reihe darstellbar ist. Fur beiiebige Werte von t hat die Reihe das in 
Fig. 402 gegebene Bild, wenn t die Abszisse ist. Wir wahlen t 0 = ~~~n und haben 


. 2.2 n (t — 1 0 ) 


+ Z) 3 sin 


3.2 n(t-t 0 ) 



Fig. 402. 

T — 2tc. Die Integrate (15) gehen also* von t =* — n bis t = -f n. Da aber bei 
t = 0 eine Sprungstelle ist, werden die Integrale in Summen von je zweien zerlegt, 
wobei das erste von t ~ — n bis t = 0 und, das zweite von t = 0 bis t = + n geht 
und im ersten F (t) = — 1., im zweiten dagegen F (l) = -1- 1 zu setzen ist. Man 
hndet dann ohne weiteres die Reihe: 

-i- (sin 1 4 - -J- sih 3 1 -f | sin 6 1 -J- ...). 

Also ist 

J 7i = sin t + } sin 3 1 4 - -J- sin 5 1 + .. . 

^fiir jedes t zwischen 0 und n , und ebenso 

— 1 n = sin t 4 - -J- sin 3 t + $■ sin 5 £ + ... 

i iir jedes t zwischen — n und 0. Fiir t =* 0 dagegen geben beide Reihen den Wert 
Null, und dies ist das arithmetische Mittel von — 1 und + 1. 




ZwOlftes Kapitel. 

Funktionen von mehreren Veranderlichen. 

§ 1. Partielle Differentiation. 

Naehdem wir so ausfiihrlich von Funktionen von nur einer Ver¬ 
anderlichen gesprochen haben, wollen wir einiges iiber Funktionen von 
mehreren Veranderlichen in knapperer Form hinzufiigen. Was eine 
Fuhktion von mehreren Veranderlichen ist, durfte ohne weiteres Mar 
sein, denn da eine Erscheinung von mancherlei Ursachen abhangen 
kann, wird eine GroBe, die zur Bestimmung der Erscheinung dient, 
gesetzmafiig von einer Eeihe von anderen GroBen abhangen, also eine 
Funktion von ihnen sein. Vgl. S. 13 u. 14. 

Betrachten wir vorerst eine Funktion von zwei unabh&ngigen 
Veranderlichen x und y. Wir verstehen alsdann nicht mehr wie 
friiher unter y eine Funktion von x, vielmehr soli y ebenso wie x 
beliebig veranderlich sein. Gehort zu einem beliebigen Werte- 
paare x , y ein Wert einer dritten GroBe z, so ist z von x und y ab- 
hangig oder eine Funktion von x und y, was man durch eine Formel 

«=/(«» v) 

zum Ausdrucke bringt. Zwei einfache Beispiele seien genannt: Die 
Flache z eines Rechtecks ist eine Funktion der beiden Seitenlangen 
x und y, namlieh z~xy. *Das Volumen z eines zylindrischen 
GefaBes ist die Funktion nx 2 y des Radius x und der Hohe y des 
GefaBes. 

Die Anderungen der beiden unabhangigen Veranderlichen x und y 
konnen wir uns, auch wenn sie beide ganz beliebig sind, doch immer 
nur zeitlich verlaufend denken. Wenn x nach und nach eine Eeihe 
von Werten annimmt und ebenso y, brauchen wir ja schon zum 
blofien Durchdenken dieser Wertereihen Zeit; wir stellen uns also im 
Grunde x und y als Funktionen der Zeit t vor und zwar, da sich x 
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tmd y beliebig andern konnen, als beliebige Funktionen x = <p (£), 
y — V (0 der Zeit Dann wird 2 oder / (#, y), wenn wir darin 
y diese Funktionen der Zeit t einsetzen, ebenfalls eine 
Sunktion der Zeit: 


2 ^f(<p(t), v(0). 

. . ** ®©ispiel: Ein Punkt P oder (ar; y) der Ebene bewege sich irgendwie, 

d * . x undy seien unabhangige Veranderliche. Sind die Einheiten von x und y 
gteich groB, so hat P vom Anfangspunkt 0 die Entfernung: 

z = y rr a + y* , 

<Me eine Funktion von x u'nd y ist. Wie Sindert sie sich, wenn sich P unenfilich 
wenig bewegt, d. h. wenn sich x und y beide um beliebige unendlich kleine GrbBen 
Indem? Man lasse P irgendeine Bahnkurve durchlaufen, indem man 

« = ( 0 » y = X P (0 

setxt. Dann wird die Entfernung 2 eine Funktion der Zeit t allein: 


Ihr Differ entialquotient ist nach der Kettenregel zu berechnen, Setzt man namlich 
den Radik an den gleicb to, so ist 2 = ]/ w und 

dz _ dz dw __ 1 dw 

dt dw dt 2 ]/to dt 

Der R&dtk&nd w ist eine Summe u + t>, die gliedweise differentiiert wird, Nun hat 
11 m bf W] 2 den auch nach der Kettenregel zu berechnenden Differentialquotienten: 


du _ du d(f 
dt ~~ d(f dt 


2 <f (t) <p' (t). 


Ebenso hat v den Differentialquotienten 2 (t) ty' (t) > so dafi w » u +■ v den 

Dlfferen tial quo tienten 2 y (f) y' ((f+ 2 \p (t) *p' (t) hat. Daber konjmt,; 

dz ^ y (Q y' (Q + V (Q ^ (Q 

dt VWW+WW * 


Dlese Formel gilt ftir diejenige Bewegung des Punktes P, die dem Gesetze % » y (f), 
)f ■» *1*00 folgt* In der gestellten Aufgabe, die Anderung von 2 = OP bei einer 
beliebigen unendlich kleinen Bewegung des Punktes P zu ermitteln, wax aber yon 
diene xn Gesetze keine Rede. Man muB deshalb das Ergebnis von diesen besonderen 
Aimahmen befreien. Das ist leicbt, denn es ist dx: dt ^ y' (t), dy: dU = 1 / (f), 
Setzt man diese Werte fiir <p'(t) und ?/>'(*) ein und ebenso x und y fiir y(f)\mdy (t), 
10 hebt sich beiderseits auch dt fort und es kommt: 


w 


xdx -f ydy 

WTy* 


Hfarznlt Ist die Formel gewonnen; die fiir die Anderung der Funktion 2 *= ]/ a 2 .4~ y* 
gilt, wie sich auch immer x und y unendlich wenig andern mbgen. 

In diesem Beispiel ist ein besonderer Fall einer Aufgabe geldst, die 
wir jetzt allgemein in Angriff nehmen wollen. 

Scheffers, Xehrbuch d. Mathematic.. 
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Dabei bemerken wir vorweg, dafi wir immer nur stetige Funktionen 
z == {(x, y ) betrachten wollen. Wir setzen namlich voraus, daS in an 
die absoluten Betrage der Zunahmen Ax und Ay von x und y immer 
so kiein annehmen kann, dafi die Zunahme der Funktion, n&mlich 
die Differenz 

j(x+Ax, y+ Ay) — / (x, y) , 

absolut genommen kleiner als eine beliebig kiein vorgeschricbene positive 
Grofie rird. 1st dies der Fall, so gehort zu unendlich kleinen Zunahmen 
dx und dy von x und y auch eine unendlich kleine Zunahme dz von 
z = / (x, y). Die Frage, die wir nun beantworten wollen, ist, wie sich 
ales Differential dz von z durch x und y selbst und durch 
die Differentiate Ax und dy von x und y ausdriiekt. 

Bei der Beantwortung dieser Frage wollen wir zun&chst nur x 
um dx andern, wahrend y ungeandert bleibe. W&hrend 
dieser Betrachtung ist y als Konstante zu behandeln (vgl. S. 13), 
also z=f(x,y) als eine Funktion von x allein, in der noch die be¬ 
liebig wahlbare Konstante y vorkommt, gerade so wie z. B. in sin a a: 
nodi die Konstante a. Diese Funktion z = / (x, y) sei naeh x 
diiferentiierbar. Ihren Differentialquotienten wollen wir nicht wie 
sonst mit dzidx bezeichnen, denn dz bedeutet jetzt keine beliehige 
unendlich kleine Anderung von z , sondern diejenige Anderung, die z 
erf&hrt, wenn sich nur x um dx andert, wahrend y ungeandert bleibt* 
Um diesen Unterschied zu betonen, spricht man vom partiellen 
Differentialquotienten von z nach x und bezeichnet ihn init 
stattl ^ t dz:dx. Man gewinnt ihn, indem man z so nach 
5 * fe2 [ ent hert, als ob y konstant ware, Wenn man diesen 
liinerentialquotienten dann mit dx multipliziert,. bekommt man als 
Anderung von 2 das sogenannte partieile Differential: 


Wenn z. B. 


Vz* 


~. f ist » berechnet man dz:Qx, indem 


j, * v_ -7-uxuiu \J & * 

I 1 ' V * 2 + c2 nach * differentiiert. Hier geht 
partiellen Differentiation von e nach * ' der 
were a;. \x- -j -y* hervor, so dafi 


V*+? dx 


der Zuwaehs ist, den 2 =- „ r-u x 

»nd y ungeandert bleibt. J WCnn * 


um dx wHehst 
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2. Beispiel: Die partiellen Differentialquotienten der Funktionen 
z s x y*, z — 1 z = In (x -f e y ), 2 = sin (a; 2 + y) 


nach a; sind: 

_ y2 ^ __L. 9 == --- , — = 2£C COS (a 2 + t/). 

0a; ' dx x 2 ' dx x-\-e y dx 

Andert sich x um das Differential dx, wahrend y ungeandert bleibt, so erfahren also 
diese vier Funktionen die unendlich kleinen Anderungen: 


y*dx, 


_ }L d —, dx 2 a; cos (a; 2 +• ?/) da. 

a; 2 x+ e y 


Zweitens bleibe jetzt x unverandert, wahrend y um dy 
zunehme. Dann gilt Entsprechcndes wie vorher, indem jetzt y die 
Rolle der unabhangigen Veranderlichen annimmt, wahrend x als Kon- 
stante zu behandeln ist. Man hat also z partiell nach y zu 
differentiieren, d. h. so, als ob das in z-=f(x,y) auftretende x 
eine Konstante ware. Dies geschieht nach den gewohnlichen 
Differentiationsregeln. Der hervorgehende partielle Differential- 
quotient von 2 ? nach y wird mit dz:dy bezeichnct, und der 
Zuwachs von z ist das partielle Differential: 


dz 

dy 


dy. 


B. Beispiel: Die partiellen Differentialquotienten der Funktionen des 2. Bei- 
spiels nach y sind: 

2xy, —, cos (x'+y), 

x x J re y 

d. h. andert sich y um dy, wahrend x konstant bleibt, so erfahren diese Funktionen 
die Zunahmen: 

dy jPdy 


2 xydy, 




cos (a 2 + y) d y * 


Nach S. 68 und 69 sind die partiellen Differentialquotienten von 
a Oder f(x,y) nach x und y die Grenzwerte: 

’ ?±= d l fell _ i, m /fe±4 x f i y )-/fey > t 

dX 0 X (j A x 

^ /fejd. — Um fefe y a y) ~ / fe v) 

dy dy d yxzsQ Ay 

.Jedesmal ist beim Limeszeichen angegeben, welche GroBe nach Null 
streben soil. 

SehlieBlich wollen wir sowohl x als auch y wachsen lassen. 
Man stelle sich vor, x und y andern sich zeitlich, seien also irgend 

41* 





Zwblftes Kapitel: FmUionen von mehreren Veranderlichen. 


welche differentiierbare Funktionen * = <p (t), y ~y> ft) der Zeit L 
Wenn t urn A t -wachst, sind die Zunahmen von x und y: 

Ax —q>(t At) — <p (t), Ay = yj (t + At)~ y(t). 

Dabei ist der Zuwachs von z : 

Az=f(x + Ax,y+Ay)-ffay). 

Der Minuend rechts geht aus dem Subtrahenden f fay) hervor, wenn 

STS/ U “ Ax aIs * u . ch / um A V wachet. Man kann dies in zwei 
Sehntte zerlegen, wobei emmal nur z um Ax und das andere Mai 

rechter Xnd ^(xTTa i Das e ™ c ht man nSmlich, wenn man 

/I z = / (a + A x, y + A y) - / (ar, y j 
+ ffal/ + Ay)-f(x,y). 

Itubt** ei ” d « - 

und multipliziert werden SchlipRIir-t. ^ Dl , fferenz mit ^ 1/ dividiert 
d< dividiert. Dam koLt: '* g “ 2e GWch “”« 

Ax ^ ( 

*■*212 “'SvTeVir J“ ,treb,? »• * -0» 

bmd <=0 der DifferentiLquoLt f /‘t , Ms im *4 
Faktoren Ax:At und Ay:At auf qiRechts treten die 
Je Differentialquotienten dx d “L ^ lm FaU 
SatzlO, S.65: und Also kommt nach 

(3) f ^ 

4-Bin 

GmU!WBrt genau dersefof^f^de? zteiten p*® h j erin auftrete «de 

er zweiten For mel (2), also gleich 
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dz: dy. Aueh Ax strebt mit At nach Null. Der erste in der 
letzten Gleichung vorkommende Grenzwert 1st daher gerade so wie 
der erste Grenzwert (2) beschaffen, aber fiir y + Ay statt y ge- 
bildet. Mithin ist: 

lim tjEdi^ii±Ay}jz iJ&i+Ayl =1^ d f( x <y+Ay) _ a /(x, y) < 

ztt<= 0 Ax ^f<=o 

weil ja fur lim At — 0 sowohl lim Ax —0 als auch lim Ay — 0 
ist. Dieser Grenzwert ist also gleich dz:dx. Somit laBt sich (3) 
einfach so schreiben: 

dz dz dx tdzdy 

dt dx dt ' dy dt 


oder, wenn man die Gleichung mit dt multipliziert: 

( 4 ) dz== *L dx + l±. d y . 

Diese Formel ist frei von der Hilfsverftnderliehen i. 


Satz 1: Das Differential einer Funktion z von x und y 
ist gleich der Summe der mit den partiellen Differential¬ 
quotienten dz:dx und dz:dy multiplizierten Differentiate 
von x und y selbst: 

dz = ^-dx 4- -z~-dy, 
dx ~ 8y 

vorausgesetzt, daB die partiellen Differentialquotienten 
dz :dx und dz: dy uberhaupt vorhanden sind. 

Man sagt, eine Funktion z =f(x, y) sei differentiierbar, wenn 
die partiellen Differentialquotienten dz\dx und dz: dy vorhanden 
sind, d. h. bestimmte endliche Werte haben. 

Der wichtige Satz 1 kann anschaulicher ausgedriickt werden: 
Wenn sich nur x andert, dagegen y nicht, erfahrt z den Zuwaohs 


ebenso, wenn sich nur y andert, dagegen x nicht, den Zuwachs 


Die Summe dieser beiden Werte ist aber der Wert (4). Deshalb kbnnen 
wir sagen: 

Satz 2: Die Zunahme, die eine differentiierbare Funk¬ 
tion z von x und y erfahrt, wenn x um das Diffe- 
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r^ntial Ax und zugleich y um das Differential d y zunimmt, 
ist gleich der Summe derjenigen beiden Zunahmen, die z 
erfahren wiirde, wenn x allein um Ax oder y allein um dy 
zunahme. 

Fiir den Fall, dafi x und y um endliche GroBen wachsen, gilt dies 
durchaus nicht. Ist z. B . z ~xy und wachst x um A x , wahrend y kon- 
stant bleibt, so ist der Zuwachs von z gleich 

(x + Ax) y~~ xy oder yA,x. 

Wenn andererseits x konstant bleibt und y um Ay wachst, ist der Zu¬ 
wachs von z gleich 

x (y +Ay) — xy oder xAy . 

Die Summe beider Zunahmen ist: 

y Ax+xAy . 

Dies aber ist keineswegs diejenige Zunahme, die z oder xy erfahrt, 
wenn sowohl x um Ax als auch y um A y wachst. Denn in diesem 
Fall ergibt sich die Zunahme (vgl. auch S. 76): 

(x + A x) (y + A y) — x y oder yAx+xAy+AxAy. 

Wohl aber, wenn sich x und y unendlieh wenig andern, ist die 
Zunahme einer difierentiierbaren Funktion z von x und y gleich der 
Summe der partiellen Zunahmen, die sich ergeben, falls sich nur x 
oder nur y um das betreffende Differential d x oder d y andert. Das 
Differential dz, das in (4) angegeben ist, heiBt das vollstandige 
Differential der Funktion z . 

4. Be is pi el: Sind x und y die rechtwinkligen Koordinaten ernes Punktes P 
der Ebene und werden sie init derselben Einheit gemessen, so hat P vom Anfangs- 
punkt 0 den Abstand 

r = 1 Ix*+y 2 t 

der nach S. 344 der Radiusvektor des Punktes P heifit. Dieser Funktion r 
von x und y kommt nach (4) das vollstandige Differential zu: 

j _xdx -|- ydy _ xdx + ydy 

WW 7 

Dieser Wert ergab sich schon im 1. Beispiele. Wir machen nun eine Anwendung: 
Wenn man die Abstande x und y des Punktes P von den Achsen wirklich abmifit 
und daraus den Radiusvektor r berechnet, wird sich ein Fehler ergeben, weil 
Messungen immer mit Fehlem behaftet sind. Aber man wird die Fehler von 
x und y ihrer Kleinheit halber angenahert als Differentiale d x und d y auf- 
fassen konnen. Dann stellt der vorstehende Wert von dr den sich ergebenden 
Fehler dar. Der relative Fehler (S. 7) ist: 

dr xdx + ydy 
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Bedeutet <p die Amplitude von OP, d. h. den im Bogemnafie gemessenen Winkel 
der a-Achse mit dem Radiusvektor r (S. 344), siehe Fig. 403, so ist: 


y = arctg^-* 

Diese Funktion tp von x und y hat die partiellen Differential- 
quotienten: 

y JL 

d <p x 2 __ — y d tp _ x __ 


# tl x 


Fig. 403. 




also ist ihr vollstandiges Differential: 


ydx -f~ xdy 
x 2 + y a 


Wegen a; = r cos <p, y = r sin l&Bt es sich so schreiben: 

, — sin <p dx + cos <p d y 

d(p=s - - - . 

Der relative Fehler von <p bei der Vermessung von x und y und Bestimmung von <p 
ist also: 

dq> _ — sin y is Hh cos <p dy 
(p ~~ rtf> 

5. Bei spiel: Nach dem 2. und 3. Beispiele hat man: 

z = xy 2 y dz as y (yds-f 2ady), 

2/ , ady — ydx 


z s In (rc + 6*0 » 
s = sin (a; 2 + y), 


w< 2 — ~ rr* » 

dz = (2xdx -f dy) cos (as a + y)• 


6. Beispiel: Bedeutet v das Volumen, p die Spannung und T die absolute 
Temperatur eines Gases wie im 6. Beispiel, S. 367 u. f., so ist. die Spannung 

_ RT 
* v 

eine Funktion von v und T. Dabei bedeutet R eine Konstante, wahrend v und T die 
unabhftngigen Ver&nderlichen sind. Wachst das Volumen v um dv und die Temperatur 
T urn dT , so wachst die Spannung nach (4) um 

D vdT-Tdv 
dp — r —. 


7. Beispiel: Ein zylindrisches GefaB soli einen Radius von r cm und eine 
H6he von h cm haben, wird aber nicht genau in diesen MaBen hergestellt; die Fehler 
seien jedoch so klein, daB sie als Differentials d r und d h zu betrachten sind, Sie be-' 
wirken einen Fehler des Volumens V = nr 2 h, n&mlich: 

d V *ss 2 n r h d r -j- w r 2 dh = rtr (2 hd r+ rdh) 
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Der relative Fehler ist 

dV ,dr^dh 

~y~ == & ~ n j~~ » 

d. h. der Fehler beim Ausmessen des Radius fallt doppelt so stark ins Gewicht 
wie der beim Ausmessen der Hohe. Der Radius mufi also besonders sorgfaltig 
gemessen werden. 

Wir gehen jetzt zur Annahme von beliebig vielen unab- 
hangigen Veranderlichen iiber. Die Anzahl der Veranderlichen 
sei n , ujid sie seien mit x 1 , x 2 , ... x n bezeichnet. Unter 

0 = / X 2 , • • • ®n) 

werde nun eine Funktion der n unabhangigen Veranderlichen 
x v x 2 , ... x n verstanden. Wir glauben, es eriibrigt sich hier, die ent- 
sprechende Betrachtung in voller Breite wiederzugeben. Der par- 
tielle Differential quotient von z nach einer der n Verander¬ 
lichen, nach Xi etwa, also die GroBe bedeutet denjenigen 

Differentialquotienten, den z als Funktion von hat, wenn alle Ver¬ 
anderlichen mit Ausnahme von x { fest bleiben. An die Stelle der 
zweighedrigen Summe (4) tritt hier die n-gliedrige: 




Satz 3: Der Zuwachs, den eine differentiierbare Funk¬ 
tion z von %, x 2 ,.. . x n erfahrt, wenn alle n Veranderlichen 
x 1 ,x 2 ,...x n zugleich um Differentiale dx^dx^ ...dx n wachsen, 
ist gleich der Summe aller derjenigen n einzelnen Zu- 
nahmen, die z erfahrt, wenn nur x 1 oder x 2 usw. um dx 1 
Oder dx 2 usw. wachst. 

Die Summe (5) heiBt das vollstandige Differential der 
Funktion z von x 2 ,... x n . Sie setzt sich aus den partiellen 
Differentialen zusammen; insbesondere ist 


dz 


dXi 


das partielle Differential, um das z wachst, wenn sich nur x € 
um dXi andert. Den Satz 3 konnen wir also auch so aussprechen: 


Satz 4: Das vollstandige Differential einer differen- 
tiierbaren Funktion von mehreren Veranderlichen ist gleich 
der Summe ihrer partiellen Differentiale. 


Der Satz 4 ist ein wichtiges Grundgesetz der Natur, das 
Gesetz der Superposition unendlich kleiner Anderungen. Es 
besagt: Wenn eine Wirkung durch unendlich kleine Anderungen aller 
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ihrer Ursachen eine andere wird, tragen alle diese kleinen Anderungen 
unabh&ngig yoneinander zur Gesamtanderung der Wirkung bei, 
so daB die unendlich kleinen Einzelwirkungen blofi zu summieren 
sind. Ein so einfach.es Gesetz gilt durchaus nicht mehr bei 
Anderungen, die betrachtlich sind. Man kann aber sagen, daB 
das Gesetz mit groBer Annaherung gilt, wenn die Ande¬ 
rungen von x 2 ,... x n verhaltnismaBig klein sind. Davon 
macht man h&ufig Gebrauch. 

8. Beispiel: DasProdukt z der n Veranderlichen x 1% ,.. x n hat die par- 

tiellen Differentialquotienten: 

— Xl (i — i 2... n ). 

dx { x { 


Daher ist sein vollstandiges Differential: 


dz — X 1 X z ..,Xn (~~~ + + • • • • 

\ X 1 ^2 



9. Beispiel: Bei einer Vermessung von einer Standlinie AB = c aus kann 
man die Entferimng l irgendeines Punktes P von der Standlinie durch das Verfahren 
des sogenannten Yorw&rtsabschneidens bestimmen, 
indem man die Winkel « = ■£: BAP und p = ABP 
miBt, siehe Fig. 404. Wenn L den FuBpunkt des 
Lotos l von P auf A B bedeutet, ist A L = l ctg«, 

LB —l ctgyS, daher: 

l .-£- 

ctg « + ctg p 

Beim Yermessen sind c, « und p mit Fehlern behaftet, Fig. 404. 

die als unendlich klein aufgefafit werden diirfen und 

daher mit dc } da und dp bezeichnet werden kbnnen. Wie grofi ist der Fehler 
dl des Ergebnisses l? Wegen 

0 l = 1 __ c _ d l _ _ c _ 

dc ctg a -f* ctg p ’ da ~~ (ctg a -f.ctg p ) 2 sin 2 a ’ d p (ctg a + ctg p ) 2 sin 2 p 



ergibt sich aus (5) mit Bhcksicht auf Satz 16, S. 411: 


sin a sin p A ^ ( c 

sin(« + p) ’ C sin 2 (« + p) 


(sin 8 p . da + sin 8 a .dp). 


Der relative Fehler ist: 


£L_ii + _ i _ 

l c r sin(« + /9) [sin« ^ sin/? 

Wohlbemerkt sind hier d a und d/3 im BogenmaQe zu messen. Warum? 


Die Formel fur das vollstandige Differential einer Funktion von 
mehreren Yeranderlichen kann man auch benutzen, um verwickeltere 
Funktionen von nur einer Veranderlichen zu differentiieren. 
Das ist eine sehr einfache Anwendung, die wir hier einschalten wollen: 
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Angenommen, y sei eine Funktion von x, aber von umstandlicher Form 
wie z. B. 

y = (sin xf* n \ 

In diesem Beispiele ware es ubersichtlicher, y = u* zn schreiben und 
erklarend hinzuzufiigen, daB u = sin x und v ~x n sein soil. Allgemeiner 
gesagt: Unter y sei eine Funktion von zwei GroBen u und v verstanden: 

y=F(u,v), 

und u und v sollen hierin Funktion von x bedeuten. Dann ist y 
eine Funktion von x. Ihren Differentialquotienten konnen wir so 
finden: Andert sich x um d'x, so werden sich u und v , weil sie 
von x abhangen, um ihre Differentiale du und dv &ndern. Also ist 
y = JF (u, v) eine Funktion von zwei GrbBen u und v, die sich um 
d u und d v andern. Nach der Formel (4), worm jetzt z und x, y 
durch y oder F und w, v zu ersetzen sind, ist die zugehorige 
Anderung von y: 

, dF , , dF j 

dy = -zr-du + 

9 du * dv 

Daher ist der Differentialquotient von y : 

dy dF du dj? dv 

dx du dx ' dv. dx ’ 

Wir konnen dies sofort verallgemeinern : 

Satz 6:1st 2 /.als Funktion von x so gegeben, dafi zun&chst 
y als eine Funktion F von mehreren GroBen u, v,w... vor- 
liegt, die selbst Funktionen von x sind: 

y =F(U, v,w...), 

so laBt sich der Differentialquotient von y berechnen nach 
der Formel: 

dy _ d F du . d F dv . d Fdw , 

dx d u dx ‘ dv dx ' d w dx 

Dies ist eine Yerallgemeinerung der Kettenregel, S. 127. 


10. Beispiel: Ist 


so setzt man: 
Dann kommt: 


u = sin x , 


y — (sin x )^, 
v — x n , also y = u v . 



p- = u v \nu 

dv 
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(nach den Regeln fiir x n und fur a x , vgl. 1. Beispiel, S. 327, worin a durch u 
und x durch v zu ersetzen ist). Mithin folgt: 


dy 

dx 


du 

dx 


4- u v In u 


dv 

dx 


Oder wegen der Bedeutung von u und v: 

= x n (sin xy n ~ 1 cos x 4* (sin x)^ In sin x . n x n ~~ 1 . 

Man kann dies aber auch mittels der Kettenregel bercclmen, wenn man y nach der 
Anweisung auf S. 325 in eine Potenz mit der Basis e verwandelt: 


y = e* n * n sin x 4 

11. Beispiel: Liegt die Funktion 






2/ = 

arc sin x . 
In x ^ 


vor, so setzt 

man 








u = 

- arc 

sin a, 

v jss In x , 

w = ]/& 

und erhalt 







u 

u w 


£1 B 

w 


uw o y u 

u 



du 

v * 

dv 

v 2 9 d w ™ V 

so daB 








dy ^ 

]/x 

1 


arc sin x 1 

arc sin x 1 


d x 

In x 



(In®)* \x 

In* 2]/af 


ist. Man findet dasselbe durch Anwendung der Produkt- und Bruchregel. 


Wie in diesen beiden Beispielen kann man immer auch ohne 
die in Satz 5 ausgesprochene Regel verwickelte Funktionen von x 
differentiieren. Das neue Verfahren ist jedoeh iibersichtlichcr, nament- 
lich, wenn man soviel Gewandtheit erlangt hat, dafi man nicht mehr 
hinzusehreiben braucht, was man unter u,v,w... verstchon will. - 
Nach dieser Einschaltung kehren wir zu der Annahme zuruckr 
z sei eine Funktion von zwei unabhkngigen Ver&nderlichcn 
x und y: 

z=f(x,y). 

Die partiellen Differential quotienten dz:dx und dz:dy sind eben- 
falls Funktionen von x und y. Lassen sie sich auch differentiieren und 
zwar sowohl partiell nach x als auch partiell nach y, so ergeben sich 
vier Ausdriicke: 


f6) 


a 02 
dx 

9 * 


9 2 

' 4 — 

dx 


dy 


a 02 
8 x 


Die beiden ersten sind die partiellen Differential quotienten von dz:dx 
nach x und y und die beiden letzten die partiellen Differentialquotienten 
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s »» 

0 dx _ 

dy 

dy 

d x 


ist, d. h. wenn man z = f(x,y ) zuerst partiell nach x und das 
Ergebnis partiell nach y differentiiert, geht dasselbe her- 
vor, als wenn man 2 zuerst partiell nach y und das Er¬ 
gebnis partiell nach x differentiiert. 

Dies Gesetz gilt nun unter gewissen Voraussetzungen aueh sonst, 
wie wir beweisen werden. Vorher noch eine Bemerkung: Den partiellen 
Differentialquotienten einer Funktion 2 oder / (x,y) hinsichtlich z be- 
zeichnet man bequemer mit z x oder f x ; man deutet also durch den 
angeh&ngten Index an, nach welcher Yeranderlichen partiell 
differentiiert worden ist. Ebenso soli z y oder f v der partielle Diffe- 
rential quotient von 2 oder / nach y sein. DemgemaB bezeichnen wir 
die Ausdrucke (6) mit z xx , z xy , z yx , z vy , Beispielsweise bedeutet z xy den 
Ausdruck, der hervorgeht, wenn man 2 zuerst partiell nach a’ und dann 
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das Ergebnis p'artiell nach y differentiiert. Das Gesetz (7) driickt sich 
dann we folgt aus: 

( 8 ) 2 * 2 , = Zyz • 

Der Beweis dafiir, daB dies Gesetz allgemein gilt, vorausgesetzt, 
daB gewisse Stetigkeitsbedingungen erfiillt sind, ist nicht ganz ein- 
fach. Der Leser muB selbst entscheiden, ob er imstande ist, ihn zu 
verstehen, oder ob er es auf eine reifere Zeit aufschieben muB. Wir 
geben deshalb den Beweis in kleinem Druck. Wer ihn iiberschlagen 
will, lese bei Satz 6 weiter. 


Wir setzen voraus, daB die Funktion. / (x, y) stetige partielle Ableitungen /*, /y, 
f X y und iyx habe. Ferner seien A x und A y beliebige Zunahmen von x und y. Auf 
die Differenz / (x, y + A y) — 1 (x, y) wenden wir den Satz 13, S. 642, an, indem 
wir sie als eine Funktion Von x auffassen, in der y und A y die Rollen von be- 
liebigen Konstanten spieien. Nach diesem Satze driickt sich der Wert, den jene 
Differenz annimmt, wenn x und A x wachst, so aus: 

f(x+ Ax, y + Ay) - f(x + Ax, y) 

= j(x, y + Ay)- 1(x,y) 

-f- [/* (z -f- ©i A x, y -}- Ay) fx{x 4~ ©i A x, p)] A x , 

wobei ©i eine im Intervalle von 0 bis 1 gelegene GroBe bedeutet. Diese Forme! 
laCt sich auch so anordnen: 


f f(x+Ax,y+Ay)-f(x+Ax,y) - f(x,y+Ay)+1(x,y) 

^ 1 = [lx(x + 9 l Ax,y + Ay) - fz (x + GlA x ,»/)] A x. 

Nun konnen wir weiterhin f x {x+ ©i A x, y) als eine Funktion von y auffassen, in 
der aufierdem x + 9i. Ax vorkommt. Auf diese Funktion von y wenden wir aber- 
mals den Satz 13, S. 642, an, indem wir also jetzt y urn A y zunehmen lassen. 
Dann kommt: 

U(x+9 l Ax,y+ Ay) = /*(*+©i Ax, y)+ U(x+9 l Ax,y+» 1 Ay)Ay, 
wo eine im Intervalle von 0 bis 1 gelegene GroBe bedeutet. Wird dieser Wert in 
(9) rechts fttr (x + G x A x, y -f A y) eingesetzt, so ergibt sich: 

f /(a + Ax,y + Ay) - /(s-f Ax,y) ~ f(x, y+ Ay) + ffa y ) 

(1U ' [ = U v (x + G 1 Ax,y+& l Ay)AxAy. 

Zur Gewinnung der Formel (10) sind wir zuerst von /(a, y *f A y) - /(*, y) aus- 
gegangen, indem wir diese Differenz als Funktion von x nach Satz 13, S. 542, fiir 
den Fall behandelten, wo x urn A# wachst. Aber wir hatten auch von der 
Differenz f(x~f- A x, y) — f(x, y) ausgehen konnen, indem wir sie als Funktion von 
y nach Satz 13 fiir den Fall behandelten, wo y um A y w&chst. Deshalb ergibt 
sich weiterhin entsprechend der Formel (10) eine zweite Formel von derselben 
Art, in der aber x und y ihre Bollen vertauscht haben. Man bekommtso: 

f t(x + Ax,y+ Ay)~f(x,y+ Ay)-1(x+ Ax,y)+Hx t y) 

(11) \ = f V x{x + & % Ax,y~\-& % Ay)Ax Ay, 


von G z und Intervalle von 0 bis 1 gelegenen GrbBen sind. Die linken Seiten 
der Gleichung (10) und (11) stimmen aber hberein. Mithin muB dies auch von den 






lxv (* + ©i X, y + A y) = f yx (x + © 2 A x, y + A y). 

Da hicrin ©„ & lt @ 2 , & i m intervalle von 0 bis 1 lieeen und da / nnd i 
stetag sein sollen, ergibt sich fur lim J* = 0, lim A y = 0: ’* ** 

Uy(x, y) = iy X (%, y), 

was zu beweisen war. 

Das Vorhergehende liefert den 

Sate 6: Sind die partiellen Differentialquotienten 

?ww aJ'1 Ciner Funktion /(*,») stetig, so ist f xy 
1‘ Hr d ’ L b ®* d er Bildung von f xy ist die Reihenfolge 
gleichgUhig. PartieIlen Dif ferentiationen nach * und y 

oder^ThloU 68 nUr d J e * P art ^ e ^ e Differentialquotienten 
und /,t ge " V ° n dei ZW6iten ° rdnU ^’ “ /- /-r 

Bilduttf.-t 116 ri tereS .’ daB sich Entsprechendes auch bei der 

Li Ztrsrrr, Uhm ; ? ii ir f*• ,a,,s sie 

*n«JL»„i+ j , ' K - ***» = /*»« wed der Satz 6 auf f x statt / 

klfr da? 7 erd ! n / kann ‘, A “ 6erdem ist auch wegen f xy = f yx sofort 

Ebenso ist ”f V ~ / ^ emnach haben wir /«, = /„. = 
nartipllp THf*** +• f 1 ' Eeshalb gibt es nur vier 

partielle Differentialquotienten oder Ableitungen von der 
dritten Ordnung, namlich f xxm f f f h 

-• j , 6r , fc>atz 6 lst auck auf Eunktionen f (x,, x, .. .x ) von rt Vov- 

Ergebni?Lrtidi ndba b' D T ^ man / P arti ^ ’nach x k und das 
gebms partiell nach x oder umgekehrt diiferentiiert sioiclen illo 

utagea Ver&nderliehen die Mien voa Konstenten S i,TS 

fx k x,(Xi, X 2 , ... X„) = X 2 , ... Xj, 

falls diese Differentialquotienten und auBerdem /, f, t und /„, stetig 

be^ e „e^‘l“S“T e T d ?"" °f' U ” e ™ n «*'»> 

imr f xxyi f xyyy f yyy auch mit 

%L, _£1 L, e 8 / 0 */ 

ex 1 dx*dy’ aiep’ ap- 

Ganz entsprechende Bezeichnungsweisen gelten fur die partiellen Diffe- 
rentialquotienten von beliebig holier Ordnung P " 

14. Beispiel: Ist z = xy, so wird ? _ u 

Alle hoheren partiellen Differentialquotienten sted gleich Nulf = *’ hv= °‘ 
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15. Beispiel: 1st z — sin x cos y, so wird z x = cos a; cos y, z y = — sin x sin y 
z xx = — sin x cos «/, 2 * 2 / — — cos x sin y, z yy = — sin x cos?/, z %xx = — z x , 

Zasy “ " 2y, Z xy y ~ — 2 Xl Zyyy — ~ %y USW. 


16. Beispiel: 1st z = x l z % + x 3 x i , so wird 
0 Z __ 0 2 __ 0 2 _ 

0 2 Z - 0 2 2 


0 X x 0 X 2 


0 g . 
0 £ 4 


«8i 


0 Xo 0 


= 1, 


wahrend alle iibrigen partiellen Differentialquotienten gleich Null sind. 


Ein gewandter Rechner macht von dem Umstande, daB die Reihen- 
folge der Difierentiationen gleichgiiltig ist, Gebraueh, indem er den 
kiirzesten Weg zur Berechnung einschlagt. 


17. Beispiel: Ist z — x£ -f* x t x 2 sin£c s und soli z Xx ^ % berechnet werden, 

so ist es am bequemsten, zuerst nach x z zu differentiieren, da dann die Wurzel wegfallt: 


0£ 

dx z 


= x x cos a; 3 , 


0 2 z 

d x x d x 3 


x 2 00 s x 3 , 


0*2 

dx x dx 2 dx a 


cos x z . 


§ 2. Differentiation unentwickelter Funktionen. 

Unentwickelt nennt man Funktionen, die nicht ausgerechnet 
vorliegen, die man vielmehr erst aus einer vorgelegten Gleichung be- 
rechnen muB, um sie in entwickelter Form vor sich zu haben. (Vgl. 
S. 160.) Der einfachste Fall ist dieser: 

Vorgelegt sei eine Gleichung mit zwei ver&nderlichen 
GroBen x und y. Wenn man alle Glieder der Gleichung auf die linke 
Seite bringt, wird diese Seite eine Funktion F von x und y, so daB 
kommt: 

(1) F (x, y) = 0. 

Gibt man x und y bestimmte Werte, so wird die linke Seite nicht 
gerade gleich Null, also die Bedingung (1) nicht erfullt sein. 
Vielmehr darf man nur einer der beiden GroBen x und y einen 
bestimmten Wert geben, z. B. dem x. Dann ist (1) eine Gleichung 
mit einer unbekannten (nicht mehr veranderlichen) GroBe y , 
deren Wert man z. B. mittels der Regula falsi, S. 118, ermitteln 
konnte, falls es iiberhaupt eine Losung gibt Wenn die Gleichung (1) 
zu jedem Wert x innerhalb eines gewissen Bereiches einen Wert y 
liefert, bestimmt sic y als eine Funktion von x und zwar als 
eine unentwickelte odor implizite Funktion von %. Unter 
Umstanden kann man die Gleichung (1) allgemein nach y auflosen, 
d. h. so schreiben, daB links nur y und rechts ein Ausdrmjk in x 
allein steht. Aber die Auflosung nach y durch Formelzeichen kann un- 
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bequem, ja auch unmoglich sein, wie z. B. bei der Gleichung 
x y + sin y — 0. Unsere Differentiationsregeln beruhten jedoch 
immer auf der Voraussetzung, daB y als entwickelte Funktion von x 
gegeben sei. Hier also tritt eine Schwierigkeit ein: Infolge von (1) 
1st y eine gewisse Funktion von x, aber wie berechnet man 
ihre Differentialquotienten? 

Dies geschieht so: Andert sich x um sein Differential da;, so wird 
sich y um das zugeh6rige Differential dy kndern. Infolgedessen geht 
die linke Seite der Gleichung (1) in F(x + dx, y + dy) iiber. 
Nun mufi auch dieser Ausdruck nach der Vorschrift (1) gleich Null 
sein, d. h. es darf sich F (x, y) nicht andern, wenn x um d x und y 
um das zugehorige dy waehst. Nach Satz 1, S. 645, effSJhrt aber 
F dabei den Zuwachs 


Also muB sein: 




dF, , dFj A 
— dx +- d y=0. 


Dividieren wir mit dx und bezeichnen wir dy:dx mit y', so folgt: 

(2) H+§fV = 0 oder: F x + F v y' = 0. 


Hieraus konnen wir den gesuchten Differentialquotienten y‘ 
der Funktion y von x berechnen: 


d F 


w if 

an d ® n ff ben Ergebnis kommt man, wenn man die Sachlage so 
. von C 1 ) 18t V eine Funktion von a;. Denkt man 

Sue m $ T * 6ingefiihrt ’ 80 die linke Seite 

Also ^ die nach d) 8tet8 g ,eich Null sein soil. 

£??n G w„?? re f qU ^ 6nt gleich mi Diese Funkti< >* ^n a: 

Li ulTJS ~ m i U ' V) WiC i0 SatZ 6 ’ S - 660 ' wobei ^ 

Nach der Pa , v y* der gedachten Funktion von x, ist. 

als Fimtnf * ese8 Sat2es i8t aIso der Differentialquotient der 
als Funktion von a; aufgefaBten linken Seite von (1) gleich 

d F du 8 F dv 
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Das Wesentliche dieser zweiten Auffassung der Sachlage ist also 
dies: Wir denken uns in (1) statt y die noch nicht berechnete 
Funktion von x, so 'dafi alles nur x enthalt, und differentiieren 
dann vollstandig nach x, nicht partiell. 

Dieselbe SchluBweise liefert auch den zweiten Differentialquo- 
tienten y" von y nach x. In (2) stellen wir uns namlich unter y, das ja 
in F x und F y vorkommt, die durch (1) bestimmte Funktion von x vor. 
Dann ist auch y' als eine Funktion von x aufzufassen. Die linke 
Seite von (2) enthalt bei dieser Auffassung nur x und zwar in 
drei Arten: einmal frei als x selbst, dann in y und schliefilich 
in y'. Die linke Seite hat also die Form F («, v, w), wo u, v, w 
Funktionen von x allein sind. Da die Glcichung (2) fiir beliebiges x 
gelten soil, mufi der vollstandige Differentialquotient yon F(u,v, w) 
nach x gleich Null sein. Er ist nach Satz 5, S- 650, zu berechnen, 
wobei jetzt u = x, v = y, w = y', also 

du _i d v _ j d w __ ,i 

'dx dx 9 

ist. Die linke Seite von (2) gibt aber partiell nach u (d. h. x) diffe- 
rentiiert: F xx + F xy y', dagegen partiell nach v (d. h. y) differentiiert: 
F xy + F yv y', schlieblich partiell nach w (d. h. ?/) differentiiert: F v , 
denn-w oder y’ tritt nur an einer Stelle, mit dem Faktor F y behaftet, 
auf, da F x und F v nur x und y, d. h. nur u und v enthalten. Da, wie ge-. 
sagt, der vollstandige Differentialquotient der linken Seite von (2) 
gleich Null sein muB, folgt also: 

F xx + F xy y' {F xy -\- F uv y')y' -\-F y y =0 

oder: 

(4) F xx + 2F xy y' + F vv y' 2 + F v y" =0. 

Hieraus kann man y" berechnen: 

x „ Fxx + 2Fxy y' + Fvvy'* 

( 5 ) y =- Ty -• 

Dieselbe Art der Schlufifolgerung gilt auch fiir die Berechnung 
von y"', y lv usw. 

Die geometrische Bedeutung der Gleichung (1) oder F (x, y)~ 0 
liegt auf der Hand: Durch diese Gleichung wird y als eine Funktion 
von x gegeben, und diese Funktion y wird eine Bildkurve haben. Die 
"Wertepaare x, y also, die der Forderung (1) Geniige leisten, 
bestimmen die Punkte (x;y) einer Kurve in der Ebene. 
Somit ist (1) eine Verallgemeinerung der bisher benutzten Darstellung 

Scheffers, Lehrbuch d. Msthematik. 42 
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y = f(x) einer ebenen Kurve. Beispiele hierzu sind uns schon im vierten 
Kapitel begegnet. Denn nach Satz 2, S. 173, ist 

(6) Ax+By + C=Q 

die Gleichung einer Geraden. Nach Satz 6, S. 179, ist ferner 

(7) (x — a) 2 + (y — b) 2 — r 2 = 0 
die Gleichung eines Kreises. Weiterhin stellt 

nach S. 185 und S. 191 eine Ellipse oder Hyperbel dar, je nach- 
dem das obere oder untere Vorzeichen gewahlt wird. 

Die Anwendung der Formel (2) auf diese Falle gibt: 

A+By' ==0, 
x— a+ (y— bjy' = 0 , 


a « yy 

a* ^ 7)2 


und also durch Auflosung nach y f : 




b 2 x 

a*y' 


Die erste Formel besagt, dafi die Gerade (6) die konstante Stei- 
gung — A:B hat (siehe Satz 2, S. 173). Die Formel fur die Steigung 
des Kreises wurde auf anderem Weg auf S. 180 unter (5) und die 
dritte fiir den Fall der Ellipse auf S. 188 unter (3) gefunden. 

Die soeben erwahnten Beispiele sind besonders wiehtig. Wir 
nehmen die Gelegenheit wahr, hier die Betrachtungen des vierten 
Kapitels zur analytischen Geometric der Ebene in einigen 
Punkten zu erweitern. Dabei setzen wir wie damals voraus, dafi die 
a-Einheit gerade so grofi wie die z/-Einheit sei (vgl. S. 171). 


1. Beispiel: Die Gerade g> die durch die Gleichung 
(9) AxB yC — 0 

mit konstanten Koeffizienten A, B, C dargestellt wird, moge auf den Achsen die 
Strecken a und b\ abschneiden. Nach S. 175 ist a = -C: A und b = — C : B. 
so dafi statt (9) geschrieben werden kann: 


(10) T + l- 1 - 0 - 

vgl. Satz 3, S. 175. Das Lot OU vom Anfangspunkt auf die Gerade g habe die positiV - 
gemessene Lange p, siehe Fig. 405. Der Winkel, den die positive a>Achse beschreiben 
mufi, um nach Lage und Richtung mit O TJ zusammenzufallen, sei «. Ist P irgendein 
Punkt {x\ y) der Geraden und Q der Fufipunkt seiner Ordinate, so ist die Summe der 
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Projektionen der Seiten OQ, QP, PG des Dreiecks OQP auf die Gerade OTJ gleich 
Null, nach Satz 11, S. 408. Aus der Figur liest man also sofort ab, dab fiir jeden 
Punkt (x;y) der Geraden 

(11) x cos a -f- y sin « — p = 0 

ist. Diese Darstellung der Geraden mit Hilfe der beiden Bestimmungsstiicke p und a 
heiBt die Hesse sche Normalfarm nach dem Mathematiker Hesse (1811—1874). 
Es ist leicht, die Gleichung (9) auf diese Form zu bringen. Denn das Wesentliche der 
Gleichimg (11) besteht darin, daB nach (4), S. 378, die Summe der Quadrate der 
Koeffizienten von x und y gleich Eins und das von x und y freie dritte Glied 




negativ ist. Das erste erreichen wir durch Division von (9) mit einer der beiden 
Quadratwurzeln aus A 2 B 2 , das zweite dadureh, dab wir die Quadratwurzel 
positiv oder negativ wahlen, je nachdem C negativ oder positiv ist: 

(12) x —=d== + y ■ 1 =M= + _ = 0, 

VA'+B* + \A*+B* 

wo also ]/A 2 + B 2 . entgegengesetztes Vorzeichen wie C haben soil. Nun ist, wie die 
Vergleichung mit (11) lehrt (siehe auch Satz 6, S. 386): 


(13) 


cos a : 


B 


G 




y>+ip 


yi»- i-jb* 


Um z. B. die Geradengleichung 

2 a? -j- y -}~ 5 — 0 

auf die Normalform (11) zu bringen, dividieren wir sie mit der negativen 
Quadratwurzel aus 2®+ l a , also mit — ]/&". Dann kommt: 

ty’Ba— iV — 1/5 - 0, 

wo diejpositive Wurzel bedeutet. Mithin ist cos « = f y5*sin « a* — y 5 
und p = Y 5. Fig. 406 ist fiir diesen Fall entworfen 

Wenn P oder (x ; y) kein Punkt der Geraden g selbst, vielmehr irgendein 
Punkt in der Ebene ist, werden seine Koordinaten die Gleichung (11) nicht 
erfiillen, d. h, fiir ihn hat x cos a 4* y sin « - V einen von Null verschiedenen 
Wert. Diesem Wert kommt nun eine geometrische Bedeutung zu. Nach Fig. 407 

42* 
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ist namlich x cos a — 0 Q cos« = 0F, ferner y sin a — QP sin a == V W, demnach 
£ cos « + y sm a ~ p = 07F W — 00 = UW. Nun ist UW geiade so groB wie 
der Abstand 2 — RP des Punktes P von der Geraden g, und zwar erscheint er mit 
einem Vorzeichen behaftet. Wenn man also in der linken Seite der Normal- 
form (11) einer Geraden die Koordinaten x , y irgendeki.es Punktes P 
der Ebene einsetzt, ist der Wert der linken Seite nicht gleich Null, 
sondern gleich der Entfernung des Punktes P von der Geraden und 
zwar mit Plus- oder Minuszeichen, je nachdem P, vom Anfangspunkt 0 
aus betrachtet, jenseits oder diesseits der Geraden liegt. Im Fall der 
Fig. 406 ergibt sich, daB z. B. der Punkt (3; 2) von der Geraden den Abstand hat: 

-§* 1/5 .3 — -§-]/5 . 2 — ]/5 oder — y]/ 6 . 

Eine wichtige Anwendung ist diese: In der xy- Ebene sei wie unter 
B., S. 246 u. f., ein Flachensttick F gegeben, das durch unendlich dichte Parallelen 



zu den Achsen in unendlich kleine Rechtecke zerlegt werde, wie es Fig. *408 an- 
deutet. Das an der Stelle P oder (a; y ) gelegene Reehteck hat eine unendlich 
Meine Flache df , deren statische Momente in bezug auf die a- und p-Achse 
offenbar die Werte ydf und xdf haben. Ist g irgendeine Qerade der Ebene, 
die von 0 einen Abstand p hat, der mit. der a-Achse den Winkel « bildet, 
so hat P von dieser Geraden den Abstand x cos « + y sin a — p, also das 
Reehteck in bezug auf g das statische Moment (x cos « -f sin « — p) d f. 
Das statische Moment der ganzen Flache F in bezug auf eine Gerade ist nach 
S. 250 gleich der* Summe der statischen Momente aller Teile. Die Summe 
aller ydf sei M x , die Summe aller xdf sei M y , und die Summe aller 
(x cos a + y sin a — p)df oder also aller cos a . x d / -{- sin a . y d f — p. d f sei Mg. 
Da uberdies die Summe aller d / die Flache F ist, folgt: 

(14) Mg = cos « . My + sin a , Mx — p F . 

Hiernach kann man das statische Moment M g der Flache F fur eine 
beliebige Gerade <7 berechnen, sobald man ihre statischen Momente 
Af* fur M y fiir die x- und y- Achse und die GroBe der Flache kennt. 
Der Punkt S mit den Koordinaten 



hat von der Geraden g den Abstand 

s 1 = £ cos rt -f 9 sin « — p = ~ (cos « , M y + sin a. M x — p P), 
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d. h. nach (14): 



Also ist sF s= Mg. Mithin ist der Punkt S so beschaffen, dafi die Fl&che F in 
bezug auf jede Gerade g dasselbe statische Moment hat wie der Punkt 8, falls 
man sich in diesem Punkte die Gesamtmasse der Flache vereinigt denkt. Damit 
ist die auf S. 252 am Eingang yon G. aus der Mechanik entlehnte Tatsache vom 
Vorhandensein eines Schwerpunktes S bewiesen. 

2 . Beispiel: Unter einer Kurve zweiter Ordnnng versteht man eine Kurve, 
die durch eine Gleichung zweiten Grades in x und y, also durch eine Gleichung von der 
Form 

.(15) Ax 2 + Bxy + Cy 2j rDx + Ey + G^O 

dargestellt wird, wo. A, B, C, Z), E, G Konstanten bedeuten, Wenn die Konstanten 
so beschaffen sind, dab 

(16) 4 AC 4=0 

ist, kann man leicht einsehen, dafi es Konstanten m, n, r, p, q, a derart gibt, dafi die 
Gleichung (15) die Form annimmt: 

(17) m (x cos a + y sin « — p) 2 + w ( — % sin a 4 y cos a — q) 2 4- r = 0, 

Denn wenn man diese Gleichimg ausrechnet und die Koeffizienten von x z , xy usw. 
mit A, B usw. in (15) vergleicht, komrat man zi den folgenden sechs Bedingungen 
fiir tn, w, r, p, q, «: 

m cos* a + n sin 2 a = A , 2 (m — n) sin « cos « = B \ 

m sin 2 « + n cos 2 « = C , 

— 2mp cos « + 2w gsin « = D , — 2m p sin « — 2n q cos a = E , 

m p 2 4 - n g 2 4* r — G . 

Die erste und dritte Bedingung lassen sich durch Addition und Subtraktion um- 
formen, so dafi sie und die zweito nach Satz 17, S. 412, die Formen annehmen: 

m 4 * n = A + C , (m — n) cos 2 « = A — C , (m — n) sin 2 a » JE?, 
woraus sich n und « berechnen lassen, falls 4 AC — B 2 0 ist, Dabei ist 
(m 4 n) 2 — (m — n ) 2 = 4 AC — B 2 . 

Die vierte und fiinfte Bedingung geben ferncr p und q und die letzte r. Die 
(Jberfubrung von (15) in (17) hat nun eine wichtige geometrische Bedeutung. 
Denn 

x cos « + y sin « — p = 0 , — x sin « + y cos « — q = 0 

sind die Normalformen 1 der Gleichungen zweier zueinander senkrechter Geraden g 
und ft, da sich die zweite Gleichung ja so schreiben lafit: 

a; cos (n 4 - $tt) 4 - y sin (« + £tt) -- g == 0 . 

Ist nun Poder (a;; y) ein Punkt der Kurve (15) und sind 5 und 9 seine Abst&nde 
von g und ft, siehe Fig. 409, so besagt daher (17), dafi 

m £ 2 4 n t ) 2 4 r = 0 


1 Ob die Berechnung fiir p und # wirklich positive Werte liefert, wie auf S. 659 
gefordert wurde, ist fiir das folgende ohne Belang, weil in (17) nur die Quadrate der 
linken Seiten der Normalformen vorkommen. 
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ist. Benutzen wir h und g a Is neue rech twinklige Koordinaten- 
achsen mit den Koordinaten £, t), so haben wir hierdurch die Kurven- 
gleichung (15) auf eine viel einfachere Form zuriickgefiihrt. Verschie- 
dene Falle sind dabei moglich: Ist zun&chst r — 0, so gibt die letzte Gleichung 
= d.h. die Kurve zerfallt in die beiden Geraden: 




die allerdings ini aginar sind, wenn m und n 
dasselbe Zeichen haben. Ist dagegen r 4 = 0, 
so dividieren wir mit — r und erhalten: 

konst, f + konst, r ) 2 — 1 = 0 . 

Sind beide Konstanten positiv, so liegt 
nach ( 1 ), S. 185, eine Ellipse vox; sind 
sie von verschiedenen Vo.rzeichen, so 
liegt nach (1), S. 191, eine Hyperbel vor; 
sind sie negativ, so ist die Gleichung reell 
nicht erfiillbar, die Kurve ist dann imagin&r. 

Unsere Fig. 409 bezieht sich auf das 
Beispiel: 

(18) 3 x 2 — 2 x y -f 3 x 2 — 14 x 

-j- 10 y -f* 11 158 0. 


Hier ergibt sieh a = £jr, m = 2, n = 4, p = £ y 2 , q = - £ r <=* - 8 . Dab'ei 
ist ]/2 positiv. Denmach wird die neue Kurvengleichung: * 

2 + 4p a — 8 = 0 Oder |+|=1, 

so dad eine Ellipse mit den Halbachsen a = 2 und A =]/!} vorliegt. Die Ellipsen- 
achsen liegen auf den durch 


x eos J n + y sin \ n - \ |/2 = 0 , - x sin £ n + y cos £ n + f VsT- 0 

dargestellten Geraden g und h. Die zweite Geradengleichung schreiben wir, um ilur 
wie in ( 11 ) ein negatives letztes Glied zu geben, so: 


a: cos (— £:r) + j/ sin (— £71) — •§ |/2 = 0 . 

Die Geraden g und h erhalt man also wie folgt: Man setzt an die positive x-Achse die 
Winkel J n und - J n an, tragt auf ihren freien Schenkeln die Strecken p = £ ]/2 

und 3 = 11/2 ab und errichtet in den Endpunkten die Lote q und h auf den 
Schenkeln. 


. Bisher nahmen wir an, dad die Koeffizienten A, B, C in der vorgelegten 
Gleichung (16) die Bedingung (16) erfiillen. Wenn dagegen 


(19) 


4MC-B2 = 0 


B^gehm wix so vor: A .und C haben beide dasselbe Vorzeichen, da ihr Produkt nach 
(lit) positiv ist. Auch sind nicht beide gleich Null, denn sonst ware auch B = 0, d. h. 

* und2/linear und stellte also bloB eine Gerade dar - D ““- 
' A +' c * !• , Falls negativ sind, konnen wir die vorgelegte Gleichung 

(15) mit 1 multiphzieren, so dad die Koeffizienten von x 2 und y 2 positiv werden. 
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Also diirfen wir A und C positiv annelimen. Nun gibt es nach Satz 5, S. 386, einen 
Winkel «, fiir den 

cso o = l/ | , sin u = *]/-.—— 

f A+C 1A + 0 

ist, wobei wir die Vorzcichen der Wurzeln so wahien wollen, daB sin « . cos a das- 
selbe Vorzeichen wie B erhalt. Dann aber konnen wir die DleiAimg (15) wegen 
(19) so schreibeir 

(A + C) (x cos « -f y sin «) 2 4 - D x + Ey + G = 0. 

Ferner gibt es zwei Konstanten m utld n derart, daB 

m cos « — n sin « = D , m sin «-f- n cos « = E 

wird, weil sich m und n hieraus berechnen lassen. Also lafit sich die Gleichung (15) 
auch so sehreiben: 


( 20 ) 


{ 


(JL -f C) (x cos a + y sin «) 2 *-f m (x cos ct + y sin «) 

+ n (— a* sin « -f y cos a) + G — 0 . 


Ziehen wir nun durch den Ajifangspunkt die Gerade g, die mit der positiven a-Achse 
den Winkel a bildet, und die dazu senkrechte Geiade h, und benutzen wir diese 
beiden Geraden als neue 9 - und £-Achse, so hat ein Punkt P oder (x;y) 
der Kurve von g und die Abstande 


)c = x cos k + y sin « und 9 = — x sin « + y cos « : 
so daB nach (20) die Gleichung der Kurve im neuen Achsenkreuze so lautet: 
(21) (A 4 - C)i 2 + m % + n r) -f G = 0. 

Im Fall n 4= 0 geht durch Aullosen nach i) hervor: 


9 = 


f - 


m G 
rJ-T 


Die Kurve ist daher nach S.iiB eine Parabel. Ist dagegen}i=0, so wird (21) 
frei von y und liefert fiir x zwei Konstanten, d. h. dann besteht die Kurve, falls 
die Konstanten reell sind, aus zwei parallelen Gera,den (parallel zu g), wahrend 
sie, falls die Konstanten imaginar sind, imaginar wird. 

Wir .haben alsogesehen: Jede Kurve zweiter Ordnung, d.h. jede Kurve, 
die durch eine Gleichung zweiten (nicht nur ersten) Grades 


(22) Ax iJ r Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + G = 0 

gegeben wird, ist entweder eine Ellipse oder eine Hyperbel oder eine 
Parabel oder ein Geradenpaar oder imaginar. Dazu gehoren auch die Kreise, 
die man als Ellipsen mit gleich langen Achsen anfzufassen hat. 

Man kann beweisen, daB der Schnitt einer Kreiskegels mit lrgendemer 
Ebene stets eine Kurve zweiter Ordnung liefert, weshalb diese Kurven auch kurz- 
weg die Kegel schnitte heiBen. Insbesondere ergibt sich eine Ellipse, _wepn 
die schneidende Ebene zu keiner Mantellime des Kegels parallel ist, eme Hyp¬ 
erbel, wenn sie zu zwei verschiedenen Mantellinien parallel ist , Vmd eme 
Parabel, wenn ^ie zu einer Tangential ebene des Kegels parallel ist. In alien 


i Man findet vielfach die Aussage, eine Hyperbel set der- Schnitt des Keg*i nut 
einer Ebene parallel zur Kegelachse. An sich ist das richtig, aber auch ander 
Schnitte des Kegels mit Ebenen liefern Hyperbeln. 





664 Zwolftes Kapitel: Furiktionen von mehreren Verdnderlichen. 

diesen Fallen wird vorausgesetzt, daB die schneidend© Ebene nicht durch die 
Kegelspitze gehe. Tut sie es aber, so zerfallt die Schnittknrve in zwei Geraden 
oder sie ist imaginar. Die Kreiszylinder sind besondere Fallo von Kreis- 
kegeln. Sie werden von beliebigen Ebenen in Ellipsen und von Ebenen parallel 
zu ihrer Richtung, wenn uberhaupt, in Paaren von parallelen Geraden ge- 
schnitten. 

3. Beispiel: In der Ebene sei eine Gerade l und ein Punkt F gegeben. bin 
Punkt P bewege sich in der Ebene so, daB das Verhaltnis seiner 
Abstande von F' und l bestandig dasselbe bleibt, also immer denselben 
Wert e hat, wobei € als eine positive Zahl gewahlt sei. Wie lautet die Gleichung 
der Bahnkurve von P ? Das Lot von F auf die Gerade l sei die :r-Achse und die 

Gerade l selbst die y- Achse, siehe Fig. 410. Ferner 
sei 0 F — m, einer positiven Konstante. Hat der 
bewegliche Punkt P die Koordinaten x und ?/, so 
zeigt die Figur, daB wir zu fordern haben : 

Mi x - ^ 61 

_ O zn x 

Quadrieren, Ausmultiplizieren und Ordnen gibt: 

Fig. 410. (23) (1 ~ i a ) a:H?/ 2 -2m+m a = 0, 

d. h. eine Gleichung zwe.iten Grades in x und y, Folglich ist die Bahn von P 
eine Kurve zweiter Ordnung. Je nachdem die gegebene Konstante f< 1, 1 

oder > 1 ist, gehen verschiedene Arten hervor: 

Zunachst sei c = 1. Dann wird gefordert, daB P stets von F denselben 
Abstand wie von l habe. Dieser Fall wurde schon im 4. Beispiele, S. 55 u. f. 
betrachtet. Damals ergab sich als Ort von P eine Parabel. Dies konnen wir 
bestatigen: Aus (23) folgt namlich im Fall e = 1: 



(24) 


y 2 = 2m x — m 2 oder x = s — y 2 
<Z m , 


Diese Gleichung stellt nach S. 95 eine Parabel dar, deren Achse die .z-Achse 
ist (denn x ist hier mit y vertauscht). Auf S. 56 erkannten wir, daB die 

Kurventangente i den Winkel der gleichen 
Abstande FP und QP des Punktes P 
von F und l in gleiche Teile zerlegt, 
siehe Fig. 411. Auch dies kbnnen wir 
bestatigen: Differentiation der ersten Glei¬ 
chung (24) in Gem&fiheit der Formel (2) 
gibt yy' = m, d. h. y f — m: y. In Fig. 411 
ist daher tg r = m : y (vgl. S. 448). Aber 
auch der Tangens von COQF ist gleich 
m:y, also die Tangente t senkrecht zu 
FQ. Da FP = QP ist, muB daher t den 
^FPQin gleiche Teile zerlegen, indem t 
die Hohe des gleichschenkligen Dreiecks 
FPQ von der Spitze P aus ist; Der FuB- 
pimkt R dieser Hohe ist somit die Mitte 
von F Q, so daB JR auf der Tangente $ des 
Scheitels S der Parabel liegt. Wenn sich 
Fig, 411. ~ also ein rechter Winkel FRP so be- 
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wegt, daB sein Scheitel R eine Gerade s durchlauft und einer 
seiner Schenkel durch einen festen Punkt F geht, hiiilt sein 
anderer Schenkel RP eine Parabel ein. Der Punkt F heifit der 
Brennpunkt und die Gerade Z die Leitlinie oder Direkti;ix der ParabeL 
Die Gerade FP wird der Brennstrahl von P genannt. Auf der Eigenschaft 
•der Tangente beruht die Anwendung der Parabel bei Fernrohren: Der 
paraboliscjhe Hohlspiegel, der durch Drehimg der Parabel um ihre Achse 
OF entsteht und auf der Innenseite (d. h. derjenigen Seite, die F enthalt) 
reflektiert, fangt alle zur Achse parallel en Lichtstrahlen so auf, daB sie nach 
dem Brennpunkte F hin ahgelenkt werden. Von einem Himmelskorper, der in 
der Richtung der positiven a-Achse liegt, entsteht demnaeh in F ein optisches 
Bild, das man mittels eines Mikroskopes betrachten kann. 

Zweitens sei«<l % Dann liegen die Punkte P naher bei F als bei Z: Da 
1 — e 2 jetzt positiv ist, lafit sich (23) so schreiben: 

m ] 2 y 2 t 2 m 2 

J + “ (1 - £ 2 ) 2 ' 

Fiihren wir als neue y-Achse die in Fig. 412 strichpunktierte Parallele zur y- Achse 
durch den Punkt M der x-Achae mit der Abszisse m : (1 — « a ) ein, und bezeichnen 
wir die neue Abszisse mit £, so kommt: 

y* _ 

E + i- t » 

Oder: 



(1 - f ‘) 2 , , 1 - t 2 . 


Da 1 — positiv ist, liegt die Gleichung einer Ellipse vor, vgl. (1) auf S. 185. Ihre 
groBe und kleine Halbachse sind: 


£ m , f m 

a — , o — --- » 

i _yi -«» 

l 

Q 

i 

und M stellt den Mittelpunkt dar. Man findet 

V 

O 

.4— 

„,,, m i 2 m ^ 

FM = -- ~z —m — z -z = \a? — b 2 . 

1 — £ a 1 — £ 2 



— a—* 

Somit ist FM die auf S. 185 mit c bezeichnete 
Strecke. Dies besagt: Der Punkt F ist einer 
der beiden Brennpunkte der Ellipse (siehe 



1 

i 

Fig. 412. 


S. 190). Die Gerade l heiBt die zu diesem Brenn¬ 


punkte gehorige Leitlinie oder Direktrix. Wegen der Symmetric der Ellipse 
gehort namlich zu ihrem andern Brennpunkt auch eine leitlinie. Man findet 
femer « = c: a, d. h. das konstante Verhaltnis der Abstande FP und QP eines 
beliebigen Punktes P der Ellipse von einem Brennpunkte F und von der 
zugehorigen Leitlinie l ist gleich dem Verhaltnis von c — FM zur halben groBen 
Achse a. Diese GroBe ist die Exzentrizitat der Ellipse (siehe S. 190). Sie 
liegt zwischen 0 und 1. Fig. 412 ist fur die Annahme e = £ entworfen. 

Drittens kommen wir zum Fall e > 1. Man kann hier gerade so wie im 
vorigen Fall eine neue y- Achse, also neue Abszissen £ einfilhren. Aber hier ist 
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OM ==m: (1 — «*) negativ. siehe Fig 413, so'dab der Koeffizient von in / 26 y 
negativ wird. Die Gleichung (25) schreiben wir daher jetzt besser so: 



(26) 


(< 2 -l) ! 


S a 


6 2 m 2 


■ 2/ 2 - 1 . 


Ihre Vergleichung mit (1) auf S. 191 
zeigt, daJB die Kurve eine Hyperbel mit 
dem Mittelpunkte M ist. Dabei sind 
die damals mit a und b bezeichneten. 
Grofien: 


* 2 -l ’ 


1/^T 


Wir iiberlassen es dem Leser, zu be- 
weisen, daB jetzt wieder F einer der 
beiden Brennpunkte (vgl. S. 193) ist. 
Die Gerade l heiBt die zu ihm gehdrige 
Fig. 413. Leitlinie oder Direktrix; wegen der 

j -o ,, . Symnietrie der Hyperbel gehort auch zum 

andern Brennpunkt erne Leitlinie. In bekannter Weise bestimmt man ferner die 
symp o en dei Hyperbel, siehe die Ermittelung des Punktes C mittels der 
1 angente des Scheitels 8 und des Kreises uml mit dem Radius M F (vgl. auch 




defFJbwV-^'. We "? W ' r die Strecke MF = C setzen, ergibt sich wie im Fall 


1 Die Eigenschaft FP:QP. 
zwciten Hyperbelastes I 


= « gilt wohlbemerkt auch fiir alle Punkte P des 
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Demnach hat sich ergeben: Bewegt sich Punkt P in der Ebene so, dafl 
das Verhaltnis e seines Abstandes yon einem festen Punkt F und seines 
Abstandes von einer festen und nicht durch F gehenden Geraden t 
konstant bleibt, so besehreibt er eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, 
je nachdem dies Verhaltnis s<l, =1 Oder >1 ist. Der Punkt F 
ist ein Brennpunkt, die Gerade l die zugehorige Leitlinie Dies soil 
Fig. 414 veransehaulichen, worin zu einem Brennpunkte F und der zugehorigen 
Leitlinie l eine Anzahl von Kurven gezeichnet sind, deren Punkte von F und l 
jeweils ein konstantes Abstandsverlialtnis haben, Wir haben diejenigen Kurven 
gewahlt, die durch die Achtelteilpunkte des Lotes von F auf l gehen, also 
* = h h 1» f, 3 und 7 gesetzt. Zusammengehbrige Hyperbelzwcige erkennt man 
an der Angabe des zugehorigen Wertes von e, Zu s = 1 gehort die Parabel. 

§ 3, Grundbegriffe der analytischen Geometrie des Raumes. 

Solange wir uns mit Funktionen von nur einer Veranderlichen 
beschaftigten, benutzten wir zu ihrer geometrischen Veranschaulichung 
Bildkurven in der Ebene. Wollen wir aber auch fur Funktionen 
von zwei unabhangigen Veranderlichen eine geometrische Vorstellung 
gewinnen, so verwenden wir den Raum mit seinen drei thmensionen. 
Dies gibt uns Gelegenheit, die Grundbegriffe der sogenannten analy- 
tisehen Geometrie des Raumes zu entwickeln. 

Eine Stelle in einem rechteekigen Zimmer kann man bestimmen, 
indent man ihre Hohe liber dem Fufiboden und ihre Entfernungen von 
zwei aneinanderstoBenden Zimmerwanden miBt. Ersetzt man den FuB- 
boden und die beiden Wande durch drei unbegrenzte Ebenen, die reehte 
Winkel initeinander bilden, durch sogenannte Koordinatenebenen, 
so liegt die Bestimmung eines Punktes des Raumes durch drei recht- 
winklige Koordinaten vor. Diese Koordinaten sind die Lote vom 
Punkt auf die drei Ebenen. Der Schnittpunkt 0 aller drei Ebenen heifit 
der Anfangspunkt, und die Schnittgeraden der Ebenen zu je zweien 
heiBen die Koordinatenachsen. Man erleichtert sich die raumliche 
Vorstellung durch bestimmte Annalimen iiber die Lage des Achsen- 
kreuzes. Wir stellen uns etwa die eine Ebene wie jenen Fufiboden wage- 
recht vor; in ihr laufe eine Achse, die sc~Achse, von 0 auf uns zu, wahrend 
die in ihr gelegene zweite Achse, die y- Achse, von 0 nach rechts gehe. 
Die dritte Achse, die z- Achse, soli von 0 lotrecht enrporsteigen. In diesem 
Sinn seien die Achsen mit Pfeilen versehen und positiv genannt, 
siehe Fig. 415. Die ruckwartigen Verlangerungen der Achsen iiber 0 
hinaus sind die negativen Achsen. Die Koordinatenebenen heiBen die 
xy- Ebene, die yz-Ebeneunddiezz-Ebene nach den in ihnen gelegenen 
Achsen. Die Ebenen teilen den Raum in acht Gebiete; diese Oktanten 
seien mit I bis VIII bezeichnet und zwar so, dafi die Oktanten I bis IV 
iiber den auf S. 25 mit 1 bis 4 bezeichneten Quadranten der x t/-Ebene 
liegen, wahrend sich die Oktanten V bis VIII entsprechend darunter 
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befmden. (In Mg. 415 ist der Oktant VII verdeckt.) Die rechtwink- 
hgen Koordinaten x, y, z eines Punktes P, namlich die Lote von P auf 
die y z-Ebene, die 2 2-Ebene und die x y-Ebene sollen positiv oder negativ 
gerechnet werden, je nachdem der Sinn vom jeweiligen Fufipunkte nach 
hin mit dem Sinn der zur Koordinate parallelen Achse ubereinstimmt 
0 er mcht. Den Koordinaten eines Punktes kommen daher je nach 
dem Oktanten, in dem der Punkt liegt, die in der folgenden tbersicht 
angegebenen Vorzeichen zu; 


Oktant 

x y z 

Oktant 

x y z 

I 

+ + + 

V 

+ + ~ 

II 

— + + 

VI 

— + — 

III 

-+ 

VII 


IV 

- h 

VIII, 

+- 


Diese Ilbersicht enthalt alle uberhaupt moglichen Annahmen tiber drei 
orzeic en. Liegt der Punkt in einer Koordinatenebene, so ist eine 

Koordinate gleich Null. Beispiels- 
weise besagt 2 = 0, dab der Punkt 
in der £?/-Ebene liegt. Fur die 
Punkte einer Koordinaten* chse sind 
zwei Koordinaten gleich Null, so 
fur die Punkte der 2 -Achse die 
Koordinaten x und y. Der A 11 - 
fangspunkt 0 ist diejenige Stelle, 
deren Koordinaten samtlich gleich 
Null sind. 

Jede Koordinate x, y, z wird 
mit einer bestinimt zu w&hlenden 
Einheit gemessen. Die drei Ein- 
heiten konnen verschieden lang 
sein; man kennzeichnet sie dureh 
Angabe der Einheitspunkte auf 
den Achsen. 

r?f immte /r kt des Raumes hat bestimmte Koordinaten. 
Un^ekehrt: Zu irgend drei bestimmt gevahlten Werten x,y,z gehort 

etn und nur ein Punkt, dessen Koordinaten gleich x : y, z sind. Dicsen 
Punkt bezeichnen wir als den Punkt (x; y\ z). 

, . wo ^ en nun aus demselben Grund wie auf S. 171 die Ein- 
Aehs j en einander gleich wahlen. Unsere Absicht 
ist namlich, geometnsche Betraehtungen im Raum rechnerisch mit 
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Hilfe der Koordinaten wiederzugeben; und dabei empfiehlt es sieh 
eine einzige bestimmte Langeneinheit ira Raum an zun eh men. Wir be- 
merken aber, dab einige der folgenden Ergebnisse auch dann 
riehtig bleiben, wenn die Einheiten verschieden lang sind. 
Dies heben wir gelegentlich durch Anmerkungen hervor. 

Die Ebenen, die man durch einen Punkt P oder ( x\y-,z ) parallel 
zu den Koordinatenebenen legen kann, schliefien zusammen mit diesen 
einen Korper ein, den man nicht gerade kurz ein dreifach rechtwink- 
liges Parallelepiped nennt. Wir ziehen den einfacheren Namen Quader 
vor. Eine Kiste oder ein Ziegelstein gibt eine gute Anschanung. Je 
viei* aller zwolf Kanten des Quaders sind gleich einer der Koordinaten 
von/*. Die Lote von P auf die Aehsen sind drei Eckpunkte P x ,P y ,P T 
des Quaders, siehe Eig. 415, wo aber diese Lote selbst nicht eingezeieh- 
net sind. Die senkrechten Projektionen der Streeke OP auf 
die Aehsen sind gleich den Koordinaten des Punktes P. 
Die Lange der Streeke OP ermittelt man durch zweimalige Anwendung 
des Pythagoreischen Satzes. 1st namlich Q der Fubpunkt der g-Koor- 
clinate, so ist das Dreieck OP x Q an der Ecke P x rechtwinklig und also 
O Q 2 gleich x 2 + y 2 - Ferner ist das Dreieck 0 QP an der Ecke Q recht¬ 
winklig und also OP 2 gleich 0 Q 2 z 2 . Demnach folgt: 

(1) OP 2 = x 2 +y 2 + z 2 . 

Die Streeke 0 P werde im Sinn von 0 nach P mit einem Pfeil ver- 
sehen. Sie bildet mit den positiven Aehsen gewisse Winkel a, j), y. Zur 
Festlegung eines Winkels gehort nach S. 375, dab der Drehsinn angegeben 
sei, in dem er gemessen werden soil. Die Ebenen von Winkeln im Raum 
konnen aber alle moglichen Stellungen haben, und es gibt kein Mittel, 
durch eine allgemeine Vorschrift in alien Ebenen des Raumes bestimmte 
JDrehsinne festzusetzen. Nun wissen wir aber, dab der Kosinus des 
Winkels zweier Geraden g und h einen Wert hat, der vom Drehsinn un- 
abhangig ist, denn nach (3), S. 406, ist cos gh — cos hg. Dies gilt nicht 
fur den Sinus, Tangens oder Kotangens. Deshalb benutzt man im 
Raum nur die Kosinus der Winkel; sie haben bestimmte 
Werte, sobald nur die Schenkel mit Pfeilen versehen sind. 
Der Kosinus hat einen positiven oder negativen Wert, je nachdem 
derjenige Winkel, der zwischen den mit Pfeilen versehenen Schenkein 
liegt, spitz oder stumpf ist. Wir weisen bei dieser Gelegenheit auc 
auf die dem Leser vielleicht ungewohnte Auffassung hin, nach er 
zwei Geraden aueh dann, wenn sie sich nicht schneiden, Winkel 
miteinander bilden. Die Schenkel dieser Winkel bekommt mani nam¬ 
lich, wenn man die Geraden so weit parallel mit sich verse le , is 
sie einander schneiden. Dabei leuchtet namlich era, dab ie a 
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des Schnittpunktes ohne EintiuB auf die GroSe der Winkel ist. Am 
bequemsten ist es, als Schnittpunkt den Anfangspunkt 0 zu wahlen. 

Der Kosinus des Winkels, den eine mit Pfeil versehene Gerade 
mit einer der drei positiven Koordinatenachsen bildet, heiBt der 
Richtungskosinus der Geraden hinsich.fclich der betreffendcn Achse. 
Die Richtungskosinus cos a, cos /?, cosy der Geraden OP mit dem 
Pfeile von 0 nach P sind sofort zu berechnen. In dem bei P x 
rechtwinkligen Dreieck P x OP ist cos a =?= cos P x 0P = OP x : OP 
= x:OP. Der Winkel der positiven x- Achse mit OP ist aber spitz 
oder stumpf und daher der Kosinus positiv Oder negativ, je nach- 
dem x positiv oder negativ ist. Folglich hat man in der Formel 
cos a --x: OP fiir OP den positiven Wert der Quadratwurzel aus, (t) 
zu setzen. Entsprechendes gilt von cos ft und cos y. Demnach kommt: 


( 2 ) 


cos a 


cos 0 = 

]jx 2 + y 2 + ^ \tx 2 4 - y- + 

cos y = —r =L==, 

}'x 2 4 y 2 ■+• z 2 


wobei die Wurzel positiv ist. Durch Quadrieren und Addieren folgt: 


(3) cos 2 a + cos 2 p + cos 2 y = 1 . 

Jede zu 0 P parallele Gerade mit demselben Sinn hat dieselben 
Richtungskosinus. Die Richtungskosinus dienen daher als 
Bestimmungsstucke einer Richtung im Raum. Nach (3) 
gilt der 

Satz 7: Die Summe der Quadrate der Richtungskosinus 
einer Richtung im Raum ist stets gleich Eins. 

Aus der vorhin benutzten Formel cosa=£: OP ergibt sich 
x = 0 P . cos a, und dabei ist, wie gesagt, 0 P positiv zu messen. 
Entsprechend ist y = 0 P . cos p und z ~ 0 P . cos y. Also: 

Satz 8: Die Koordinaten eines Punktes P pder (x; y; z) 
sind gleich den Produkten der positiv gemessenen Strecke 
OP mit den Richtimgskosinus der im Sinn von 0 nach P 
mit einem Pfeil versehenen Geraden OP. 

Hat OP die Lange Eins, so ist insbesondere cos a cos ft == y, 
cosy = 2 . Daher: 

Satz 9: Die Richtungskosinus einer Richtung im 
Raum sind die rechtwinkligen Koordinaten desjenigen 
Punktes, in den der Anfangspunkt iibergeht, wenn er in 
der vorgeschriebcnen Richtung um die Langeneinheit 
fortbewegt wird. 
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Da der Einheitspunkt der z-Achse die Koordinaten 1, 0, 0 hat, 
kommen der positiven z-Achse die Richtungskosinus 1, 0, 0 zu. Die 
positive y -Achse hat die Richtungskosinus 0,1, 0 und die positive z- 

Achse die Richtungskosinus 0, 0, 1. « . • 

Nimmt man irgend drei Werte a, b, c so an, daB a + b +e gle c 
Eins ist, so hat der Punkt P mit den Koordinaten a, l, c nach (1) von 0 
die Entfernung Eins, so daB der lm Sinn von 0 nach P durchlaufenen 
Geraden nach Satz 9 die Richtungskosinus a, b, c zukommen. Daher. 

Satz 10: Zu irgend drei bestimmten Werten a, 6, e, 
deren Quadratsumme « 2 -M 2 +« 2 gleich Eins ist, gehort 
cine bestimmte Richtung mit den Richtungskosinus a, b, e, 
namlich die vom Anf angspunkte nach dem Punkte (a, b,c). 

Auch wenn man von den Richtungskosinus einer Richtung nur 
weiB, .dafi sie zu drei gegebenen Werten A, B, 0 proportional ;smd 
und iiberdies dieselben Vorzeichen wie diese drei Werte haben, ist die 
Richtung vollkommen bestimmt. Dies ist namlich die Richtung vom 
Anf angspunkte nach dem Punkte mit den Koordinaten A,B G wie 
die Formeln (21 iva x — A, y — B, e —C sofort zeigen. Wir haben 
also den 

Satz 11: Diejenigen Richtungskosinus, die zu drei ge¬ 
gebenen Werten A, B, C proportional sind und dieselben 
Vorzeichen wie diese drei Werte haben, smd. 

A B _, £ 

fW+ W+W U* + B a + C 2 V-4 2 + s a + c* 


Dabei ist die Wurzel positiv. 

Nun seien zwei Punkte Pj 
und P 2 durch ihre Koordinaten x v 
y x , Zj und x 2 , y 2 , z 2 gegeben. Urn 
das Quadrat der Strecke Pi P 2 7A1 
berechnen, verschieben wir das 
Achsenkreuz parallel mit sieh der- 
art, daB der Anfangspunkt nach 
Pi riickt. Fig. 416 lehrt, daB P 2 
im neuen Achsenkreuz als Koordi- 
dinaten die Differenzen x 2 —x^, 
y 2 — y x , s 2 — Zj hat, so daB nach 
(1) das Quadrat der Entfernung 
vom neuen Anfangspunkte P x bis 
zum Punkte P 2 den Wert hat: 

W 



P X P 2 2 = (x 2 - %) 2 + (ft - Vlf + ( 2 2 - Z \f- 
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Im neuen Achsenkreuze hat die Gerade von P x nach P 2 dieselben Rich- 
tungskosinus wie im alten. Nach (2) sind sie somit gleich x 2 — x ly 
y 2 — y x < z 2 — z x , dividiert mit der positiven Quadratwurzel aus dem 
Ausdruck (4). 

Satz 12: Die Richtungskosinus der Geraden von einem 
Punkte (x t ; y x ; z x ) nach einem andern Punkte (x 2 ; y 2 ; z 2 ) sind 
proportional zu den Differenzen x 2 — y 2 — y x , z 2 — z x und 
haben dieselben Vorzeichen wie diese Differenzen. 

Jetzt mogen irgend zwei Richtungen im Eaum durch ihre 
Richtungskosinus cos a 1? cos a, cos y 1 und cos a 2 , cos ft, cos y 2 gegeben 
sein, so dafi nach Satz 7: 

cos 2 a t + cos 2 ft + cos 2 y x = 1, cos 2 a 2 + cos 2 ft + cos 2 y 2 = 1 

ist. Nach unseren fruheren Bemerkungen ist dann der Kosinus des 
Winkels co beider Richtungen vollkommen bestimmt. Urn ihn zu be- 
rechnen, ziehen wir von 0 Geraden in den gegebenen Richtungen und 
tragen auf ihnen von 0 aus in diesen Richtungen die Langeneinheit 
auf. Dadurch gelangen wir zu Punkten *P X und P 2 , und P x 0P 2 
darf dann mit co bezeichnet werden. Nach Satz 9 hat P 5 die Koordinaten 
cos a x , cos ft, cos y x und P 2 die Koordinaten cos a 2 , cos ft, cos Mit 
hin ist nach (4): 

P\Pi = (cos a x — cos a 2 ) 2 + (cos ft — cos ft) 2 -f (cos y x — cos y 2 ) 2 . 

Quadriert man dies aus, so ergibt sich mit Riicksicht auf die beiden vor- 
hergehenden Gleichungen: 

P 1 P a 2 =2 —2 (cos a x cos a 2 + cos ft cos ft + cos ^cos y 2 ). 

Andererseits ist nach dem Kosinussatz 14, S. 410, angewandt auf das 
Dreieck PjOP 2 : 

PiP 2 2 = 0 PS + OP 2 2 - 2 0P 1 . OP 2 . cos o>. 

Wegen OP 1 = t, 0 P 2 = 1 gibt dies : 

Px P 2 2 = 2 — 2 cos co . 

Die Vergleichung mit dem vorher erhaltenen Wert von P X P 2 2 lehrt: 

Satz 13: Der Kosinus des Winkels, den zwei Richtungen 
mit den Richtungskosinus cos a x , cos ft, cos y x und cosa 2 , 
cos-ft cosy 2 miteinander bilden, ist gleich der Summe; 

cos a x cos a 2 + cos ft cos ft + cos y x cos y 2 . 

Da insbesondere cos co = 0 besagt, dafi die Richtungen zueinander 
senkrecht sind, gilt der 
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Satz 14: Zwei Richtungen mit den Richtungskosinus 
cos a x , cos ft, cosy!, und cos a 2 , cos ft, cosy 2 sind dann und 
nu^ dann zueinander senkrecht, wenn die Gleichung be- 
steht: 

cos a x cos a 2 + cos ft cos ft + cos cos y 2 = 0. 

1st dies dcr Fall, so bleibt die Gleichung richtig, wenn wir sie mit 
irgendeiner GroBe multiplizieren. Dies bedeutet, daB statt cos a x . 
cos ft, cos y 1 aucli drei zu ihhen proportionale Werte genommen werden 
diirfen. Dasselbe gilt von cos a 2 , cos ft, cos y 2 . Folglich ergeben sich 
mit Riicksicht auf Satz 12 die beiden Satze: 

Satz 15:; Die Gerade vom Punkte (x x \ y x -, z x ) nach dem 
Punkte (x 2 y 2 ;z 2 ) ist dann.und nur dann zur Richtung mit 
den Richtungskosinus cos a, cos ft cosy senkrecht, wenn 
die Gleichung besteht: 

( x t ~ «i) cos a + (y 2 — t/j) cos /? (z 2 — z x ) cos y = 0 . 

Satz 16: In dem Dreieck von drei Punkten P 0 , P x , P 2 
Oder (® 0 ; y 0 ; z 0 ), (ft; yy ej, (x 2 ; y 2 ; z 2 ) ist der Winkel bei P 0 
dann und nur dann ein rechter, wenn die Gleichung besteht: 

(*i ~ ^o) (*s ~ * 0 ) + (lli — l/o) (2/a ~ 2/o) + ft — *o) ft — %) = 0. 

Nun werde eine Ebene E betrachtet. Das Lot vom Anfangspunkt 
0 auf E habe den FuBpunkt P 0 , siehe Fig. 417. Ist die positiv gemessene. 
Lange p des Lotes OPg und sind uberdies die Richtungskosinus cos a, 
cos ft cos y der Richtung von 0 nach P 0 gegeben, so ist der Punkt 
P 0 und damit auch die Ebene E vollst&ndig fest- 
gelegt. P 0 hat nach Satz 8 die Koordinaten 
p cos a, ]j cos p und p cos y. Die Bedingung da- 
fiir, daB ein Punkt P oder (x;y;z) in der Ebene 
E liege, kann so ausgedruckt werden: Die Gerade 
P 0 P mufi zu OP 0 senkrecht sein. Oder auch: 
Die Gerade P 0 P muB zur Richtuhg mit den 
Richtungskosinus cos a, cos ft cos y senkrecht sein. Da P 0 die 
Koordinaten p cos a, p cos ft p cos y und P die Koordinaten x, y, z 
hat, stellt sich die Bedingung nach Satz .15 so dar: 

(x — p cos a) cos a -f - (y — p cos ft cos /3 + (z — p cos y) cos y = 0. 

Beim Ausmultiplizieren tritt als Faktor von — p die Summe der 
Quadrate der Richtungskosinus auf, die nach Satz 7 gleich Eins ist. 
Die Bedingung nimmt daher die einfachere Gestalt an: 

(5) x cos a ft y cos /? + z cos y = p . 

Scheffers, Lehibuch d. Mathematlt. 48 
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Folglich gilt der 

Satz 17: Ein Punkt (x; y; z) liegt dann und nun dann 
in derjenigen Ebene, die vom Anfangspunkte die Entfer- 
nung p mit den Richtungskosinus cos a, cos/9, cosy hat, 
wenn die Gleichung besteht: 

X cos a + y COS y9 + z cos y —p- 

Dabei ist die Entfernung p positiv gemessen und der Sinn 
ihrer Richtung der vom Anfangspunkte nach der Ebene hin. 

Wir wollen nun einen Punkt P oder (x; y; z) ins Auge fassen, der 
nicht in der Ebene E liegt. Fur ihn besteht die Gleichung (5) nicht, 
d. h. fiir ihn ist die Differenz 

(6) a; cos a-f- ?/cos/9'-f- 2 cosy — p 

von Null verschieden. Aber diese. Differenz hat fiir ihn eine einfaehe 
geometrische Bedeutung. Um dies zu zeigen, legen wir durch P 




6 


1 '/*-<! 
Fig. 418. 



^TerflhTr , Eb6ne E ‘ DaS L0t von 0 auf E' liegt 

dm Sven S? en / ie T das Lot Op o von O auf E. Wir wollen 
Me shTSeib r ^T S , L0 t mit * bezeichne »- Verschiedene 
0 nach O dll'l FlgUren 418 a und b ist de <- Sinn von 

/ ie d6r V ° n 0 nach P «» und ™ar ist q in 

S? 418 e £ Z I s P ’ ln 418b da ^ en kIeiner a]R v In 

^en to l. Lfr ™ ° nach «« dem ™n 0 nach P* ent- 
voii q gleich cos a erL fT 60 Fa l len sind die Richtungskosinus 
gleichlcota -cosT^T V* dri ' ten Fa]1 8ind iedoch 
Mi 17 in dW Ebe ” e * ** « 


X cos a + y cos /9 + z cos y = q } 
da gegen im dritten Fall: 


X cos a — y cos /9 — z cos y = q. 
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Demnach ist die Differenz (6) in den beiden ersten Fallen gleich 
q — p mid im dritten Fall gleich — q — p. Wird schlieBlich noch. 
das Lot von P auf die Ebene E gefallt und sein positiver Betrag 
mit l bezeichnet, so ist l im ersten Fall gleich q — p, im zweiten 
gleich p — q und im dritten gleich p + q. Somit ist l im ersten 
Fall gleich der Diflferenz (6), im zweiten und dritten Fall dagegen 
— I gleich der Differenz (6). Im ersten Fall liegt P, von 0 aus 
betrachtet, jenseits der Ebene E, dagegen im zweiten und dritten 
Fall diesseits. Mithin ergibt sich: 

Satz 18: Der Abstand eines Funktes (x; y; z) von der- 
jenigen Ebene, die vom Anfangspunkte die positiv ge- 
messene Entfernung p mit den im Sinn vom Anfangs- 
punkte nach der Ebene hin genommenen Richtungs- 
kosinus cos a, cos /?, cos y hat, ist gleich 

x cos a + y cos f} + z cos y — p. 

Dieser Ausdruck gibt den Abstand mit dem Pluszeichen, 
wenn der Punkt (x; y ; z) vom Anfangspunkte durch die 
Ebene getrennt wird; andernfalls ist der Ausdruck mit 
dem Minuszeichen behaftet. 

Wir wollen jetzt wieder annehmen, daB der Punkt P oder 
(x; y; z) in derjenigen Ebene E liege, die vom Anfangspunkte die posi¬ 
tiv gemessene Entfernung p mit den Richtungskosinus cos a, cos /?, 
cos y hat, so dafi nach Satz 17 

(7) x cos a + y cos /? + z cos y = p 

ist. . Hier liegt eine in x, y, z lineare Gleichung, d. h. eine 
Gleichung ersten Grades in x, y , z vor. 

Diese Gleichung (7) ist nicht die allgemeinste lineare Gleichung 
in x , y , z. Dennerstens ist die rechte Seite von (7) positiv, und 
zweitens ist die Summe der Quadrate der Koeffizienten von x y y, z 
nach Satz 7 gleich Eins. Aber jede in x , y, 'Z lineare Gleichung 

(8) Ax+By+Cz=D 

l&Bt sich leicht ml die Form (7) bringen. Bezeichnen wir namlich mit 
e die Zahl + 1 oder — 1, je nachdem D positiv oder negativ ist, ver- 
stehen wir dagegen unter e nach Belieben + 1 oder — 1, falls D 
gleich Null ist, so dtirfen wir statt (8) zunachsfc schreiben: 

eAx+eBy+ eC z = e D. 

Hier ist die rechte Seite gewiK nicht negativ. Nun diviftieren wir die 
Gleichung mit der positiven Quadratwurzel aus A 2 + B 2 + CK Dann 

48* 
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kommt eine Gleichung, die genau die Form (7) hat, wenn man 

, *B 

eos 6 = ,, ,——— 1 
p WTW+c* 

P ~ V3* + £“ +-C 1 ’ 

l (J/i»+B*+C*>0, 

setzt. In der Tat ist der durch die letzte Gleichung (9) bestimmte Wert 
von p positiv, und aufierdem sind die duxeh (9) bestimmten GroBen 
eos a, cos /?, cos y -wirklieh Eichtungskosinus, veil die Summe ihrer 
Quadrate gleich Eins ist (vgl, Satz 10). Da nun (7) die Bedingung 
dafiir ist, daB ein Punkt (x;y; z ) in der Ebene E liegt, und da 
die allgemeine lineare Gleichung (8) auf die Form (7) zuriickgefiihrt 
worden ist, gilt der 

Satz 19 x : Eine in x, y, z lineare Gleichung 
Ax + B y •+ Gz = D 

wird von den Koordinaten x, y, z aller in einer gewissen 
Ebene gelegenen Punkte erfullt, dagegen nicht von den 
Koordinaten irgendeines anderen Punktes. 

Wie die Ebene liegt, erkennt man aus den Werten (9), denn 
daraus ist die Entfernung p der Ebene vom Anfangspunkte sowie 
die Eichtung dieser Entfernung zu entnehmen. 

Infolge des Satzes 19 ist jede in x, y, z lineare Gleichung (8) die 
Gleichung einer Ebene im Kaum. Die in Satz 18 angegebene be- 
sondere Form der Ebenengleichung heiBt die Hesses che Normal - 
form. (Vgl. die im 1. Beispiel, S. 659, aufgestellte HESSEsehe Normal- 
form. der Gleichung einer Geraden in der xy -Ebene). Die Satze 17 
und 18 lassen sich nun auch so ausspreehen. 

Satz 2#: Liegt die Gleichung einer Ebene in der Nor- 
malform 

x cos a + y cos + t eos y = p 
vox. so ist der Ausdruck 

x cos a 4- y cos ft -f- z cos y — p 

zwar fiir jeden Punkt (x; y; z) der Ebene gleich Null, 
jedoch fiir irgendeinen andern Punkt (a:; y; z) von Null 
verschieden und zwar gleich dem Abstande des Punktes 


1 Dieser Sat* gilt auch dann, wenn die Einheiten der drei Achsen verschieden. 
groB sind. 


(») 


cos a = - 


i A 


\A* + B'- + C 1 
e0S y +• + C J ’ 
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yon der Ebene. Der Ausdruck liefert diesen Abstand mit 
dem Plus- oder Minuszeichen, je nachdem der Punkt (x; y; z) 
vom Anfangspunkte durcli die Ebene getrennt wird oder 
nicht 

Die Ebene mit der Gleichung (8) geht durch den Anfangspunkt 
0 selbst, wenn die Gleichung durch die Werte Null von x, y, z be- 
friedigt wird, also im Fall D = 0. Wenn dagegen D 4=0 ist, 
schneidet die Ebene von den Achsen drei von 0 an gemessene 
Strecken a, &, c ab, die wir positiv oder negativ rechnen, je nachdem 
sie auf den positiven oder negativen Achsen liegen. Diese Strecken 
lassen sich sofort berechnen. Denn es ist zu fordern, daB die Punkte 
(a; 0; 0), (0; b; 0) und (O; 0; a) der Ebene angehoren, und deshalb 
ergibt sich aus (8): 

Aa=D, Bb=D, Cc=D , 

also 



Division der Gleichung (8) mit D zeigt also, dafi man die Gleichung 
auf die Form 

a r 

bringen kann. 

Satz 21 1 : Die Ebene, die auf den Koordinatenachsen 
die mit Vorzeichen gemessenen Strecken a,b y c abschneidet, 
hat die Gleichung 

L 4_JL X - — 1 

a + b + e 1 • 

Vgl. Satz 3, S. 175, uber die Geraden in einer Ebene. 

1. Beispiel: Vorgelegt sei die in x, y y z lineare Gleichung 
6sc — 3 y 4- 2z= —6. 

Sie stellt eine Ebene dar. Ura ihre Normalform zu bckommen, verfahren wir nack 
den Vorschriften auf S. 675. Da die rechte Seite der Gleichung negativ ist, wird 
s « - X gewahlt, <Lh. die Gleichung mit 1 multiplizieit. Ferner wird sie 
mit der positiven Quadratwurzel aus 6 2 -J- (— 3) 2 + 2 2 oder 49, also mit 7 
dividiert. Dann ergibt sich die Normalform: 

— f* + ft/—{s— f 

Sie besagt, dafi das Lot OP 0 von 0 auf die Ebene gleich f ist und die 
Richtungskosinus - -f- und - \ hat. Dem Fufipunkte P 0 des Lotes kommcn 

1 Dieser Satz gilt auch dann, wenn die Einheiten der drei Achsen verschicden 
grofi sind, vorausgesetzt, dafi man die Abschnitte a, 5, c mit den entsprechenden Em- 
heiten mifit. 
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nach Satz 8 diejenigen Koordinaten zu, die sich durch Multiplikation der 
Kichtungskosinus mit -f ergeben, also die Koordinaten — {$, }$ und — {$. Um 

die Abschnitte a, ft, c der Ebcne 
aul den. Achsen zu fmden, divi- 
diert man die vorgelegte Gleichung 
mit - 6: 

— x + — 1 . 

Nach Satz 21 sind a, ft, c die rezi- 
proken Werte der Koeffizienten von 
x, y, z; daher a = — 1, ft « 2, 
c— — 3, siehe Fig. 419, wo nur 
das dreieckige Stiick der Ebene 
angegeben ist, dessen Ecken die 
Punkte auf den Achsen sind. 

Liegt die allgemeine Glai- 
chung 

Ace + B y C z = D 

einer Ebene vor, so zeigen die 
Formeln (9), daJB die Rich- 
Fig. 419. tungskosinus aller auf der 

Ebene errichteten Lote zu A, 
R, G proportional sind. Da zwei Ebenen 

x+ B 1 y+C 1 z=D 1 und A 2 x +-B 2 y+C 2 z=D 2 

zueinander parallel sind, wenn die auf ihnen errichteten Lote einander 
parallel sind, folgt daraus, daB die Bedingung des Parallelismus das 
Bestehen der Proportionen 



A 1 :B 1 :C 1 =A 2 :B 2 :C 2 

ist Wenn dagegen die Ebenen zueinander senkrecht sind, mufi das- 
selbe von den aul ihnen errichteten Loten gelten. Die Kichtungskosinus 
der Lote mussen also die in Satz 14 angegebene Bedingung erfUllen. 
Wir hoben auf S. 673 hervor, daB man in dieserBedingung die Richtungs- 
kosmus durch zu ihnen proportionale Werte ersetzen darf. Polglich ist 

A 1 A 2 +B 1 B 2 + C t C 2 = Q 
die Bedingung des Senkrechtstehens. 


Satz 22: Die Ebenen mit den Gleichungen 

A,x + B,y + und A 2 x + B 2 xj + C 2 z = D 2 

sind zueinander parallel, wenn 


A 1 :B 1 :C 1 = A 2 :B 2 :C 2 
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ist 1 , 

ist. 


dagegen zueinander senkrecht, wenn 
A t A% + B 1 B 2 -j- C x C 2 = 0 


& Beispiel: Man soli die Gleichung der Ebene aufstellen, die zu der im 
1. Beispiele betrachteten Ebene 

6ar— dy + 2z = — 6 

parallel ist und durch den Punkt (3; 2; 2) geht. Nach Satz 22 mud die gesuchte 
Gleichung 

Ax 4- By 4* Cz = D 

so beschaffen sein, dad A : B : C = 6 : — 3:2 ist. Da man die Gleichung mix, 
einem konstanten Eaktor multiplizieren darf, konnen wir geradezu A — 6, 
B = — 3, C = 2 setzen: 

6 x — 3 y + 22 = D . 

Nun wird D aus der. Bedingung ermittelt, dad die Ebene durch den Punkt 
(3; 2; 2) gehen soli. Sie gibt: 

6.3 — 3.2-f2s2==D, also D== 16, 

Somit ist 

6 a;— 3 y 4- 22 = 16 

die gesuchte Gleichung der Ebene. Ihre Normalform ist; 

Denmach hat die Ebene vom Anfangspunkte den Abstand 2 
3. Beispiel: Man soil die Gleichung der zur Ebene 
6a; — 3,v- 1 - 22 == — 6 
senkrechten Ebene durch die z-Achse ermitteln. Ist 

Ax + By 4 - Cz = D 

die gesuchte Gleichung, so mud sie dutch die Koordinaten eines beliebigen Punktes 
(«; 0; 0) der x-Achse befriedigt werden, d. h. es mud Ax — D fur jedes x sein. Dies 
ist nur dann moglich, wenn A — D — 0 ist. Somit bleibt: 

By~\- Cz — 0. 

Nach der Bedingung des Senkrechtstehens in Satz 22 mud femer sein: 

6.0 — 3 . B 4- 2 . C = 0, 

d. h. B — | C. Man bekommt also als Gleichung der Ebene 

0 

Oder nach Multiplikation mit 3 und Division mit C: 

2 y 4 * 3 z r = 0 . 


1 Bis hierher gilt der Satz auch dann, wenn die Einheiten der drei Achsen ver- 
schieden groB sind. 
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Die x y-Ebene enthalt alle Punkte, fiir die z gleich Null ist. Somit 
ist 0 = 0 die Gleichung der zy-Ebene. Nach Satz 22 steht demnach 
die Ebene 

( 10 ) Ax-hBy+Cz = D 

auf der xy-Ebene senkrecht, wenn 0.A+0.B+1.C=0, also 
C = 0 ist, d. h. wenn die Gleichung der Ebene von z frei ist: 

A x + B y = D, 


Dasselbe erkennt man so: Die letzte Gleichung stellt in der xy- 
Ebene nach Satz 2, S. 173, eine Gerade g dar. Ist nun Q ein 
Punkt von g , so hat jeder Punkt P des in Q auf die jry-Ebene er- 
richteten Lotes dasselbe x und dasselbe y wie Q, d. h. auch seine 
Koordinaten erfullen die Gleichung, weil sie von z frei ist. Also 
befriedigen die Koordinaten aller Punkte der langs g auf der a;z/-Ebene 
senkrecht errichteten Ebene die Gleichung. 

Nun betrachten wir eine Ebene (10), die nicht zur # 2 /-Ebene 
senkrecht ist, d. h. deren Gleichung nicht von z frei ist, so daB 
C * 0 ist. Dann kann man die Gleichung nach 0 auflosen: 


Diese Foimel liefert z als eine ganze lineare Funktion 
von x und y: 

£ = aa?+by+c 
mit konstanten Koeffizienten a, B, c. 

, 7 ^llgemein irgendeine Funktion / von zwei unabhangigen 

Veranderlichen x und y gegeben und gleich 2 gesetzt wird, versteht 
man unter dem Bild dieser Funktion z = f(x,y) die Gesamtheit 
mler Punkte (x; y; 0 ), deren x - und y- Koordinaten beliebig sind, 
wanrend die zugehorigen 0 -Koordinaten durch die Bedingung 
2 —f( x > V) angegeben werden. Insbesondere hat sich also ergeben: 

Satz 23 x : Das Bild einer ganzen linearen Funktion z 
von x und y 


>z = Ct£+ B 2/+ c 

ist eine Ebene, die nicht zur z-Achse parallel ist. 

Jetzt gehen wir einen Schritt weiter: Wir wollen das Bild einer 
belieb-igen Funktion 


1 Dieser Satz gilt auch dami, 
groB siud. 


weun die Einheiten der drei Achseu verschieden 
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nntersuchen. Dabei setzen wir voraus, daB die Funktion stetig sei. 

Da die Bedingung (11) zu einem beliebigfen Wertepaare x, y, d. h. 
zu einem beliebigen Punkt Q oder (x;y) der x y-Ebene einen gewissen 
zugehorigen Wert z der Hohe iiber Q 
liefert, liegt iiber jeder Stelle Q der xy- 
Ebene ein Punkt P oder (a; y;z), dessen 
Koordinaten die Bedingung (11) befrie- 
digen (siehe Fig. 420). Da f(x, y) stetig 
ist, gehoren zu unendlich benachbarten 
Wertepaaren x , y, d. h. zu unendlich be¬ 
nachbarten Punkten Q der zy-Ebene 
auch unendlich benachbarte Werte von z, 
d. h. unendlich benachbarte Punkte. P 
im Baum. Die Gesamtheit aller Bild- 
punkte P ist also liickenlos. Man 

Stag %) Fl.che 

Hierbei sind noch einige Anmerkungen zu maehen. Erste 
zubeachten, dal das WortFUche in der Geometrie mzwmerhi 

i-swss?EE E s 

gesprochen haben, denn die Wert n v V) xy-Ebene 

sein, so daB dann die zugehorigen Punkt P unterhalb » 
liegen. Drittens endlich haben w auch WoB de^K ^ 

ungenau gesagt, daB zu ]e em li h ge h r wo hl moglich 

von (11) -ein Punkt P gehore. Es^ist namiicn s ^ ^ 

und kommt haufig vor, daB eme ™ ^ nur fur die 

paare a, y innerhalb eines gewissen Bemches, ^ ^ ^ ^ 

• Punkt^ Q eines Tales der ®JpEbene % ’ handeil ist . Diese 

dann nur iiber diesem Tal der ^y-Ebene vo 
Einschr&nkung immer zu erwahnen, war t ^ - edem ^nkt Q 

Irt Elite. Mehrwettige Fwnktionen / 

oder (x\ y) nur em PunKt, r aer n 

___ , 'i. inai*h(‘ wenn man eine Ebene 

x In nachlassigem Sprachgetauche Gebilde. Eine Ebene 

meint. Wir verstehen unter Flache das allgememere 
ist als eine ebene Flache zu bezeichnen. 
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fiihren dagegen zu Flachen, die von den Loten zur ry-Ebene in mehr 
als einem Punkt getroffen werden. Durch geeignete Einschrankungen 
kann man von mehrwertigen Funktionen zu einwertigen zuriickkommen, 
vgl. S. 152. Dies bedeulet geometrisch, dafi man sich auf einen Teil 
der Flache beschrankt. Wir wollen voraussetzen, dafi die 
Funktion f(x,y) einwertig sei. Nebenbei sei erwahnt, dafi e& 
allerdings * auch Flachen gibt, die nicht nur jedes Lot zur xy -Ebene 
in mehreren Punkten treffen, sondern sogar alle Punkte solcher 
Lote enthalten, namlich die Zylinderflachen, die senkrecht auf 
der x y- Ebene aufstehen. Von diesen Flachen sehen wir hier ab. 
(Sie lassen sich iibrigens ebenso behandeln, wenn man eine andere Ko- 
ordinatenebene statt der x ij -Ebene zur Grundebene macht.) 

Nach diesen notwendigen allgenieinen Verwahrungen sei nun ein 
Wertepaar x , 2 /,- d. h. ein Punkt Q in der x y- Ebene bestimmt ausge- 
wahlt. Nach (11) gehort dazu ein bestimmter Wert z und somit 
ein iiber Q gelegener Punkt P der Flache. Wenn wir Voraussetzen, 
dafi die Funktion /(as, y) differentiierbar sei, ist das vollstandige 
Differential von 0 nach Satz 1, S. 645: 

(12) dz =f z dx+ f y dy. 

Wir untersuchen nun, welche Bedeutung dieser Differential- 
formel in Hinsicht auf die Flache zukommt. 

Zu beliebigen DifferentiaJen d x , d y gehoren Punkte Q' der %y~ 
Ebene, .die unendlich nahe bei Q liegen und die Koordinaten x~\- d x 
und y + dy haben. Die Gesamtheit der iiber alien diesen Punkten Q r 
gelegenen Punkte P' oder (x+ dx ; y+ dy ; z+ dz) der Flache 
besteht aus alien dem Punkt P unendlich benachbarten Flachen- 
punkten. Da d z durch (12) bestimmt wird, sobald d x und d y ge- 
wahlt worden sind, mufi diese Gesamtheit von Punkten P' besondere 
Lagerung haben. Worm dies Besondere besteht, erkennt man so: 

Die Gerade von P nach irgendeinem unendlich benachbarten 
Punkt P' der Flache heifit eine Tangente des Flachenpunktes P. 
Dem Punkt P kommen also unzahlig viele Tangenten zu. Die Rich- 
tungskosinus cos a, cos/5, cosy einer Tangente P P' sind nach Satz 
12 proportional zu den Differenzen dr, d y , dz der Koordinaten von 
P' und P. Nach (12) gilt daher die Gleichung: 

cos y ~f x cos a + f y cos /? 

odef: 

(13) — f z cos a — f y cos /? + cos y = 0. 

Erinnern wir uns nun an den Satz. 14, der die Bedingung dafiir angibt 
daB zwei Richtungen zueinander seukrecht sind, so i&t es leicht, die 
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letzte Formel so darzustellen, daB sie gerade diese Bedingung wird. 
Denn nach Satz 11 gibt es eine Richtung, deren Richtungskosinus zu 
den Koeffizienten von cos a, cos /?, eos y in (13), also zu — /*, — f v 
und 1 proportional sind, namlich die Werte haben: 


(14) cos A 


V /* 2 +/» a +1 


Yfx* 4" fy iJ r 1 


1 + tv 2 ■+“ 1 


wo wir die Wurzel etwa positiv annehmen. Nun laBt sich die 
Formel (13) so schreiben: 


cos X cos a + cos /jl cos /? + cos v cos y = 0, 


so daB sie nach Satz 14 besagt, daB jede Tangente des 
Punktes P senkrecht ist zu derjenigen bestimmten Rich- 
tung, deren Kosinus durch (14) dargestellt werderu Wir 
wollen uns vorstellen, durch den Flachenpunkt P sei die Gerade n 
gezogen, deren Richtungskosinus die Werte (14) haben. Alle Tan- 
genten von P sind zu dieser Geraden n, der sogenannten Nor male 
von P, senkrecht. Sie liegen daher in der zu n senkrechten Ebene 
durch P. Diese Ebene heifit die Tangentialebene des FMchen- 
punktes P. Die geometrische Deutung der Differentialformel 


ist demnach der 


dz = f x dx + f y dy 


Satz 24 l : Alle Tangenten eines Punktes der Flache 
z = f (x, y) bilden eine Ebene, vorausgesetzt, daB die Funk- 
tion f(x, y ) fur das dem Punkte zugehorige Wertepaar x,y 
differentiierbar ist. 

Nun sei ($; ij; j) ein beliebiger Punkt ^ der Tangentialebene von 
P, d. h. die Gerade P^J sei senkrecht zu der durch (14) angegebenen 
Normalenrichtung. Dann muB nach Satz 15 die Gleichung bestehen: 

(E — x) cos X + (t> — y) cos fx + (5 — z) cos v = 0 , 


die sich nach (14) einfacher so schreiben l&fit: 


— /*(s — »)— fvto — y)+ = ° 


1 Dieser Satz gilt auch dann, wenn die Einheiten der dxei Achsen verschieden 
groJS sind. Dagegen brauchen die Tangenten eines Punktes kerne Ebene zu bilden, 
wenn / ( 2 , y) an der betreffenden Stelle unstetig oder nicht differenzierbai ist. Derartige 
Flachenpunkte heifien singular. So ist die Spitze eines Kegels eine singulare Stelle 
der Kegelflache. Dreht sich ein Kreis um eine Gerade, die ihn in A und B schneidet, 
so entsteht eine Rotationsflache, die in A und B singulare Punkte hat. Die Tangenten 
von A bilden einen Rotationskegel, die von B ebenso. Dreht sich der Kreis um die ihn 
in A beriihrende Gerade, so entsteht eine Rotationsllache, die in A sogar nur eine einzige 
Tangente hat. 
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oder auch so : 

<15) 5- /*£- /vt) =2- fx%~ f v y. 

Diese in j, ty, $ lineare Gleichung ist also die Gleichung der Tan- 
gentialebene des Punktes P oder ( x ; y\ z) der Flache. In ihr sind 
x, y. gegeben, also auch z — f(x, y) sowie f x md'f y , wahrend £, ty, j die 
veranderlichen oder laufenden Koordinaten eines beliehigen Punktes 
der Tangentialebene bedeuten. 

Den Satz 24 kann man auch in mehr geometrischer Weise so 
ableiten: Wenn x um d x wachst und y ungeandert bleibt, also 
dy — 0 gew&hlt wird, liefert (12) den Zuwachs f x d x der Hohe z. 
Dieser Annahme moge der Punkt der x ?/-Ebcne und der dariiber 
gelegene Punkt P 1 der Flache in. Fig. 421 entsprechen. Wenn dagegen 
zweitens nur y um d y wachst und x ungeandert bleibt, also d x — 0 

gewahlt wird, liefert (12) nur den Zu¬ 
wachs fydy der Hohe 2 , und dazu 
moge der Punkt Q i in der x 2 /-Ebene 
und der dariiber gelegene Punkt P 2 der 
Flache gehoren. Die mit t x und t y be- 
zeichneten Geraden P P h und P P 2 sind 
besondere Tangenten von P, namlich die 
zur x 2 -Ebene und ?/ 2 -Ebene parallelen. 
Jetzt soli gezeigt werden, daB alle Tan¬ 
genten von P in der Ebene von t x und 
t y liegen. Zu diesem Zweck lassen wir 
jetzt. sowohi x um dx als auch y um dy 
Fig. 421. wachsen, wodurch Q in Q' -iibergeht und 

die Hohe 2 nach (12) um f x dx + f y d y 
wachst, also P nach einer Stelle P' iiber Q' wandert. Die durch P 
zur xy- Ebene parallel gelegte Ebene schneide die in Q v Q 2 und Q' 
errichteten Lote in R h P 2 und R. Dann ist 

•^1 ~ /* d x , R 2 P 2 = f j/ dy , RP'—f x dx-\-f v dy 

folglich 

RP' = R 1 P 1 + P 2 P 2 , 

was bedeutet, daB die Punkte P, P lt P 2 , P' (ebenso wie Q, Q v Q 2 , Q') 
ein Parallelogramm bilden. Die TangentePP' liegt somit wirk- 
lich in der Ebene von t x und t v , also gilt Satz 24. 

Insbesondere gibt es eine Tangente h von P, die zur x y-Ebene 
parallel ist. Wandert P auf ihr unendlieh wenig weiter, so andert sich 
seine Hohe e nicht; man erzielt diese Wanderung, wenn man dx und 
dy so wShlt, daB dz — 0, also nach (12) 
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d x + f y d y = 0 

wird. Die senkrechte Projektion von h auf die x y-Ebene ist eine zu k 
parallele Gerade h Sie hat in der x y~Ebene gegeniiber der os-Achse 
die aus der letzten Gleichung hervorgehende Steigung: 

dy_^ __ 

dX fy 

Die Schnittkurven der Flache mit den zur x y-Ebene parallelen 
Ebenen heifien die Hohenlinien oder Niveaukurven der Flache. 
Sie haben wagerechte, d. h. zur Ebene parallele Tangenten. 
Insbesondere ist die soeben betrachtete Tangente h die Tangente der 
durch P gehenden Hbhenlinie an der Stelle P. Den Hohenlinien stehen 
die Linien starksten Gefalles oder Fallinien der Flache gegen¬ 
iiber. Die durch P gehende Linie starksten Gefalles hat in P als Tangente 
diejenige Gerade in der Tangentialebene, die am starksten zur x y-Ebene 
geneigt ist. Nach einem bekannten Satze der Geometrie des Raumes 
ist diese Gerade senkrecht zur wagerechten Geraden h. Die Linien 
starksten Gefalles sind also diejenigen, die alle Hohen- 
linien senkrecht durchsetzen. 

Die Geometrie der Elachen im Raum ist ein sehr ausgedehntes 
Gebiet der Mathematik. Wir mussen uns mit diesen wenigen Andeu- 
tungen begniigen. 

4. Beispiel: Wir untersuchen die Gestalt der Flache mit der Gleichung 



worm c eine von Null verschiedene Konstante sei. Setzt man y = 0, so geht 0 = 0 
hervor, wie auch immer x gewahlt sein mag, d. h. die ganze ar-Achse gehort der 
Fl&che an. Ebenso erkennt man, daB die ganze y -Achse der Flache angehort. 
Setzt man fiir x eine beliebige Konstante a,, d. h. sucht man den Schnitt der 
Flache Suit einer zur ?/ 0 -Ebene parallelen Ebene, so gibt (16) die Gleichung" 
ez — ay — 0 zwischen y und z . Da sie in y und z linear ist, wird die 
Projektion der Schnittlinie auf die 1 / 0 -Ebene eine Gerade, mithin auch dXe 

Schnittlinie selbst. Somit schneidet jede zur yz- Ebene parallele Ebene die 

Flache in einer Geraden g. Da die Ebene die a*-Achse trifft und die a>Aclise 
auch der Flache angehort, gehen alle diese Geraden g von der. a-Achse aus* 
Ebenso erkennt man, daB jede zur x z - Ebene parallele Ebene die Flache in 

einer von der y- Achse ausgehenden Geraden h schneidet. Obgleich also die 

Flache zwei Scharen von je unendlich vielen Geraden g und h ent- 
halt, ist sie doch nicht eben, sondern krumm, denn ihre Gleichung 
(16) ist ja nicht linear in x , y, 2 . Die Lagerung der Geraden g und h l&Bt 
sich leicht noch genauer bestimmen. Man beachte namlich, dafi (16) fiir x~c 
und y ~ c auch z = c gibt. Der Punkt C mit den drei gleichen Koordinaten e 
liegt somit auf der Flache, siehe Fig. 422. Mithin mussen die Geraden der 
Flache, die in den Ebenen durch C parallel zur yz ~Ebene oder zur x z-Ebene 
liegen, die Geraden von C nach den Schnittpunkten A und B dieser beiden 
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Ebenen mit der #-Achse und ?/-Achse sein. Somit kennen wir ein windschiefes 
Viereck 0 A C B, dessen Seiten samtlich der Flache angehoren. Jede zur 
y 2 -Ebene parallele Ebene trifft zwei Seiten des Yierecks, namlich 0 A und B C 7 

so dafi die in ihr gelegene Gerade g der 
Flache die Verbindende der beiden Schnitt- 
punkte sein muB. Entsprechendes gilt von 
den Geraden A. Die Flache kann also auf 
zweierlei Art duroh Bewegung je einer Ge¬ 
raden g oder h erzeugt werden: Die Gerade 
g (oder h) gleite auf der aj-Achse {oder 
y-Achse) und auf der Geraden BC (oder 
AC) so entlang, dafi sie dabei bestandig 
zur y z -Ebene (oder x z -Ebene) parallel 
bleibt. Die Figur stellt nur den inner- 
ha] b des windschiefen Vierecks gelegenen 
Teil der Flache dar, der infolge seiner Run- 
dung den Anfangspunkt 0 verdeckt. Die 
Flache erstreckt sich aber nach alien Seiten 
hin ins Unendliche. Aus (15) ergibt sich nach (16), daB die Tangentialebene des 
Punktes P oder (x;y;z) der Flache in den laufenden Koordinaten £. ty? % 
Gleichung 

VI + xq — cs= xy 

hat. Nun enthalt die Flache zwei durch P gehende Geraden g und A, die zur 
yz -Ebene bzw. xz -Ebene parallel sind. Da die Tangenten von P diejenigen 
Geraden sind, die P rait unendlich benachbarten Punkten der Flache verbinden, 
sind g und h die zur z/z-Ebene und az-Ebene parallelen Tangenten /* und t y des 
Punktes f. Obwohl die Tangentialebene von P die Flache in P 
beriihrt, schneidet sie also die Flache in zwei durch P gehenden 
Geraden g und A. DaB ein derartiger Schnitt stattfinden kann, liegt an der 
sattelformigen Gestalt der Flache. Die Hohenlinien der Flache ergeben sich 
aus (16), wenn man fur s eine willkiirliche Konstante k setzt. Da dann 
xy = ck =s konst, hervorgeht, sind die Hohenlinien nach (10), S. 197, gleich- 
seitige Hyperbeln, deren Asymptoten in der crs-Ebene und 2 / 2 -Ebene liegen. 
Aus Griinden, die wir nicht angeben wollen, nennf man die Flache (16) ein 
hyperbolisches Paraboloid. 

Diese Flache kann zur raumlichen Veranschaulichung derjenigen 
Beziehung dienen, die zwischen dem Volunien r, der Spannung p 
und der absoiuten Temperatur Z eines Gases besteht, namlich der Gleichung 



worin R eine Konstante ist, siehe (32) im 6, Beispiel, S. 368. Man setze 
namlich x ~ v, y ~p und z = T und wahle die Konstante c in (16) gleich R. 
Jeder Punkt P der Flache im ersten Oktanten gibt durch seine Koordinaten 
v, p, T einen moglichen Zustand des Gases an. Fiir trockene Luft ist bei 
Zugrundelegung der auf S. 367 angegebenen Definitionen von v, p und T die 
Konstante R — 29,27. Auf diese Annahme beziehen sich die Zahlenangaben in 
Fig. 422. Soli sich das Gas isothermisch andern (vgl. S. 370), so muB der 
Flachenpunkt P immer dieselbe Hdhe iiber der x y-Ebene behalten, d. h. eine 
der vorhin erwahnten gleichseitigen Hyperbeln beschreiben. 
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§ 3. Grundbegriffe der analytischen Geometric des Raumes. 

"Wir fiigen nun noch einiges iiber die Darstellung von Kurven 
im Raum hinzu. Der Punkt P oder (x ; jy■ 2 ) sei nach irgendeinem 
(Jesetz im Raum beweglich, d. h. seine Koordinaten seien gegebene 
stetige Funktionen der Zeit f 1 : 0 

( 17 ) x = cp(t ;), y = ip(t), z= x (t). 

Zm unendlich benaehbarten Werten von t gehoren unendlich benaeh- 
b&rte Punkte (a;; y; z), d. h. alle durch (17) bedingten Punkte P er- 
liillen eine liickenlose Kette, eine sogenannte Raumkurve, die 
Bahnkurve eines beweglichen Punktes P. Ob wir die GriiBe t als 
Zeit oder als irgendeine Hilfsveranderliche betrachten, ist fiir 
die Gestalt der Kurve einerlei. 

Wir woken zum Beispiel als Gleichungen (17) insbesondere in f 
lineare Gleichungen annehmen: 

(18) x — a+ m't, y—l + nt, z — c + rt. 


wo a, 6 , c und m, n, r Konstanten seien. Fiir die senkrechte Projektion 
der Kurve -auf die rry-Ebene gel ten die beiden ersten Gleichungen, aus 
denen durch Elimination von t eine in x und y lineare Gleichung 
nx— my—na— mb hervorgeht, was besagt, daB die # Projektion 
cine Gerade liefert. Da auch die Projektion der Kurve auf die az-Ebeno 
und auf die j/z-Ebene Geraden ergibt, stellen die Gleichungen (18) 
cine Gerade im Raum dar. 

Man kann leicht zeigen, daB sich jede Gerade in der horm (18) 
darstellen l&Bt. Dazu geniigt es, arrzugeben, wie man diejenige Gerade 
ausdriicken kann, die durch irgend zwei gegebene Punkte (%; y 1 ; %} 
und (x 2 ; y z ; z 2 ) geht, namlich so: 


x = (1 — + x=x 1 +(x 2 -x 1 )i, 

y = (1—t)y x +ty 2 , d. h. y = 2/1 + ( 2 / 2 - 2/i ) 1 > 

2 = (1 — <) z x + f zj , 2 = 2l +(z 2 - zj t. 

Die zweite Form ordnet sicli der allgemeinen Form (18) unter, so daB 
wirklich eine Gerade vorliegt, und die erste Form zeigt, daB x, y, z fur 
t = 0 gleich x l ,y 1 , z x und fur t = 1 gleich , y 2 ,z 2 werden so daB 
die Gerade wirklich durch die beiden gegebenen Punkte gent. 

Wird die durch (18) dargestellte Gerade im Sinn eh sender 
Werte von t dnrchlaufen, so hat sie bestimmte Rchtungskosmu 
cos a, cos p, cos y. Wenn t urn die Einheit wachst, nehmen x, y. 


1 Dies ist die Verallgemeinerung 

Kapitels. Da wir dort in (1), S. 510, schon * = vonmgdit 

wir jetzt z = X (l) hinzu, obgleich im gnechischen Alphabet g vor v 
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m, n, r zu, Deshalb folgt aus Satz 12, daB die Richtungskosinus zu m, 

n, r proportional sind und dieselben Vorzeichen wie m, n, r haben. Nach 
Satz 11 ist also: 

m n ! r 

COS a = -gj srrr, COS fj r rr- , COS V = .:===== -, 

]/ m 2 -f- n 2 4- r 2 ]/ m 2 -}- w 2 -j- r 2 ]/ w 2 -f- w 2 -f- r 2 

und dabei hat die Wurzel das Pluszeichen. Statt t kdnnen wir die zu 
t proportionale Grofie t ]/m 2 + ?i 2 r 2 als Hilfsveranderliche r ein- 
fiihren, d. h. wir messen die Zeit mit einer anderen Einheit. Dann 
lassen sich die Gleichungen *(18) so schreiben : 

x. == a + t cos a , y = b-\- r cos fi , z = e -f* r cos y . 

Zur Zeit t = 0 ist x = y = i, 2 = c. Wenn wir nun die Koordinaten 
des Ausgangspunktes (a; l; c) der geradlinigen Bewegung mit x 0 , ?/ 0 , % 
bezeichnen und t statt t schreiben, ‘folgt 

Satz 25: Diejenige Gerade im Raum, die von einem 
Punkt (x 0 ; y 0 ; z 0 ) mit den Richtungskosinus cos a, cos /?, cos y 
ausgeht, laBt sich mittels einer Hilfsvcranderlichen t durch 

x=x 0 -f-t COS a, y=y 0 -\-tc OS/2, Z = Z Q +tC0Sy 

darstelle/n. Dabei entspricht der Foxtschreitungssinn auf 
der Geraden den wachsenden Werten von t 

Wir kehren zu den allgemeinen Gleichungen (17) oder 

x = v (O'. y = v (0. «= z (0 

einer beliebigen Bahnkurve ini Raum zuriick und wollen auch hier 
annehmen, daB die Kurve im Sinn wachsender Werte von £ 
durchlaufen werde. AuBerdem setzen wir voraus, daB die Funk- 
tionen 9 v,y, t von t differentiierbar seien. In einem unendlich 
kleinen Zeitteilchen dt beschreibt der Kurvenpunkt P oder (x; y; z) 
ein unendlich kleines Bogenstiick PP', das man ein Wegdifferential 
oder Bogenelement ds nennt (vgl. S. 477). Die Koordinaten von 
P' sind urn die Differentiale 

(19) d x = q>\t) d t , d y — %p(f) dt, dz = x'(ty d t 

grbfier als die von P. Daher hat die Tangente der Bahn in P, d. h. 
die Gerade PP', nach Satz 12 Richtungskosinus cos a, cos /?, cos y r 
die zu diesen Differentialen proportional sind und dieselben Vor¬ 
zeichen wie diese Differentiale haben, sobald auch die Tangente im 
Sinn wachsender Werte von t mit dem Pfeil versehen wird. Dann 
sind cos a eos/S, cosy proportional zu cp'(t ), /(£), und sie 
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haben dieselben Vorzeichen wie diese Differentialquoticnten. Nach 
Satz 11 ist daher: 


WW+ YW+7W 

und die Werte cos und cos y gehen hieraus hervor, wenn man den 
Zahler durch y>'(t ) und x'(t) ersetzt. Die Wurzel hat das Pluszeichen. 
Das Bogenelement d s oder PP' kann als geradlinig betrachtet werden. 
Nach (4), S. 671, ist 

t 2 l) ds^dx^+clyt+dz*, 

daher nach (19): 

( 22 ) d s = |/y'(t ) 4 + VW+TWd t, 

und hierin ist die Wurzel positiv, wenn die Bogenlange im Sinn 
wachsender Werte von t positiv gerechnet wird, da dann d s zugleich 
mit d t positiv sein mufi. Die Richtungskosinus der Tangente, siehe 
(20), lassen sich mit Riicksicht auf (19) und ( 22 ) auch so darstellen: 

(23) cos a = 4—, cos B cosy =4^. 


d z 

cos y = -jj 


Die Grofie 


-WW + tfW + tW 


ist die Geschwindigkeit der Bewegung zur Zeit t, vgL ( 8 ), 
S. 517. Die Bogenlange der Kurve von t = 0 bis zu einer beliebigen 
Zeit fist das Integral: 

t 

(25) s =/mVWT¥W+YW d t . 

0 

Das Vornergehende ist eine VeralJgemeinerung von Betrachtungen 
in § 5 des neunten Kapitels. Man kann auch die tibrigen Unter- 
suchungen jenes Paragraphen auf den Baum verallgemeinern, aber 
uns wiirde das zu weit fiihren. 

5. Beispiel: In der sct/-Ebene dreiie sich ein Punkt Q oder [x; y) gleich- 
um den Anfangspunkt 0 , indem er einen Umlauf in der Zeit T vollende. Er 
befinde sich zur Zeit t — 0 auf der positiven a-Achse in Q 0 in der Entfemung a von 
0. Auch a sei positiv. Zur Zeit t hat der Piinkt Q die Koordinaten: 

2 71 t .2 71 t - 

X = a cos -p- , y = a sm , z = 0 , 

vgl. das 5. Beispiel, S. 519 u. f. Bei der Drehung fiihre Q das in Q auf der x 2 /-£bene 
crrichtefce Lot mit sich. Es erzeugt einen Rotationszylinder vom Radius a mit der 
z-Achse als Drehachse, siehe Pig. 423. Wahrend der Bewegung durchlaufe nun ein Punkt 
Sehetfers. Lehrbuch d. Mathematik. 44 
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P dies Lot gleichformig. Zur Zeit t == 0, wo das Lot in Q 0 aufsteht, liege P in Q 0 
selbst, und nach einem Umlaufe, d. h. zur Zeit t = T, habe P die positive oder nega¬ 
tive Hohe h erreicht. (In Fig 423 1st k 
kZ positiv.) Die Bahnkurve von P ist eine 

_^ auf dem Zylinder verlaufende Linie, die 

>>-- eine Schraubenlinie heiBt. Die Strecke 

\^ a ist der Schraubenradius, die z-Achse 

N. die Schraubenachse. Die positive oder 

\ negative Strecke h heifit die Ganghdhe 

j der Schraube. Offenbar besteht die 

CT _ Schraubenlinie aus lauter kongruenten 

jp—^ - - h Umlaufen um den Zylinder, von demon 

jeder die Hohe h hat. Ist k positiv (wie 
k in Fig. 423) oder negativ, so heifit die 

N Schraubenlinie xechtsgewunden oder 

p/ _linksgewunden wegen der Art, wie man 

.*- e * ne Schraube mit derarfcigen Schrauben- 

~—v* *j n * en einzuschrauben hat. Die gewohn- 
Z \ lich vorkommenden Schrauben sind rechts- 

gewunden. Der Techniker nennt die 
Schraubenlinien auch Spiralen; wir ver- 

_stehen aber nnter Spiralen etwas anderes, 

vgl. S. 350. Die Hohe z von P zur Zeit t 
Fig. 423. bestimmt sich aus z : /i = t:T. Dem- 

s * nach sind: 


y ~ a sin 


. 2‘71 t 


dfeGkichrnigen der Schraubenlinie. Aus (20) ergeben sich als Richtungskosinus der 


— 2n asia^—- 2nacos^i 


—4 2 71 Q COS - 

tOS « = — - ±_ nno a _ T },. 

fervorgeht!bilden^fe 1 Tanglutea SrTch®? u®/. fr ? ier > also konstant «r Wert 
achsedenselben WinM*££!' d J Sch .«“ b «l> n i e mit der Schrauben- 

SehraubenliS ist daS!’eS?Kurve £ tu ^ Eino 

cylinders unter demselben Winlr^l 16 alle Geraden emes Rotations- 
aus Papier herstellt und damn auf dor urehse ! :zt * Wenn man den Zylinder 
eine Gerade iiber, ebenso wie der rmndin- ^ ^ us ^' ei ! }et ’ S e ^t die Schraubenlinie in. 
die erste Gerade ZyJmders Der Winkel, unter dem 

der Schraubenlinie, Er ist das Komnlprrw / heifit der Steigwinkei 

.... efb? .“S.S™ s“ „??? i • d » 

™ (26 > S , VTj4qi-r“ 

5 4 FunMonm das Orta, in der Ebene. 

(1) rorhergehenden Paragraplea haben wi r cine Funltil)n 

™ aaabhaagigea YeraadlrliiS l’ mi , ^ HilIe der ^ reollt . 
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§ 4 . Funhiionen des Ortes in der Ebene. 

winkligen Koordinaten x, y, z als Flache im Eaum gedeutet. Wir er- 
kannten, dafi die Differentialformel 

(2) dz=f x dx+f x dy 

besagt, daB alle Tangenten eines Flachenpunktes eirie Ebene bilden 
(siehe S. 682 n.!.). Die Funktion (1) und ihre Differentialformel (2) 
lassen sich aber auch schon in der x z/-Ebene allein deuten, so 
daB man den Raum nicht zu Hilfe zu nehmen braucht. Wir stellen uns 
namlich vor, die Ebene sei mit Masse belegt. Die Werte, die 
durch die Funktion z an beliebigen Stellen (x;y) der Ebene angegeben 
werden, sollen dort die Dichte der Masse anzeigen. Ein unendlich 
ldeines Stuck der Ebene, um einen Punkt (x; y) herum tragt dann die 
Masse z . d F , wenn d F der Flacheninhalt des Stiickes ist. Man kann 
auch andere, physikalische Deutungen vornehmen. So kann man sick 
etwa vorstellen, die Ebene sei an verschiedenen Stellen verschieden stark 
•erwarmt, und z bedeute die Temperatur an der Stelle (x; y). In diesem 
Fall haben auch negative Werte von z einen Sinn. Die Ebene konnte 
auch eine Landkarte vorstellen und z die Dichte der Bevolkerung an 
der Stelle (x; y) bedeuten, u. dgl. mehr. Wir werden unbeschadet 
dieser vielen Moglichkeiten im folgenden die Redeweise anwenden, die 
Ebene sei mit Masse belegt, die an der Stelle (x; y ) die durch (1) 
gegebene Dichte z habe. Wir werden dabei aber auch negative 
"Werte zulassen 

Frei von alien Deutungen, die nicht rein mathematischer Natur 
sind, ist die Auffassung von s = f{x , y) als einer Funktion des Ortes 
(x; y) in der Ebene, d. h. die Annahme, daB jeder Stelle (x; y) der 
Ebene vermoge einer Formel (1) ein bestimmter positiver oder nega~ 
tiver Zahlenwert z zugeordnet sei. In der Physik nennt man sole e 
Ortsfunktionen auch Potentiale in der Ebene. In der sogenannten 
Vektorrechnung heiBen sie Skalare. 

Die x- und ?/-Einheit setzen wir gleich groB, namlich 
gleich der in der xy -Ebene iiberhaupt zu benutzenden 
Langeneinheit voraus. In Anlehnung an die Beseiehnung im vongen 
Paragraphen wollen wir einen beliebigen Punkt (x; y) der Ebene auc 

jetzt Q und nicht P nennen. . 

Wird ein Punkt Q ins Auge gefafit, so gehort zu lhm nach ( 1 ) em 
bestimmter Wert der Dichte z. Wandert Q nach irgendeinem unen 
lich benachbarten Punkt Q\ wobei z und y um Differential dx unci 
dy zunehmen, so wachst die Dichte z um das durch (2) darges e^e 
Differential dz, Ist ds die positive gemessene Lange des Weges 
also die positive Quadratwurzel aus dx 2J rdy 2 , so stellt dz. s ie 
Geschwindigkeit v dar, mit der sich die Dichte auf dem Wcge yty 

° .1 >4 sie 
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andert. Diese Geschwindigkeit hangt nur von der Richtung QQ r 
und nicht auch von der Lange d s des Weges ab, denn wenn man 
den Winkel x einfiihrt, urn den sich die positive #-Achse drehen 
muB, um zur Richtung von Q nach Q' parallel zu werden, ist dx:ds 
gleich cos r und dy :ds gleich sinr, daher d x gleich d s cos % und 
dy gleich d,s sinr, also nach (2) 

dz ~ (J x cos x + / y sin x)d $ , 
d. h. die Geschwindigkeit: 

dz 

(3) v = j- = f z cos i -f f y sin r. 


Dieser Ausdruck ist in der Tat von der Lange des zuruckgelegten un- 
endlich kurzen Weges ds unabhangig, dagegen nicht vom Winkel r. 

Anf jeder von Q ausgehenden Richtung QQ\ d. h. ftir jedeit 
Winkel r denken wir uns die zugehorige Geschwindigkeit v als Strecke,, 
gemessen mit der Langeneinheit, von Q aus aufgetragen. Wird dabei 
die Vorschrift beachtet, daB die Strecke in der Richtung von Q nach 
Q’ liegen soli, wenn v positiv ist, dagegen in der riickwartigen Ver- 
langerung von Q Q r iiber Q hinaus, wenn v negativ ist, so liegt auf 

jeder Geraden durch Q nur eine Strecke v. 



Denn wenn die Richtung in die entgegen- 
gesetzte iibergeht, d. h. wenn r um tc 
wachst, andert sich nach (3) nur das Vor- 
zeichen von v, so daB ftir beide Richtungen 
dieselbe von Q ausgehende Strecke zu 
zeichnen ist. Der geometrische Ort der End- 
punkte aller von Q ausgehenden Strecken v 
ist leicht zu bestimmen: In der Richtung 
QQ X parallel zur positiven ,T-Achse ist 


Fig. 424. dy = 0 und x = 0, also die Geschwindig¬ 


keit v x = /*, in der Richtung Q Q 2 parallel 
zur positiven i/-Achse ist dx = 0 und x also die Geschwindig¬ 


keit v 2 ~ f y siehe Fig. 424. Nach (3) setzt sich nun der allgemeine 


Wert u aus v x = f v und v 2 = f y so zusammen: 


( 4 ) 


v = v x cos x + v 2 sin r. 


Hiemach ist die Strecke v, die zu einem beliebigen Winkel r gehort, 
die Summe der Projektionen von % und v 2 auf die betreffendc 
Riehtung. Diese Summe ist gleich der Projektion derjenigen Strecke,, 
die sich ergibt, wenn man aus v x und v 2 nach der Regel vom 
Parallelogramm der Krafte die Mittelkraft QR bildet, also die Dia¬ 
gonal v m des Rechtecks mit den Seiten v 1 und v 2 zieht. Die Endpunkte 
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aller Streeken v sind demnach die FuBpunkte der Lote von B auf alle 
von Q ausgehenden Geraden und liegen somit auf dem Kreis, der Q R 
2um Durchmesser hat. Alle von Q ausgehenden Geschwindig- 
iceiten v der inderung der Ortsfunktion z—f(x,y) sind 
also Sehnen dieses Kreises. In der Richtung QR erreicht 
«ie Geschwindigkeit ihr Maximum 

(B) . _ v m = Yfi* + f v \ 

wobei die Wurzel positiv ist. In der ent£egengesetzten 
luchtung erreicht sie ihr Minimum - v m . In zuQEsenk- 
rechter Richtung dagegen wird die Geschwindigkeit v 
gleic.^ Null. 8 

Man mufi beachten, dafi die Steigung von QR oder v m , namlich 
J 2 : v x oder f y : / ? , eine Funktion von x und y ist, so daB die Rich- 
ung von v m im allgemeinen fur verschiedene Punkte Q 
uer Ebene verschieden ausfallt. Nun moge der Punkt Q oder 
(' x; y ) so ^ der Ebene hinwandern, daB die zugehorige Dichte 
^ === /(#, y) immer denselben Wert behalt. Die Kurve, die er be- 
schreibt, heifit eine Niveaukurve oder Kurve konstanten Po¬ 
tentials. Sie wird durch eine Gleichuiig f(x, y) = konst, dargestellt. 
^ach dem Yorhergehenden mufi ihre Tangente an jeder Stelle Q zu der 
von Q ausgehenden Maximalgeschwindigkeit v m senkrecht sein. Nach 
(2) ergibt sich aus / (a;, y) = konst, fur dy :dx der Wert — f x : f v , 
und diese Steigung ist in der Tat senkrecht zur Steigung 
h : L von v m (nach Satz 4, S. 177). Soil dagegen Q eine Kuyve 
starksten Gefalles beschreiben, d. h. eine Kurve, auf der sich z 
best&ndig so stark wie moglich andert, so mufi die Bahn an jeder 
btelle Q die Richtung der von Q ausgehenden Maximalgeschwindig- 
keit v m haben, d. h. die Kurven starksten Gefalles dureh- 
kreuzen die Niveaukurven senk- 
^echt. Pfeile langs dieser Kurven im 
•Sinn von v geben an, wie sie zu durch- 
laufen sind, damit z am starksten zu- 
nimmt; im entgegengesetzten Sinn ward z 
am starksten abnehmen. Daher entsteht 
ein Netz von Kurven etwa wie in 
Fig. 425. Dies Netz ist eigentlich iiberall 
unendlich dicht zu denken, und seine 
Maschen sind liberal] rechtwinklig. In der rjg . 

Lheorie des Magnetismus, wo z ein magne- 

tisches Potential bedeutet, veranschaulicht ein derartiges Netz eih 
obenes magnetisches Kraftfeld. Dann heifien die Kurven starksten 
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Gefalles Kraftlinien. Deutet man dagegen z = f (x, y) wie auf 
S. 681 u. f. als Gleichung einer Flache im Raum, so sind die soeben 
betradhteten Kurven die Projektionen der Hohenlinien unci 
Kurven starksten Gefalles der Flache auf die #y-Ebene, vgL 
S. 685 n* f. 

1. Beispiel: Die sc y-Ebene sei so mit Masse belegt, dafi die Dichte an der Stelle 
(x; y) den Wert z — xy hat. In Fig. 426 sind fur eine Reihe von Punkteh die zuge- 
horigen Dichten angegeben (aus G run den der Raumersparnis nur fur positive Werte 
von x und y). Obgleich diese Abbildung ltickenhaft ist, kann man die Linien gleicher 
Dichte z ungefahr verfolgen. Die Niveaukurven x y — konst, sind nach S. 197 die 




gleichseitigen Hyperbeln mit den Koordinatenachsen als Asymptoten. Langs 
der Kurven starksten Gefalles ist hier wegen / = x y 

oder xdx — ydy — 0, 
dx f x y J * 

d. h. d(x 2 — y 2 ) = 0, also x 2 — y 2 konstant, so dafi die Kurven starksten 
Gefalles ebenfalls gleichseitige Hyperbeln sind. Ihre Asymptoten gehen 
durch 0 und bilden mit den Koordinatenachsen 45°. Siehe Fig. 427, worm die 
Niveaukurven ausgezogen und die Kurven starksten Gefalles punktiert sind. 

Die Maximalgeschwindigkeit v m kann fur gewisse Punkte 
(x;y) gieich Null werden. Dies tritt nach (5) an denjenigen Stellen 
ein, wo sowohl f x als aueh f tJ den Wert Null hat. Solche 
Stellen heifien singulare Stellen des Netzes. In ihnen gilt 
das Friihere nicht mehr, denn alle von einer derartigen Stelle 
ausgehenden Geschwindigkeiten v haben nach (3) den Wert Null, 
Man kann daher nicht wie friiher sehlieBen, daB sich dort zw’ei 
Netzkurven senkrecht schneiden. (In dem soeben gebrachten Beispiel, 
Fig. 427, ist der Anfangspunkt 0 eine singulare Stelle.) Auf Punkte 
van dieser Art kommen wir nachher noch einmal zuriick. Hier 
bemerken wir nur, daB in einem magnetischen Kraftfelde diejenigen 
Punkte, die Kraftquellen bedeuten, singulare Stellen sind. 
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Nun werde in der xy -Ebene irgendeine gesehlossene Linie c 
gezogen, siehe Fig. 428. Die Frage ist, wieviel Masse sie ein- 
schliefit. Durch Parallelen zur y-Achse und Parallelen zur a-Achse 
teilen wir die Flache in unendlich viele unendlich kleine Rechtecke 
von den Seitenlangen dx und dy. Man darf sagen, daB demjenigen 
Rechteck, dessen eine Ecke der Punkt (x; y) ist und dessen gegen- 
iiberliegende Ecke die Koordinaten x+dx, y dy hat, die Dichte 
z = / (x, y) zukommt, da es unendlich klein ist. Es hat den Fl&chen- 
inhalt dxdy und tragt somit die Masse f (x ) y)dxd y . Nun 
addieren wir die Massen aller iiber demselben dx gelegenen und in 
Fig. 428 geschrafften Rechtecke. Allen diesen Rechtecken 
kommt dasselbe x und dasselbe 
dx zu. Dagegen geht y von einem 
gewissen kleinsten Wert y 0 bis zu 
einem gewissen groBten Wert y x . Dem- 
nach sind alle Werte f(x,y)dxdy von 
y = y 0 bis y = y x bei festgehaltenem x 
und dx zu summieren, d. h. wir haben 
das Integral zu bilden unter der An- 
nahme, daB y die einzige Veranderr 
liche unter dem Integralzeichen 
sei, und daB sie von y 0 bis y x 
wachse 1 . Der alien Summanden ge- Fig. 428. 

meinsame Faktor kann herausgesetzt 

werden. Urn hervorzuheben, daB nur y als veranderlich betrachtet 
wird, (d. h. daB partiell nach y integriert werden soil, 
schreiben wir d y statt d y. Die Masse des betrachteten Streifens 
ist demnach: 

Vx 

^f&y)dy\ dx - 

Vo 

Beim Ausreelmen mu 6 man zunfichst das unbestimmte Integral 
ff (x, y) d y so ermitteln, als ob x eine Konstante wftre. Dadurch 
geht dann aber eine Funktion von y hervor, in der anch jc vor- 
kommt. Nehmen wir an, es ergebe sich F(x,y). Dann ist das 
bestimmte Integral gleich F (x, i / x ) — F ( x, y 0 ) , demnach die Masse 
des betrachteten Streifens gleich [F (x, — F (x, y^)] d x . Nun 

muB man beachten, daB y 0 und y x die Ordinaten derjenigen Stellen 

1 Man beachte, daB die Rechtecke in Fig. 428 eigentlich unendlich 
klein sein sollen, also Bruchteile von solchen Rechtecken nicnt in Betracht 
kommen (vgl. auch S. 224). 
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der Randlinie c sind, denen die beliebig gewahlte Abszisse x zu- 
kommt. Daher sind i/ 0 and y 1 gewisse Funktionen von x, die 
man aus der Gleichung zu berechnen hat, die in x und y die 
Randlinie c darstellt, Der gefimdene Wert [F (x y y x ) — F (x, y 0 )] d % 
bekommt dann eine Form (p{x)dx , SchlieBlich. ist die Summe 
der Massen alter zur j/-Achse parallelen Streifen zu bilden, d. lu 
jetzt ist iiber x zu integrieren. Dabei geht x von einem 
gewissen kleinsten Wert a bis zu einem gewissen grftBten Wert &, 
siehe wieder Fig, 428, Somit ist das bestimmte Integral iiber <p (x) d x 
von x = a bis x ~h zu bilden. Demnach ergibt sieh als Gesamtmasse 
derFlache: 


M =/[J D\) — F (x, y 0 )] d x 


oder, da der Inhalt dor eekigen Klammer das partielle Integral iiber 
f(x,y)dy von y=y 0 bis y = y 1 bedeutet: 

& y, 

(®) M — f\^J f 0 , y) dy dx. 

a J/o 

Die gesamte Masse wird demnach als ein sogenanntes Doppelinte- 
gral dargestellt. Wie die vorhergehende Betrachtung zeigt, l&Bt sieh 
die Integration iiber x erst dann ausfiihren, wenn man die Grenzen y 0 
und y x ties Integrals iiber y als Funktionen von x aus der Gleichung der 
Randlinie e ermittelt hat. 

Man kann abe-r auch zuerst partiell iiber x und dann 

iiber y integrieren. Denn man kann 
zuerst die Massen aller derjenigen 
Rcchtecke addieren, die einen zur x- 
Achse parallelen Streifen ausmachen, 
siehe Fig. 429. Diese Kechtccke liegen 
iiber einer zrur #-Achse parallelen Ge- 
raden mit beliebiger Ordinate y, und cc 
waehst langs der Geraden von einem An- 
fangswerte x 0 bis zu einem Endwcrtc 
x ln so daB die Masse des Streifens gleich 



1 

/f(x,y)dx^ dy 


ist. Die Integration ist hierin wieder partiell, namlich so aus- 
zufiihrai, als ob y eine Konstante ware. Nun sind x 0 und ,r x die 
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m einer beliebigen Ordinate y gehorigen Abszissen der Rand- 
kurve c und also gewisse Funktionen yon y, die man ermitteln 
JtiuB, ehe man weiterhin die Massen aller Streifen addiert, ehe 
man also das Integral 

l' 

(?) M — (*. y)dx^dy 

a* x q 

bildet, worm a' und V in Fig. 429 den Meinsten und groBtenWert 
der Ordinate y der Randkurve e bedeuten. 

2. Beispiel: Wic im 1. Beispiele s§i z — xy die Dichte der Masse. Wir 
suchen die Gesamtmasse eines Yiertels einer Ellipse, deren Mittelpunkt 
0 sei und deren Halbachsen a und b auf den Koordi- 
natenachsen liegen. Das Viertel sei das im ersten Qua- 
dranten, siehe Fig. 430. Bei der ersten Art der Summie- 
rung ist y 0 »■ 0 und nach (2), S. 188: 

t h-~ V« 2 -* 2 , 

wobei die Wurzel positiv ist. Da f(x, y) jetzt die Funktion Fig. 430. 

xy ist, bereclinen wir nach (6) zuerst das unbestimmte 

Integral fx ydy bei festgehaltenem x also xj'ydy, Dadurch geht \.xy 2 hervor. 
Nun ist das Integral von y 0 — 0 bis y t zu erstrecken. Sein Wert ist: 

i * (Vi - 2/o 2 ) Oder { x • ~ (a 2 — x 2 ). 

Weil ferner x von 0 bis a zu erstrecken ist, ergibt sich als Gesamtmasse des Eliipsen- 
viertels: 



Man beweise, dafi dasselbe mit Ililfe der Formel (7) statfc (6) hervorgeht, Da 
^iie Vicrtelellipse nacli dem 12. Beispiel, S. 592, die Flache F — Inal hat, stellt 
der Bruch 

M __ 0 * 6 * ^ ab_ 

F ~ 8 7i ab ~ 2 n 

die mittle re Dichte des Ellipsenviertels dar. 

Hier sei eingeschaltet: Wenn wir z = / (x, y) nicht als Dichte 
einer Massenbelegung der Ebene, sondern wie auf S. 681 als Hohe 
einer Flache im Raum anffassen, bedeutet M in (6) und (7) das 
Vo lumen des Korpers, der liber dem von c umrandeten Flachen- 
stiicke der asy-Ebene senkreeht aufsteht und bis an die krumme 
Placke wcht, siehe Fig. 431, derm / (z, y) dz dy oder zd zdy bedeutet 
claim clas Volumcn der iiber dem llechteck dx dy der % y-Ebene stehen- 
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den Saule dieses Korpers von der Hohe f (x,y). Somit lassen sicb 
die Volumina in der Form (6) oder (7) als Doppelintegrale 
darstellen. 


3. Beispiel: Der im 2. Beispiele berechnete Wert M — -J a * 5 2 ist das Volumcn 
eines iiber dem Ellipscnviertel stehenden Korpers, der bis an das hyperbolische 
Paraboloid heranreicht, das nach dem 4. Beispiel auf S. 685. u. f. durch z = xu 
bestimmt wird 


Dasselbe Integrationsverfahren ist anzuwenden, weiin man die 
statischen Momente oder die Tragheitsmomente der in der 

Randlinie c eingeschlosse- 
nen Masse von der Dichte 
z — f (x, y ) in bezug auf irgend- 
eine Gerade berechnen •will (vgl. 
S. 246 u. f. und S. 253 u. f.). Ist 
namlich 

x cos a + y sin a — p = 0 

die Gleichung der gewahlten Ge- 
raden in der Normalform, siehe 
das 1. Beispiel, S. 659, so stellt 
Fig. 43i. die linke Seite der Gleichung fur 

einen beliebigen Punkt ( x ; y) der 
Ebene den Abstand dieses Punktes von der Geraden dar. Das sta- 
tische Moment und das Tragheitsmoment der Masse f (x,y)d xdy, 
die in einem unendlich kleinen Rechteck an der Stelle (x;y) ent- 
halten ist, haben daher die Werte 



(x eos a + y sin’a — y) f (x,y) dxdy , 

(x eos a + y sin a — p) 2 j (x, y) d x d y . 

Mithin bilden wir gerade so wie vorhin das Doppelintegral (6) oder (7), 
, aber darin ersetzen wir / (x, y) durch 

(x cos a y sin a — p) f (x, y) oder (x cos a + y sin a — p) 2 f(x, y). 


Verstehen wir wie im vorigen Paragraphen unter z — f (x, y) 
die Gleichung einer Flache im Raum, so konnen wir mittels eines 
Doppelintegrals auch den Flkcheninhalt dieser krummen 
FlS,che ausdriicken, der iiber dem durch die Kurve e einge- 
schlossenen Gebiete der x i/-Ebene liegt. Denn iiber einem unend¬ 
lich kleinen Rechteck dxdy, das an der Stelle (x;y) liegt, 
hefindet sich ein unendlich kleines und daher als eben zu be- 
trachtendes Stuck der krummen Flache, siehe wieder Fig. 431. 
Bekanntlich gibt die Projektion eines ebenen Flachenstiicks F auf 
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die- x y-Ebene ein Fl&chcnstiick F' derart, daB F': F gleich dem 
Kosinus des Winkels v zwischen der x y-Ebene und der Ebene von 
F ist. Somit ist F =F': cos v. Da das unendlich kleine Rechteck 
der Flacheninhalt dx dy hat, liegt also daruber ein unendlich kleines 
Stuck der krummen Flache, dem der Flacheninhalt d x d y : cos v zii- 
kommt. Nun ist der Winkel v gleich dem Winkel, den das Lot zur x y- 
Ebene, d. h. die z Achse, mit der Normale der krummen Flache bildet. 
Der Wert von cos v ist unter (14) auf S. 683 angegeben. Daher liegt 
iiber dem Rechteck dxdy ein Stuck der krummen Flache, das den 
Flacheninhalt 

V 1 + /* + fl d %dy 

hat. Wenn man also iri den Doppel integralen (6) und (7) an 
die Stelle von f(x,y) die Funktion )/1 + f%+ f y setzt, liefern 
sie den Flacheninhalt desjenigen Teiles der krummen 
Flache e = f(x,y), der iiber dem von der Randlinie c ein- 
geschlossenen Teil der a;?/-Ebene liegt. Die Aufgabe, den 
Flacheninhalt einer krummen Flache zu bestimmen, heiBt iibrigens 
die der Komplanation (Verebnung) der krummen Flache. 

Wir gehen aber nun wieder zuriick zur Vorstellung einer 
Massenbelegung der xy -Ebene mit der Dichte z = f (x,y). 
Jetzt wolleu wir voraussetzen, daB nicht nur f selbst, 
sondern auch die. partiellen Differentialquotienten /*, 
f%zi fxyi tyy stetig seien. Dann fragen wir nach solchen Stellen 
faoll/o) °der Q 0 der Ebene, an denen die Dichte z einen 
groBten oder kleinsten W?rt erreicht. Man mufi fordern, daB 
die Dichte auf alien durch eine derartige Stelle Q 0 gehenden Wegen 
ein Maximum Oder Minimum gerade in Q 0 bekomme. Daher ziehen 
wir durch Q 0 eine beliebige Bahnkurve. Sie laBt sich nach (1), 
S. 510, mit Hilfe der Zeit i in der Form 

(8) x = cp (/), y •= v»(<) 

darstellen. Von den Funktionen <p (t) und y> ( t ) ist dann zu ver- 
langen, daB sie fur einen bestimmten Zeitpunkt, etwa fur t = 0, die 
Werte x 0 und y 0 annehmen. Man kann sie aber so wahlen, daB ihre 
Differentialquotienten q>' (i) und f ' (<) fiir t = 0 irgendwelche 
Werte bekommen. Da wir uns vorstellen, ein Punkt Q soli l&ngs der 
Kurve durch Q 0 hindurchgehen, mussen wir den Fall ausschliefien, 
daB in Q 0 ein Stillstand auf der Kurve eintritt, d. h. wir setzen voraus: 
<p'(t) und f (t) haben zwar fiir t = 0 beliebige Werte, aber 
diese diirfen nicht alle beide gleich Null sein. Langs der 
Bahn (8) ist nun die GroBe z oder / (x, y) eine Funktion der Zeit i: 
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{9) *=f(<P( 0, V '(<))• 

Nach Satz 5 ’ S - 650 > hat sie den Differentialquotienten: 

< ' 1 °^ S = /• x ' + /v 2/'- 

« bkUr T, g iSt hie ™ y ' y' 9(t), y(l), <f' (t), w'd) gc- 

PunktSentonTsi 1 n g d e . Dlfferentiati ° 11 Hefert ’ Wdl *’ 2/1 y ' samtlich 


dp 


+ /*„*/') a' + + (£,*' + f yy y') y> _|_ f v y>- 

ist: 


oder, da f yx nach Satz 6, S. 654, gleich f xy 


^ dP ~ txx*'* + 2 tx„x'y'+ f yv y' 2 +f x x" + f v y\ 

mu/nach^Sa+T^c:*ini ein Maximum °der Minimum haben soil, 
verschwindpn *, \ S ‘ 106, J hr erster Di fferentialquotient (lO)fiir 2 = 0 
ISe St ’ w n fUr , alle Bahld «™ durch Q 0 , also fur 
annewJT" Werte ’ die 9 0) und y,' (t) oder x' und y' fur 2=0 
rtChTnll' Dcmnac \ mass en /. und /, an der Stelle 
Differentialauotipnt m\’ * S * dles der Fall, so hat der zweite 
Wert, der aus an dieser Stelle, also fur 2 = 0 denjenigen 


f x *x' 2 +2f xw z'y' + f wt 


( 12 ) 

nun naeh^tzTs*'^ 118 - di ® ser . Wert nicht gleich Null ist, tritt 
deni der Wort j ln ^ aximum °der Minimum ein, je nach- 

alle Bahnkurvpn ^ lV i, °^ Gr ^? s ^ v ' st > a l )er nur wenn dies fiir 

?uud^-o? re l Q \ S r\- Erinnem wi r ™ daran, daS 
nicht beide iTph N u “ b ? Werte hab ® ktoman, die nur 
von ietzt an d p f m darten ’. * ergibt sich also, wenn wir 
(x; y) nennen: g6SUC 6 ^ te e n ’ cbt (*o.' 22o)> sondern bequemer 

Minimum 6 ,^alls 8 ^ tsteiis^/ - 0^ 1 ( f V) n™ Maximum oder 

Ausdruck <121 fiir n ii 0 • i,* * T 9 und /v = b und zweitens der 

WiebL m ‘ Z " S ? 1Cl1 «'“l"'i»<ienden, sonst aber 

■*“ V„ S r ,» S , S e.™ g de L C Fa J 1 er l' U! 7 i :" t m Ied0Ch “ 

D ~f f _/2 

'lyy fxy 

beantworten. eI1 Ih ^dem^ pX naml’ 1 ]! verscbleden sei - vollkommen 
m J al1 namllc h, wo D gleich Null wird, muB 
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man zur Entscheidung auch die hoheren partiellen Differential- 
quotienten von / ( x , y) heranziehen, und darauf gehen wir nicht ein. 

Zunachst sei f xx + 0 an der Stelle (x, y ). Dann lafit sich (12) 
nach Multiplikation mit f xx und darauffolgender Division mit f xx auf 
eine fiir die Untersuchung geeignetere Form dadurch bringen, daB 
man das Quadrat von f xx x' + f xv y' absondert. Diese Form ist: 


oder: 


oder auch : 


7 — (fxxX' 2 + 2 fxxfxyy' 2 ) +fv»y' 2 

IXX 


~r~~ (fxx ' fxyU 2 + isn/V 2 

lx X Ixx 


1 , . / , , ,,o , ^XxKv~~ i x V a/'i 

7- (fxxX + UvV ) 2 + -- 5 — y ’ 

Ixx lxx 


also wegen (13): 


± [(U,x' + U x y’T+Dy'*]. 
Ixx 


Ixx 

Ist nun D positiv, so ist der Inhalt der eckigen Edammern positiv; 
Kleich Null wiirde er ja nur fiir das ausgeschlossene er ep r 
=0 u'=0sein. Demnach tritt ein Maximum oder ein Minimum 
ein, jo naehdem f xx negativ oder positiv ausfallt. Ist 
negativ, so wird der Inhalt der eckigen Klammern neptiv wenn 

man *' - »' - "“*■ “ «£ Q ““ar Stt 

dagegen positiv, wenn man y = 0 setzt. uemnat 
weder ein Minimum noch ein Maximum ein. 

l.t abe, /.„*» « der Stele («,!», » 

laBt sich ( 12 ) ganz entsprcchend so darstellen. 


±[(f* v x' + fyvVJ + Dx,i l' 

IVI/ 


und dann kann man ebenso schliefien, so daB nur ™ 
positiven D ein Maximum oder Minimum eintntt, und zwar j 
naehdem f„ negativ oder positiv ausfallt. Q m der 

1 st drittens sowohl /.. = ° tn da D + 0 ’vorausge- 

Stelle (x,y), so muB f xu =M> nach ( ) ® e ^ ^ 2 ) wird einfach 

setzt wurde. Dann ist D negativ, und ^ 

2f xyX 'y'. Dieser Wert kann werden, so 

und y' nach Belieben positiv oder negativ gw 
daB weder ein Maximum noch em Minimum ^ ^ 

Somit ergibt sich nur un dafi und B 

mum. Wir machen noch daraul auimems* 
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diesem Fall stets dasselbe Vorzeichen haben, weil ja nach (13) 
wegen D > 0 das Produkt f xx f yy > > also positiv ist. Daher 

konnen wir das Ergebnis so zusammenfassen: 

Satz 26: Eine stetige Funktion f(x,y) von zwei unab- 
h&ngigen Veranderlichen x und y mit stetigen partiellen 
Differentialguotienten j x , f v , f xx , f xy , f vy kann nur fiir solche 
Wertepaare x.y ein Maximum oder Minimum haben, fur 
die sowohl f x als auch f u gleich Null wird. Wenn fiir ein 
derartiges Wertepaar die GrbBe 

D = f XX fyy ~ Q 

von Null verschieden ist, tritt nur im Fall Z) > 0 wirklich 
ein Maximum oder Minimum ein und zwar, je nachdem 
die alsdann iibereinstimmenden Vorzeichen von f xx und 
f yv entweder Minuszeichen oder Pluszeichen sind. 

4. Beispiel: Fiir welchcn Punkt (x;y) der Ebene ist die Summe 
der Quadrate der Entfernungeu von n festen Punkten P v 2 \ % ... Pn mit 
den Koordinaten a v & x ; a 2 , & 2 . usw. am klcinsten? Gefragt wird nach deni 
Minimum der Funktion 

f — (x — a t ) 2 H— ( 2 / — ^i) 2 H - (# — «o) 2 H" (// ~ \) 2 4-h ( x °n) 2 + {]/ bn 2 ) * 

Hier ist 

f x = 2 [(a - aj) H--f (x - «»)], fy = 2 [iij - + • - • + (y - b n ) I, 

= /*y=0, f uy = 2 n , D = 4 w 2 > 0 . 

Demnach tritt ein Minimum ein und /.war fur denjenigen Punkt, dessen Koordinaten 
das arithmetisclie Mitt-el der Abszissen a v a 2 , ... a n und das der Ordinaten 
2>i, & a ,... von P x , P 2 ,... P n sind. Dieser Punkt ist nach dem zweiten Beispiel, 
S. 183, der Schwerpunkt der n gegcbenen Punkte. 

Die Stellen (x; y) der Ebene, an denen z —f(x, y) ein Maximum 
oder Minimum erreicht, miissen nach Satz 26 vor allem die 
Bedingungen f x = 0, f y = 0 befriedigen. Sie gehoren daher zu den 
auf S. 694 als singular bezeichneten Stellen im Netz der Nivcau- 
kurven und Kurven starksten Gefalles. 

Wir schalten ein: Bedeutet z ~f (x, ?/) wie im vorigen Para- 
graphen die Gleichung einer Flache im Raum, so sind diejenigen 
Wertepaare %, y, fiir die' z ein Maximum oder Minimum hat, die x- 
und y-Koordinaten der hoehsten und tiefsten Stellen der 
Flache, Ihre Tangentialebenen miissen zur ^y-Ebene parallel, d. h. 
ihre Normalen zur 2-Achse parallel sein. Demnach muB die Nor- 
male einer derartigen Stelle hinsichtlich der 2-Achse den Rlchtungs- 
kosinus -f 1 oder — 1 haben. Die dritte Formel (14), auf S. 683 
zeigt, daB eos v = ± 1 nur fiir f x = 0 , f y = 0 wird. So kommt 
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man auf einem andern Weg zu den beiden ersten notwendigen 
Bedingungen des Maximums oder Minimums. DaB sie allein nicht 
ausreichen, ist auch geometriseh. klar. Denn ebenso wie auf einer 
Kurve in der Ebene (vgl. S. 105) kann es auf einer krummen 
"Fl^che im Kaum Terrassenpunkte geben, d. h. Stellen mit 
wagerechten Tangentialebenen, die weder hochste noch tiefste 
Stellen sind. 

Liegt eine' Funktion z von n unabhangigen Veranderlichen 
%i, <r a , ... x n vor: 

{14) Z = / ( X x , X 2 ) • • • » 

so kann man wieder nach ihren Maximis und Minimis fragen. 
Dabei wird die allgemeine Differentialformel (5), S. 648 benutzt: 

(15) dz=~~. f Xi dx x + 4, A x 2 + -b h n d 

Die ersten Betrachtungen auf S. 699 konnen wir auch jetzt an- 
stellen: Wir denken uns namlich das Wertesystem x v x 2 ,..* $ n 
zeitlich veranderlich, setzen also: 

X x = (p x (t) , X 2 = <p 2 (0 , . . . = V* ( l ) 

und bekommen nach (15) entsprechend wie in (10): 

(16) -jj = U x %i + U^2 + * • * + f*n X n- 

Nach Satz 8, S. 106, ist zunachst zu verlangen, daB fiir das 
gesuehte Wertesystem dz: d.t gleich Null werde und zwar ganz 
gleichgiiltig, auf welchem Weg wir zu deni Wertesystem gelangen, 
so daB zu fordern ist, daB (16) fiir alle Werte von x h x 2 , • • - % n 
verschwinde. Dies fiihrt zu den Bedingungcn f Xx =0, .. . /* n = 6- 
Demnach gilt der 

Satz 27: Eine differentiierbare Funktion / von n unab- 
h&ngigen Veranderlichen x v x 2 , . . . x n kann num fiir solche 
Wertesysteme ein Maximum oder Minimum haben, die 
-den n Bedingungen geniigen: 

4 =0, 4=0 ,... /**/= 0 . 

Ob aber tats&chlich ein Maximum ader Minimum eintritt, 
ist hiermit noch nicht entschieden. 

Bei den Anwendungen ist die Sachlage oft so einfach, daB 
man von vornherein aus der Natur der Aufgabe entnehmen kann. 
■ob wirklich ein Maximum oder Minimum eintritt. Wir wollen ie 
TJntersuchung nicht weiterfiihren. 
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aus mehreren* fehierhaf ten Heston munfen" 6 nu n S behandelt die Frage, wie man 
iindet. Wir nehmen an, es handle cich *® w ahrscheinlich lichtigen Ergebnisse 
zu diesem Zweck seien etwa n rieieh E ™ Uttelun g einer ebizigen GroBe; 

wodurch sich n Werte erceben S riif a ? rgfakl f Bestunmungen gemacht worden, 
Bedeutet £ erne beliebig ktine tsitiJf r”** v5lli ? “ereinstimmen werden. 
daB der Fehler einer Bestimnmm? ™- v GroBe ’ so ist die Wahrscheinlichkeit, 
V den auf S. 602 nnter (23) angegebenen Wert * ™ d * Iiegt ’ gleich ye ' wenn 

gerade^ 6 g^^Mftta^af’di^Wah^ ifv 2 ^ Schel1 *"« ""d r Iiegt, ist 
als c von x abweicht, den Wert 2 s ® eln B«tkeit, dab der Fehler urn weniger 
den sogenannten ElementarfeMem GS vwf u #& f eille Kon stante, die von 
dieselbe ist, wenn alle gleich annrfsu-'* ’•bhangt, also fur alle Bestimmungen 
lichkeiten dafiir, daJ3 der FehlJ^ S durchgefiihrt warden sind. Die Wahrschein- 
der der zweiten um wen eer a ls f Z ^ Besti “g am weniger als a von * x , 
weniger als ( V on a a usw. abweicht, sind also: 

e'~ h * x i\ * — h*x 2 * 2 he * 

. V” v* ’ ■ ■ • jt e n - 

scheinlicfckeitsreetang gleich^^tTpfvf ei ” tritt ’ ist nach den Lehren der Wabr- 
also gleich S gleiCh d3m Produkt aller einzelnen Wahrscheinlichkeiter., 


f2 h An 

\V») 


£ A* (a?** + -f . . t _}_ x ^ 


wird um so groBer, je kleiner1??“ ^ am uas der GewiBheit. Aber dieser Wert 
der gesuchten GroBe ergibt sich dhw Z,1 " + J n " lrd ' Der wahrscheinliche Wert 
am kleinsten wird. ^WeilTnaS ,® UMme der FoMeiqu.dr.te 

zusammen usw., so dafi * “ f fallen z. E. *, ... , and «, + f in * 

von Gauss (S. 610) aufgSteUten Grnrfl'lf ^ w S “ d- ' Hiernlit kommen wir zu dem 
wahlen, daB die Sumte de^Tetw *!“ die g^uchte GroBe se¬ 
ven habenwir schon einmal Su 1 " 11 * 6 am kleinst «i wird. Hier- 
brauch gemacht. Man nennt dies vJf l der PooRIIERS chen Reihe, vgl. S. 627. Ge- 
drate; besser ware es zuTagen M^odT,, der kl ®i^ten aa- 

Venn « Besdnunungenier gesuchto cZ Q^^atsumme. 

Ergebnisse a,, a 2 , ... % i iefem „ ^. Groi3e “ dle vonemander abweichenden 

^ wahrscheinliche Wert von (Tift daher derjeiiige" fftr 6 dOT ^ 

... ( U ~ ^ + (m — a 2 )a + • • ■ d- (u ~ an \t 

am klemsten wird, und dies tritt ein fur 

das arithmeSh^Miftef aner S€ “ beobach? T v,ahlscheinli cher Wert 

gabe vor, in der man das ZZS'*** ^ S ° Iiegt eine Auf- 

suchen bat Hierzu zwei BeispieleV i n TOa mel *eren Veranderlichen zu 
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In dei Ebene sei ein gewisser Punkt zu ermitteln. Duich n verschiedene gleich 
gute Verfahren mogen sich jedoch verschiedene Punkte ; &i)>. .. («»; #n) ergeben 
haben. 1st (as; y) der gesuchte Punkt, so sind die Fehler dei einzelnen Verfahren die 
Entfernungen dieses Punktes von dennStellen, also die Fehler quadrate dien GroBen: 

(a-«*)* + {y-h? (fc-1, 

Demnach ist die Summe der Quadrate aller Fehler die im 4. Beispiele betrachtete 
Funktion /. Werden also fur einen Punkt durch verschiedene gleich. 
sorgfaltige Verfahren mehrere Stellen ermittelt, so ist die wahr- 
scheinliche Lage des Punktes der Schwerpunkt dieser Stellen. 

VTir wollen jetzt annehmen, ein Punkt werde durch mehrere Verfahren ermittelt, 
die lauter Geraden ergeben, auf denen er liegen miiBte. Sind es nur zwei Geraden 
so wird man ihren Schnittpunkt zu nehmen haben. Sind es aber mehr als zwei, 
so werden sie sich wegen der imvermeidlichen Fehler nicht genau treffen. Wenn 
man beispielsweise den Hohenschnittpunkt eines Dreiecks ermitteln will, werden 
sich die drei Hohen in der Zeichnung doch nicht genau in einem Punkte schneiden 
Nach der Methode der kleinsten QUadrate gehen wir so vor: Sind n Geraden als geo- 
metrische Orter fiir den gesuchten Punkt gefunden worden und sind ihre Gleichungen 
in der Normalform diese: 

x cos -f y sin a k — p* — 0 (k = 1,2,.,. n), 

so sind die linken Seiten dieser Gleichungen nach S. 660 fiir einen beliebigen 
Punkt (x; y) seine Abstande Z a ,.. . 7 n von den n Geraden. Diese Abstande sind 
die Fehler. Also wird gefordert, dab die Summe 

z ~ (x cos « L -f- y sin — p x ) 2 -f • * • + (x cos « n + y s* 11 a n — Vn) 2 

am kleinsten werde. Sie ist eine Funktion von x und Nach Satz 26 setzen 

wir ihre partiellen Ableitungen nach x und y gleich Null. Dies gibt: 

C\7 \ I cos Wl cos Wl y s * n ~~ Pi) + * —h cos Mn ( x cos HH y P*) 88 ^ 

\ sin (x cos « x -{- y sin “j ~ Pi) ~h • • * + s ^ n K » ( x ^ os + y sin <*n — Pn) = Q* 


Da die Inhalte der Klammern die Abstande 4» • • • k besagt dies: Die Summen 

der Projektionen der Abstande l v l 2 , ... In auf die x-Achse und y -Achse mussen beida 


gleich. Null sein, derm • «*, « 2 ,... « n sind 
die Winkel, die l 2 , ...l n mit der ®-Achse 
-bilden. Nach Satz 11, S. 408, laJ3t sich da's 
auch so aussprechen: FaSt man l v l 2 ,. .. l n 
als Krafte auf, so muB sich ihr Krafte- 
vieleck schliefien. Der wahrscheinliche 
Punkt ist also derjenige, fiir den 
die Abstande von den n Geraden, 
aufgefaftt als Krafte, einander das 
Gleichgewicht halten. Im Fall n = 3, 
siehe Fig. 432, bilden die Geraden ein 
Dreieck, und jedes Kraftedreieck ist dann 
dem Dreieck ahnlich. Folglich liegt der 
gesuchte Punkt so, dafi sich seine 
Abstande von den Seiten des Drei¬ 



ecks zueinander verhalten wie die 

Seitenl&ngen. Auch im Fall n > 3 lassen sich die Koordinaten des gesuchten 
Punktes aus den beiden in x und y linearen Gleichungen (17) berechnen. 


Scheffers, Lehrbuch d. Mathematik. 
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Das vollstandige Differential 
(18) dz = f x dx+ f y dy 

einer Funktion z — f(x,y) ist ein in dx und Ay linearer Aus¬ 
druck, in dem die Koeffizienten f x und /„ Funktionen von x und y 
sind. Falls die Stetigkeitsbedingungen des Satzes 6, S. 654, crfullt 
sind, ist f xy — f yx , d. h. der partielle Differentialquotient 
des Koeffizienten von dx hinsichtlich y ist gleich dem 
partiellen Differentialquotienten des Koeffizienten von 
dy hinsichtlich x. Daraus erhellt, dafi nicht jedcr beliebige 
4.usdruck von der Form 


(19) <p(x,y)dx + y> ( x , y) d y 

das Differential einer Funktion z — f(x,y) sein kann. Bei- 
spielsveise nicht der Ausdruck x 2 dx + xydy, denn x 2 gibt nach y 
differentiiert Null, dagegen xy nach x differentiiert y. Yielmehr 
kijnnte ein Ausdruck von der Form (19) hochstens dann das voll¬ 
standige Differential einer Funktion z—f(x,y ) sein, wenn die 
Bedingung 


( 20 ) 


Hpy).^jPpy) oder 

o y d x 


<p y = y>x 


erliillt ware. Wir wollen nun zeigen, daB diese Bedingung 
auch vollkommen ausreicht, vorausgesetzt, daB y(x,y), y(%,y) 
sowie die in (20) vorkommenden partiellen Differentialquotienten <p y 
und y) x stetige Funktionen von x und y sind. 

Wir bilden zu diesem Zweck zunachst durch partielle Inte¬ 
gration hinsichtlich x eine Funktion 

(21) F — J<p(x, y) dx , 


indem wir dabei y als Konstante behandeln. Dies ist eine Funktion 
von x und y; ihr partieller Differentialquotient hinsichtlich x ist augen- 
scheinlich <p(x,y), da die Differentiation nach x die Integration nach 
x wieder aufhebt. Wir wollen nun den partiellen Differentialquotienten 
der soeben hergestellten Funktion F hinsichtlich y berechnen. Zu 
diesem Zweck moge yxymdy wachsen. Dann geht statt F hervor: 

f<p(z,y+dy)dx. 


Der Zuwachs von F ist also : 


ff (*, y + d y) 8 x -ftp (*, y) d x. 


§ 4. Funktion des dries in der Ebene, 


707 


mi thin der gesuchte partielle Differential quotient: 

d F __ f<T (%,y J rdy)dx y)dx 

dy dy 

Oder, da die Differenz der Integrale nach Satz 1, S. 575, in ein Integral 
zusammengezogen werden darf und der Nen-ner dy unter das Integral- 
zeichen gebracht werden kann: 

O F f y(s,y+ dy) — <p (as, y) « „ 

Ay cx ’ 

Der Integrand ist nach ( 2 ) S. 643, der partielle Differential quotient 
von <p ( x, y ) hinsicl’tlich y, also: 

!?-/&*■-/**«• 

Wenn nun die Bedingung (20) erfiillt ist, kann 9 o y durch \p s ersetzt 
werden. Somit kommt: 



Wird aber eine Funktion y> nach einer Veranderlichen x differentiiert 
und dann das Ergebnis hinsicbtlich dieser Veranderliehen wieder 
integriert werden, so geht nach S. 573 dieselbe Funktion \p vermehrt 
um eine additive Konstante hervor, d. h. vermehrt um eine Grofle, 
die von x frei ist. Diese GrftBe kann hier aber sehr wohl noch 
von y abhangen, weil y in tp auftritt. Demnach schlieBen wir, dafi 

|f «=*(**)+*( V)- 

ist, wo Y eine Funktion von y allein bedeutet. Die Funktion F 
von x und y hat folglich partielle Differentialquotienten von der 
Form: 

<p & y), +Y(y)- 

Ihr vollstandiges Differential ist also: 

dF=^dx + y~dy=<p(x,y)dx +[y>(x,y) + Y (y)]dy, 
und hieraus folgt: 

(22) <p (x,y)dx + y> (x,y)dy —dF — Y (y)dy . 

Nun bilden -wir noch durch Integration eine Funktion 

o) (y)dy 


45 * 
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von y aJlein. Da d co =Y (y) d y ist, folgt aus (22): 

cp (x, y) d x + y (x , y) d y = d F — d co =d (F — co), 

d. h. der vorgelegte Differentialausdruck (19) ist wirklich das voll- 
standige Differential der Funktion F — co. Somit gilt der 

Satz 28: Ein Differentialausdruck von der Form 
95 (x,y)dx + xp (x, y)dy, 

in dem cp und y stetige Funktionen von zwei unabh&n- 
gigen Veranderlichen x und y mit stetigen partiellen 
Differentialquotienten <p y und y x bedeuten, ist dann und 
nu'r dann das vollst&ndige Differential einer Funktion 
von x und y, wenn 

<fy = 

ist. 

Man nennt einen Differentialausdruck cpdx + y d y nur dann 
ein vollstandiges Differential, wenn die Bedingung <p y — y 
des Satzes erfullt ist, d. h. wenn es eine Funktion f gibt, deren 
Differential df gleich <pdx + ydy ist. Die Beweisfiihnmg zeigt, 
wie man dann diese Funktion finden kann, die <pdx+ ydy als 
Differential hat. tTbrigens ist noch zu bemerken: Wenn zwei 
verschiedene Funktionen / und h dasselbe vollstandige Differential 
cp d x + ydy haben, folgt aus d f —dfa oder d(f — /,) = 0, daB 
f — ti konstant sein muB, d. h. die Form /-f konst, hat. Somit 
konnen wir zu Satz 28 hinzufiigen: 

Satz 29: 1st f(x,y ) eine Funktion, die ein vorgeschrie- 
benes vollstandiges Differential cp {x, y) d x + y(x,y)Ay hat, 
so ist jede andere Funktion mit demselben vollsthn- 
digen Differential von der Form /+■ konst. 

6. Beispiel: Liegt der Differentialausdruck 
( 23 ) -£ ix+ l-dy 

vor, so ist <p — — y : x 2 und = 1: x, also <p y — — 1 : x 2 und auch *p x — ~ 1 : x 2 , 
so daB die Bedingung q> y — i p x in diesem Fall erfullt ist. Auch sind y, V*, und 
xp x stetig, wenn. man den Wert x = 0 ausschlieBt; Urn eine Funktion zu finden, 
deren vollstandiges Differential das vorgelegte ist, berechnen wir nach (21) das 
Integral 



Da /dx:x 2 ^ gleich — 1: x -f konst, ist, liegt in 

x 




§ 5. Riickblick und SchluB. 


In diesem letzten Paragraphen wollen wir zunachst einige 
Betrachtungen die friiher vereinzelt vorkamen, zusammen assen. 

Wir legten unseren Untersuchungen in der Ebene fast immer era 
rechtwinkliges Achsenkrenz zugrunde. Ofters erwies es sic a s nu z- 
lich, eine Veranderung vorzunehmen, und zwar geschah dies in «i 
versehiedenen Arten: Wir fanden es z. B. au! S. 93 u f. angebraeht 
eine Figur durch Verschieben parallel zur emeu und dann parallel 
zur andcren Achse in eine neue Lage gegeniiber dexn Achsenkreuze zu 
bringen. Dieselbe Wirkung erzielt mail, wcnn man die ingui m u 
laBt, dagegen das Achsenkrenz passend 
verschiebt. Man kann auch Drehungen 
vornehmen. Ganz allgemein: Man kann 
die Beziehung zwischen einer Figur 
und dem Achsenkreuze zuweilen da- 
darch bequemer gestalten, daB man 
beide in irgendeine neue gegenseitige 
Lage bringt wie z.B. auf S.662. Deshalb 
wollen wir die allgemeinen Formeln 
fur eine Koordinatentransforma- 
tion entwickeln, vermoge deren man 
von einenx xechtwinkligen Achsenkreuze Fig. 433. 



zu einem andern iibergehen kann. 

Der neue Anfangspunkt U, siehe Fig. 433, habe im alten Aebsen- 
kreuze die Koordinaten a und b. Die Richtung der neuen posi iven 
r-Achse gehe aus der Richtung der alten positiven a;-Aehse durch 
Drehung um einen Winkel a hervo?. AuSerdem sei die neue posi- 
tive ty-Achse zur neuen positiven £-Achse gerade so T? 

die alte positive y-Achse zur alten positiven #-Achse, d. . s * e 
durch Drehung um einen rechten Winkel im positiven Sinn hervor. 
Endlich setzen wir noch voraus, daB die Einheiten aa 
vier Aehsen gleieh groB seien. 1st P ein behebiger PmB cfcr 
Ebene, der im alten System die Koordinaten x, V hat, so kommen 





710 Zwolftes Kapitel: FunUipnen von mehreren Veranderlichen, 


ihm im neuen System, gewisse Koordinaten £, ij zu. Also sind g, t) 
Funktionen von x, y , nmgekehrt aber auch x, y Funktioneh von 
g, b* Sie ergeben sich so: V sei der FuBpunkt der Ordinate* 
b von 27, Q der FuBpunkt der Ordinate y von P und R der 
FuBpunkt der Ordinate t) von P. Dann ist 0 QP R UV0 ein 
geschlossener Linienzug mit den . Seiten x , t/, — t), — g, — J, — a. 
Die Projektion dieses Linienzuges auf jede der vier Koordinaten- 
achsen muB naeh Satz 11, S. 408, die Suxnme Null haben. Aus 
der Projektion auf die £-Achse und auf die y-Achse ergibt sich: 

x cosO + y cos \ n — t) cos (a+ in) — £C0S a— l cos in — a cos 0 =0, 

a: cos in+ycosn — b 00 ^-)" ^)— gcos(a-f in) — b cos n—acmin 

= 0. 

Die zweite Gleichung geht aus der ersten hervor, wenn man iiberall 
den .rechten Winkel in addiert. Die Gleichungen lassen sich einfacher 
schreiben : 

x'+ psinct-g cos a — a = 0„ 

— y + i) cos a + £ sin a + i = 0 

oder: 

(1) x = £ cob a — b a + V = £ sin a +- l) cos a + b. 

PrQjizieren wir dagegen jenen geschlossenen Linienzug auf die j- und 
ty-Achse, so ergeben sich Formeln, die £ und t) durch x und y ausdriicken. 
Wir korinen sie aber auch aus (1) ableiten: Wir multiplizieren die erste 
Gleichung (1) mit cos a oder — sin a und die zweite mit sin a oder cos a 
und addieren, Dann kommt wegen (4), S. 378: 

(2) £=(£— a)cosa+(z/— &) sin a, t) — ~-(x~a) sin a+ (y— 2>)eos a. 

Die Formeln (1) und (2) sind die der allgemeinen Koordinatentrans- 
formation. 

Wachsen x und y um d x und d y , so mogen £ und b urn d £ und 
d b zunehmen. Dann ist nach (1): 

(3) d x = cos a d £ — sin a d b , d y — sin a d £ + cos a d b 
oder nach (2): 

(4) 5 £ = cos a d x + sin a d y , dt) = — sin a d x + cos ad y. 

Die Formeln (4) ergeben sich auch aus den Formeln (3) durch Auflosen 
nach d £ und cl b. 

1st F (x, y) cine Funktion von x und y , so geht sie durch Einsetzen 
der Wertc (1) von x und y in eine Funktion & (£, b) uber, so daS in- 
folge der zwischen x, y und £, t) bestehenden Beziehungen (1) und (2) 
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F(x, y) = &(& 9) 

und daher auch dF=d&, d.h. nach Satz 1, S.645: 

F x -d x + F v dy = ^> T ,di + 

ist. Setzen wir hierin die Wert. (3) eiB, se ergibt si* “ e “™| 
in d r und d b die fur alle Werte von d % und d t) gel ten muB, so aan 
die LeiWeLn vob d E recta u„d links iiberei„stin.n,en mueseB 
ebenso die von dt). Daher best man sofort ab. 

(5) F, cos o + f„ sine - - F, sin a + P, Ms a = 

wonrit wir gefunden haben, wie sich und V, durd. F. nndF, aus- 
driicken. Auflosung dieser Gleichungen nach b % y S 

(6) ^cosa-^sin a=F x , sin a + <P, cos a=F y . 

Statt der rechtwinkiigen Koordinaten kann‘ JJJJKoorcb- 
winklige benutzen, siehe Fig. 434 mit den ^h.efvinWigen F 
naten \ und t, und dem Achsenwmke ^ 

Koordinatensysteme haben wir in § b ' • a j daran, 

ausfiihrlich gesprochen. Wir ennnern hier e ” e it ein 

daB im schiefwinkligen System ie . , . g. 200 , 201 

Parallelogramm ist, das schon in dem P 
vorkam und in Fig. 434 angegeben ist. 

4y /V 



+1 


r % 

**^ 

Fig. 435. 


1 ; 


X 

r* 


1st eine Kurve in schiefvdnkligen KoordinatenJ^gege ™ ^ 

will man z. B. ihre Bogenlange oder rum S lin( j y-Ein- 

nian zu rechtwinkligen Koordinaten mit g . .^ on g y . s tomcn 
heit ubergehen. Wir benutzen am bequems ^ Achsc auc h 

denselben Anfangspunkt 0, wahlcn erner P osit i vc y-Achsc 

als positive a-Achse mit derselben Emheit und dm P ^ Die 
senkrecht dazu mit ebenfalls derselben _ ei c . m -al so 

t) - Einheit des schiefwinkligen Sy stc ™ s j p U nkt der 
lang wie die E -Einheit. 1st ZJen S x!y seine reoht- 
Ebene und sind 5 , t) seme fchiefwu « se i ner Ordinate y 

winkligen Koordinaten, so sei J j F \ enn wir a lle Strecken 
und R der FuBpunkt seiner Ordinate p. 



712 Zwolftes Kapitel: Funktionen von nuhreren Veranderlichen. 


in der Figur mit der x-Einheit messen, ist RP=c t). Ferner ist 
0 R = tc, 0 Q = x QP —y. Also ergibt sieh sofort: 

(?) a- = j -f e cos a. i), 

Umgekehrt ist: 

( 8 ) y == ^ — ctg a. y y 

Wir habe~ schon auf S. 204 erwahnt, daft es aufter deii 
bisher benutzten Koordinatensystemen viele andere gibt. Insbe- 
sondere haben wir in § 3 des siebenten Kapitcls Polarkoordinaten 
angewandt. Der Obergang von rechtwinkligen Koordinaten 
x und y zu Polarkoordinaten p und r ist leicht zu bewerk- 
stelligen, wcnn man als Anfangsstrahl der Polarkoordinaten die 
positive #-Achse benutzt und die Amplitude p positiv im Sinn der 
Drehung von der positiven rr-Achse nach der positiven y-Achse 
hin miftt. Hat man namlich Iiberdies die rc-Einheit, die y-Ein- 
hei/t und die Einheit des Radiusvektors r gleich groft 
gewahlt, so kommt sofort (vgl. Fig. 403, S. 647): 

(9) x = r cos <p , y = r sin <p 
und umgekehrt: 

( 10 ) cp == arc tg > r = }/x 2 + y 1 . 

Wahlt man die Quadratwurzel positiv, so ist p der Winkel, den 
die positive as-Achse besehreiben muB, um in den Radiusvektor r 
iiberzugehen, d. h. cp ist aus arc tg (y : x) so zu bestimmen, daft 
sm p und cos p dieselben Vorzeichen wie x und y bekommem 
Wachsen x und y um Differentiate d x und d y , so werden 
<p und r um diejenigen Differentiale d <p und dr wachsen, die sich 
nach Satz 1, S. 645, aus (9) ergeben: 

(11) dx ==— r sin p dp + cos <p dr , d y = r cos p dp + sin <p dr. 

Multipliziert man die erste Gleichung mit — sin p und die zweite mit 
cos 9 ?, so ergibt ihre Addition: 

rdp = — sin pdx-r cos cp dy . 

Multipliziert man dagegen die erste mit cos <p und die zweite mit sin w* 
so ergibt ihre Addition: 

d r = cos p d x -f- sin pdy. 

Fuhrt man hierin nach (9) die Werte x\ r und y : r fiir eos <p und sin w 
ein, so kommt wegen r 2 == x 2 + y 2 : 


y = c sin a . . 
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( 12 ) 


A cp 


-yda-+xdy _ 


aci a; + y <* V 


x*-\-y 2 w ' V* 8 “Hf 

Diese Werte kann man auch durch Differentiation von (10) finden, 

fvgl. das 4. Beispiel, S. 646 u. f.). . , . 

Beim Wachsen von * und y um d a und d y wird irgendem 
Funktion F(x,y) um ihr Differential dF zunehmen. Wenn : F, 
in f und r ausgedriickt, die Funktion &(<p> r ) wd > mu 
d F — d 0 sein. Also kommt: 

FJx+Fydy^^d <p + 

Setzt man hierin die Werte (11) oder (12) ein, so ergibt sich. 

F a (- r sin <p d<p +• cos cp dr) +- F y (r cos <p dcp + sm ^ ^ 

— u dx +• %dy x dx y dy. 

F x dx 4 ~Fijdy = r ]/a: 2 + y 2 

Da die erste Gleichung fur alle Differentiale dj und d r und die 
zweite fur alle Differentiale dx und dy gelten mu , g 
Vergleichung der Koeffizienten dieser Differentiale auf beiden beiten 

der Gleichungen: 

-rsm vJ’. + rcog-v.F, cos <p F x + am<pF v = 

und: 


F x = 




&,■ 


Fy 




JL — 


Auflosung der beiden ersten Gleichungen nachi f* und F y sovue Auf 
losung der beiden letzten nach <P V und & r g'^t. 

(13) F* = — ^^9 +cos <p<P r , F,, = -p #<p + sm f & 
und: 

( 14 ) 0 v = -yF,+xF y , 

Mit Hilfe der Gleichungen (9) bis (14) lafit s i°h der^Obergang 
von rechtwinldigen zu Polarkoordinaten un g 0 ( j er 

bewerkstelligen. Das Quadrat des Bogeneiements da ode 

d* + dy* siehe (19), S. 361, stellt sich mfolge von (11) so 

ft s 2 =r 2 dtp 2 d r 2 * 

Demnach hat eine Kurve, die in Polarkoordinaten dur ® h ® ,ne ^ U ^ 
tion r = n<p) gegeben ist, wegen dr=fC<p)d<P dieBogenlange 
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r+rdy, 


gemessen von der Stelle mit der Amplitude <p 0 bis zur Stelle mit der 
Amplitude <p v Dasselbe ergab sich geometrisch. auf S. 593. 

Zuweilen ist es zweckmaBig, iiberzahlige Koordinaten zu 
benutzen, wie z. B. die Dreieckskoordinaten in der Ebene, von denen 
in § 6 des vierten Kapitels die Rede war. Ein andcres Beispiel hierzu 
ist da? folgende. 

Beispiel: P V P 2 , ...P n seien feste Punkte im Raum, die wir Pole nennen. 
Dagegen sei'eiti Punkt X beweglich. Als Bestimmungsstucke von X benutzen wir 
die « Strecben x 2 , ... % von den Polen p„ P 2 ,... p n bis X, und zwar positiv 
gemessen. Zur Bestimmung von X wiirde es geniigen, nur drei von den n Strecken 
zii geben, veil man dann mit Hilfe der Trigonometrie alle anderen durch diese drei 
und durch die Abstande der Pole voneinander ausdriicken kann. Pie Ausdriicke sinci 
aber umstandlich. Obwohl also n - 3 Bestimmungsstucke uberzahlig sind, benutzen 
mr doch alle n Grofien ... rr n als Koordinaten des bcweglichen Punktes X. 
iNun sei / (x 19 x 2 , ... x n ), eine gegebene Funktion von x v x 2 ,.. . x n . Zu jedem Punkt X 

des Raumes gehort dann ein bestimmter Wert 
ft dieser Funktion; also liegt eine Funktion des 

/, Ortes X im Raum vor (wie auf S. 691 in der 

__ Ebene). Wir konnen uns t. R denken, der Baum 

f Masse gefiillt, and f (x v x 2i ... x n ) gebe 
dle Pichte der Masse an der Stelle X an. Wir 
Y\~ fra 8 en nach der Gesehwindigkeit, mit der sich 
£ \ X • Wert der Ortsflin ktion / andert, wenn X 

^ V* einen unen dlich kurzen Weg ds, ein Wegele- 

\ me n f . zur iicklegt, siehe Fig. 436, worin XX f «= d s 

\P 3 f ei - r)le Bichtung von ds bildc mit den Ver- 

Fig. 436. langerungen von P x A, I\ X,. . . P n X fiber X 

hinaus die Winkel Vl , <f 2 - 9n . Ferner seien 

*, = P 1 X,z 1 = P,x r - u V X V ' dx ” die ^ bfferontiale, um die 

P J X=x l + ix, usw’i,t n rw„V X w ? clls 1 en ’ we ™' x nach geht, so dafl 

soil, lehrt, daS die Formeln^estehem “ ** ** ^ d$ nach Nul1 streben 

(15) i % = d SC os Vl , dx i= d sc ... dr n = dscos<f. n . 

^ (5) ’ S ‘ ^ * die Andemn g von / a «f 3™ Weg XX' das Differential: 
df ~k dx i+f*,«* 2 +--’+U„i; r„, 

“ ' * </=«. *T fU): 

( 1 «> » = ' 
ds '*> cos Vi + /** cos Vt -I- ... + f tn cos ff n 

U® sie darzastellen, trao-en wir auf v >• 

fiber X hinaus die Werte°von7, 1 / T^T" J> > X ’ J ‘> X ' - ^ X 

^sea mit der langeneinheit, ab “ A Y " X Y * • • • X V,. ge- 

SnBUW Pwjektionen aller n siec£T y T y"' 6 B T?. W Wortc haben ) ^ 

15 A auf die Gerade l des 


so daB 
streben 







§ 5. EuMlick und Schlup. 
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Fig. 437. 


Weges XX' ist dann nach (16) die Geschwindigkeit v, dargestellt mittels derselben 
Einheifc. Wn konnen wie bei der Zusammensetzung Von Kraften verfahren: Wir bilden 
die Mittelkraft XR der n als ICiafte aufgefafiten Strecken X Y 1? X Y 2 ,... X Y n , 
Indem wir das Kraftevieleck herstellen, das in Fig. 437 punktiert ist. Dann projizieren 
wir die Mittelkraft X R auf die Wegrichtung t. Hiernach ist die Geschwindigkeit v 
gleieh der langs t gelegenen Sehne der Kugel 

wit dem Durchmesser X. R. km starksten andert —, 

sich die Ortsfunktion in der Richtung der Strecke t l 't 

X R selbst, da dann die Geschwindigkeit ihr / \ Ik 

Maximum v m = XR hat. Die Funktion andert f r* \J \ 

sieh dagegen nieht, wenn man senkrecht. zu XR j \ A | 

unendlich wenig fortschreitet, also auf einem in 1 \ ? Jy\ I 

X zu XR senktechten unendlich kleinen Flachen- V y\ l / \j 

stticke. Zu beachten ist, da6 die Strecken 2> \ / Y^X 

X Y a ,... X Y n und mithin auch die Strecke X R 0 
Mr verschiedene Punkte X verschiedene Grofien 2 

und Richtungen haben werden. Folgt man nun I 

stets der jeweiligen llicbtung von A r jR, so be- \\ N* 

schreibt man eine Kurve starksten Gefalles 

der Funktion /. Der Raum ist von solchen \ s 

Kurven erf blit, wie wenn eine Strbmung durch \p 

ibn ginge, Senkrecht zu alien diesen Kurven • 5 

starksten Gefalles sind Flachen, bestehend aus Fig. 437. 

clen erwhbnten unendlich kleinen Flachenstiicken. 

Bewegt sich X auf einer solchen Flache, so bleibt / ungeandert. Diese *5 11 en * 
die ebenfalls den ganzen Raum, schalenformig einander umschlieBend, ausfullen, 
heiBen die Niveaufl&ehen der Ortsfunktion /. Sie werden senkrecht von 
alien Kurven sthrksten Geialles durchsctzt, 

Ist z. B. gegeben: 

<»> <=*(? + f + - + s)' 

wo fr, w 2 , ... m n Konstanten seicn, so wird: 

t. . M Jc Wljj 

(18) xr,-^r* • - • XT » = 

Diese Strecken sind negativ, wenn. lc, m v ... «i» ^aben die 

daher dann riickwarts, von X nach dern Polen hi,yjgg"^ dl f 

Pole die Lassen m v nu- . . . m„ und hat X de P, m frt X nach dem 

Strecken diejenigen Krafte dar, mit denen die Pole ^veauflachen, auf 

Gr avitationsgesetz aivziehcn (vgl. 6. Beispiel, S. U2). 
denen nach (17) 

m t ,m a * konst. 

*1 + ^ Xn 

1st, sind tiberall senkrecht zu derjenigen Kraft* Kunktionen / sind 

die Masseneinheit X anziehen. Pie Difleren lalqu dent» ^ ^ 

nach (18) die Einzelkrafte; die Funktion / heiBt das rote 

zentren P,, P 8 ,... P». „ . „ Tioirartitune benihte auf den 

Die an Fig. 436 angeknupfte allgememe gje g - lt daher auch in 

Fdrmeln (15) fair die Differentiate von x v ■ ■ •**- eines Punktes X i» 
einem anderen Fall: Die rechtwinkligen. Koord.naten 
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Kaum seien x , y } 0 , ferner sei / ( x , y, z) eine gegebene Funktion von ihnen, so 
dafi wieder / eine Orts funktion im Raum ist. Jetzt sind x,y,z die Abstande 
des beliebigen Punktes X von den drei Koordinatenebenen, und keine dieser drei 
Koordinaten ist iiberzahlig. Die Fig. 438, in der wir die zu x senkrechte 
y 0 -Ebene im Querschnitte durch eine Gerade g angedeutet haben, zeigt, dafi, 
wenn X nach X' um d s weiter wandert, wiederum A s cos ist, wenn (p t 
den Winkel von XX' mit der Verlangerung der z-Koordinate bedeutet. Entsprechen- 
des‘gilt von dy und dz . Wir haben also wieder Formeln 
g f wie (15). Daher konnen wir ebenso wie oben schlicfien. An 

_ ac+dx «3T die Stelle der Abstande von n festen Punkten treten dabei 

, die Abstande x, y t z von den Koordinatenebenen. Die Funktion 

JC f (x, 1 /, 0 ) bleibt ungeandert, wenn X oder ( x ; 1 y; z) auf ge- 

wissen Flaehen wandert; und diese unendlich vielen Niveau- 

Fig. 438. flaehen erfiillen den ganzen Raum, einander schalenformig 

umschlieBend. Dagegen andert sich f(x,y 7 z) am starksten, 

wenn der Punkt X eine Kurve starksten Gefalles durchlauft. Diese Kurven 

erfiillen wie Stromlinien ebenfalls den ganzen Raum und durchbohren alle 
Niveauflachen senkrecht. 

In der Mechanik wird gezeigt, dafi die Bewegung eines Punktes X unter dem 
Einflusse voh Kraften sehr oft von einer sogenannten Kraftefunktion oder 
einem Potential beherrscht wird. Man findet namlich, dafi eine Funktion 
/ (x, y, z) gebildet werden kann derart, daB ihre partiellen Differentialquotienten 
/*, f y , ft die Komponenten der auf X oder (x; y\ z) wirkenden Kraft in den drei 
Achsenrichtungen vorstellen. Gerade diese partiellen Differentialquotienten wurden 
soeben benutzt. Daraus erhellt, daB dann die Niveauflachen, die zu dem Potential 
/ (#1 ?/> 3 ) eines Problems der Mechanik gehoren, iiberall senkrecht sind zu den 
Richtungen, die der Kraft in den verschiedenen Punkten des Raumes zukommen. 

Ein noch einfacherer Fall ist dieser: In der Ebene seien zwei Pole P x und P 2 
vorhanden und x x und x 2 die Abstande eines beweglichen Punktes X von ihnen. Wenn 
wir uns auf die Ebene beschranken, treten an die Stelle von Niveauflachen Niveau- 
kurven wie auf S. 693. 1st die gegebene Ortsfunktion 1 insbesondere gleioh x t -j- x 2 
so sind die Niveaukurven Linien, fiir deren Punkte X die Summe der Abstande von 
P t und P z konstantist, also nach S. 183 die Ellipsen mit den Brennpunkten P x und 
P 2 . Da hier X Y x = 1 und X Y^ = 1 ist, teilt die zur Ellipsentangente senkrechte 
Mittelkraft den Winkel der Brennstrahlen in gleiche Teile, eine bekannte Ellipsen- 
eigenschaft (vgl. S. 189 u. f.). Wahlt man dagegen die Ortsfunktion / gleich x t — x 2 
so ergeben sich nach S. 190 die Hyperbeln mit den Brennpunkten P x und P 2 , und 
man beweist ebenso aufs neue (vgl. S. 193), daB ihre Tangenten die Winkel der Brenn¬ 
strahlen in gleiche Teile zerlegen. Alle Ellipsen und Hyperbeln mit den Brennpunkten 
P x und P z heifien konfokal, weil man einen Brennpunkt nach dem Lateinischen 
auch Fokus nennt. Da die durch einen Punkt X gehende Ellipse und Hypcrbel 
dort Tangenten haben, die die Winkel von P x X und P 2 X in gleiche Teile 
zerlegen, durchsetzen die konfokalen Ellipsen die konfokalen Hyperbeln 
iiberall senkrecht. Sind die Ellipsen die Niveaukurven (im Fall / = % + x 2 ) t 
so sind die Hyperbeln die Kurven starksten Gefalles; sind dagegen die Hyperbeln 
Niveaukurven (im Falle /•— x x — x 2 ), so sind die Ellipsen die Kurven starksten 
Gefalles. 

Wir haben in diesem Buch Aufgaben ans der Differentialrechnung 
und Integralrechnung gelost. Die Grundaufgabe der Differentialreeh- 
nung ist die Bestimmung des Differentialquotienten einer Funktion. 
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Fiinkfi^ 1 bestebt i ^’ e Grundaufgabe der Integralrechnung darin, eine 
Wir h i” zu finclen, 'die einen gegebenen Differentialquotienten hat. 
h «v "fT* a - , gdegentlich auch einige Aufgaben erledigt, die yon 

Xn 1 w- Smd ' S ° haben wir in Satz 13 > S - 341 > *e W ™ch 

aJien Funktionen y VO n * beantwortet, fur die 


(19) 


dy 

dx 


-cy-\-k (e, k — konst.) 


vl , W l eit ? rhin haben wir auf s - 433 u. f. diejenigen Funktionen y 
von x bestimmt, fur die 

Jx ~ a s i n 0>%) — cy (a, i,c= konst,) 

' S ^' ^ n „^1’ 3 95, fanden wir ferner diejenigen Funktionen y 

von x, fiir die 


( 21 ) 


. , dy 

dx *-ay+b £ 


(a, b = konst) 


* 1 ® se Betrachtungen .gehoren nicht mehr der Inte- 
d nu . n £ * m . en £ eren Sinn an. Denn in ihnen war nicht 
f . er ^erentialquotient der gesuchten Funktion y von x als eine Funk- 
+ X gegeben ‘ Vi el™hr war in den Fallen (19) und (20) der 
rs e _P 1 ® eren tialquotient als Funktion von x und y gegeben, wahrend 
nn ~~ (21) der zweite Differentialquotient als Funktion von 

X Ull( . V un d dem ersten Differentialquotienten gegeben war. 

erartige Bedingungen heifien Differentialgleichungen, und 
zwar gewohnliche, weil es sich um die Bestimmung von Funk- 
^ionen von nur einer Veranderlichen handelte, deren Differentialquo- 
lenten man gewohnliche nennt im Gegensatze zu den partiellen 
inerentialquotienten von Funktionen mehrerer Veranderlicher. Ins- 
esondere sind (19) und (20) gewohnliche Differentialgleichungen 
erster Ordnung, weil in ihnen der erste Differentialquotient von 
^ .fv S ^ un ktion von x und y gegeben ist. Dagegen stellt (21) eine ge¬ 
wohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung vor, denn 
sie ist eine Bedingung fur den zweiten Differentialquotienten der ge¬ 
suchten Funktion. 

Allgemein hat eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ord- 
mmg fiir eine noch unbekannte Funktion y von x die Form: 

^(^’Sr )^ 0 

Oder, nach den Differentialquotienten aufgelost, die Form: 
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worin f(x , y) cine gegebene Funktion von x und y bedeutet. Gefragt 
wird, wie sich. y als Funktion von x darstellt. Wie die erwahnten Bei- 
spiele zeigten, enthalten die Losungen y lioch willkurliche Kon- 
stanten. Also gibt es unendlich viele Funktionen y, die einer derartigen 
Vorschrift geniigen. Die Theorie der gewohnlichen Differen- 
tialgleichungen ware das nachste, das man betreiben miifite, wenn 
man weiter. in die hohere Ma/thematik eindringen wollte. 

Dazu miifite dann noch das Studium der Funktionentheorie 
treten, in der man genau die Stetigkeit, die Differentiierbarkeit, den 
Bereich einer Funktion usw. erortert, Fragen, die uns nicht so er- 
hebliehe Schwierigkeiten bereiteten, weil wir uns auf die elemen- 
taren Funktionen besehrankt haben, namlich auf die ganzen, ge- 
brochenen und logarithmisehen Funktionen, die Exponentialfunktionen 
und die Kreisfunktionen. Gberdies haben wir immer nur re ell e Werte 
der Veranderlichen betrachtet. Die Funktionentheorie dagegen beriick- 
sichtigt auch die imaginaren Werte. 

Man sieht also, dafi zur weiteren Vervollkommnung in derMathe- 
matik noch mancherlei gehort. 1st uns aber der Leser bis hierher treu 
gefolgt, so nennt er doch schon einen erheblichen Teil niltzlicher mathe- 
matischer Kenntnisse sein eigen. Er wir'd imstande sein, sich selbst 
in solehen mathematischen Buchern zurechtzufinden, durch die ei die 
gewonnenen Kenntnisse zu erganzen vermag. Der Verfasser verab- 
schiedet sich daher in der Hoffnung, dafi seine Leser Liebe und Lust 
zu weiterer Vertiefung in mathematischen Dingen gewonnen haben 
mogen! 




A Illl & 

Tafel I. 

BogenmaB der Winkel. 

Lange der Kreisbogen fttr den Halbmesser Ems. 

(Vgl. S. U-) 











720 


Anhmg. 



In 


In 


In 

1,6 

0,4700 

E9 

0,7885 

3,2 

1,1632 

1,7 

0,6306 

m 

0,8755 

3,4 

1,2238 

1,8 

0,5878 

E&l 

0,9555 

3,6 

1,2809 

1,9 

0,6419 

2,8 

1,0296 

3,8 

1,3350 

2,0 

0,6931 

3,0 

1,0986 

4,0 1 

1,3863 


In 


In 


In 


4.5 
5,0 

5.5 

6,0 


1,5041 

1,6094 

1,7047 

.1,7918 


6.5 
7,0 

7.5 

8,0 


1,8718 

1,9459 

2,0149 

2,0794 


8.5 
9,0 

9.5 

10,0 


2,1401 

2,1972 

2,2513 

2,3026 



In 


In 

10 

2,3026 

10 000 

9,2103 

100 

4,6052 

100 000 

11,5129 

1000 

6,9078 

1000 000 

13,8156 


Tafel III 

Die Vielfachen von M und 1 : M 

mx Verwandlung yon naturliehen Logarithmen in gewohnliche und 
tungekehrt: 

log x = M In z , In x — log x . 

(Ygl. S. 299.) 


n 

n M 

i 

n M 

1 

0,4343 

2,3026 

2 

0,8686 

4,6052 

3 

1,3029 

6,9078 

4 

1,7372 

9,2103 

5 

2,1715 

11,5129 

6 

2,6058 

13,8155 

7 

3,0401 

16,1181 

8 

3,4744 

18,4207 

9 

3,9087 

20;7233 

n 

n 

n In 10 


In 10 
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0,5211 
0,6367 
0,7586 
0,8881 
1,0265 


3,6269 

4,4571 

5,4662 

6,6947 

8,1919 


Tafel IV. 

Hyperbolische Funktionen. 

(Vgl. S. 359.) 



1,1276 

1,1855 

1,2652 

1,3374 

1,4331 


3,7622 

4,5679 

6,5569 

6,7690 

8,2527 


@xit <p 


10,018 

16,543 

27,290 

46,003 

74,203 


10,068 

16,673 

27,308 

45,014 

74,210 


2,8 8,1919 | II ' ' , 

FtiryS 5,5 unterscheiden sk* V ± 

drei Dezimalstellen abgerundet, um , _ <g itl <p und 

Fur y<0 sind die Formeln ®m < 9) 

(£of (— <p) = $of (p zu benutzen. 


(S. 79, 83, 158) 


Tafel V. 

Differentialquotienten. 

=n.» n_1 * 

dx 


(S. 268) 
(S. 313) 


dx 


(S. 369) = - 

Sohelfers, Lehrbuoh d. Mathematik. 


d &°f x 5=5 ©in X , 

dx 











722 


Anhang. 


(S. 394) 
(S. 395) 

(S. 445) 

(S. 72) 
(S. 73) 
(S. 77) 

(S. 81) 


dsin x 


d cos x 


dx 

= C0S2, 

d x 

- sin x . 

d tga: 

1 

d ctg x __ 

1 

d x 

COS 2 X ’ 

d x 

sin 2 x' 

d arc sin x 

1 

d arc cos x 

1 

dx 

V i - * a 1 

d x 

V i - ’ 

d arc tg x 

1 

d arc ctg x 

i 

d x ™ 

1 4- x 2 ’ 

d x 

1 + a* ‘ 


d(u 4* v) 

__ du . dv 



dx 

dx ' dx * 


dku 

, du 



dx 

dx' 

wenn h — 

konst. 


-j-r =9r + «r' 
o * ax 1 da; 


(8. 126) ik~il.il 

dx dz dx ’ 

wenn eine Funktion you z und z eine FunJction you x ist. 


Tafel VI. 

NSherungsformeln. 

(Vgl. S. 566). 

Die folgenden Formeln gelten fur lime = 0. 

j sin e = e , cos e = 1, tg e = e , 

(S. 546) | sin (a + e) = sin a -f- e cos a , 

' ®os (a-f«) = cos a — e sin a . 

_ { tg(a+e) = tg a + -4-. 


(S. 566) 


(S. 546, 
547) 


ctg (a + e) = ctg a ■ 

e f =1 +e 
in (1 + e) =e, 


log(l +e) = £ M, 


In (N e) — In N log (N + e) = log N +* 


Arihang. 


723 


(1+6)"* =1 +me, 1^7=1-®, 

(S. 551) Vl + e=l+|s, j/a-f-e = V , a(l+ • 

7== =-L(l — —V 

l }a + £ y^T V. 2 aj 

Alle Potenzen and Wurzeln sind hier positiv. 

(S. 566) f(a+ e) = /(«)+ /'(a)e. 

(S. 567) / (a -f- e) — f (a) -f* f (a) 6 -+■ £ f (®) 6 “• 


Tafel VII. 


Integralformeln. 


<S. 573) 


* a: 

J'f(x)dx = [/(i) Ja), 




In den folgenden Formeln ist liberal! eine beliebige additive Koii- 
stante hinzuzufiigen. 


(S, 676) j *(w v) £ = y +/;^. 

(S. 676) y"i f(x)dx=*k-J'ftx)ix, wenn k = konst. 

(S. 580) ff(x) dx — J' f(F(z))F'(z)dz, wenn x=F(z). 

(S. 577) j'u'vix — uv — Juv'dx. 

(S. 583) /'£<Js=lnw. 

fx n ix~^^ («#=- 1), =»ta* odor ln(—4 

<S. 674)T n + 1 , 

j'yxix = 


(S. 577) 


(S. 583) 


<S. 574) 






(S. 576) 


/ ix _. 1 ll( » - B 

(x— a) ~ a— l x — b 



BH1 


46* 
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<S. 608, 
609) 


f^J^Tc dx + 2 Tyfcfe) In (2ax+l-\fr-iac) 

+ (ir~2 ~a ' y^T^ ) ln (2aa: +i+V^ zr ^c) 


f — 

J ax*. 


fur J 2 — 4 a e > 0, 


*+/» 


-dx 


2pa~ ab , n , N 

'a(2ax + j) + — ln(2ax-j-i) 


■±-bx+c 

filr 6 2 — 4 ax == 0, 


a]/4ac — 6 2 & V4ac-J a 
fiir 6 2 — 4 a c < 0 . 


In den folgenden Formeln ist zur Abkiirzung gesetzt: 




R = 

= & x 2 +• 6 a; + c . 



rdx 

J yST 

fr= In 

\a 

2aa+i + 2j/*]/jB , 

2aa ! +l-2V7y« * ° > 0 ’ 

(S. 621) < 

r dx 2 

J Fl~ i 

■yW 

fiir 

a =0, 


rdx 

' J W~1 

-1 . 2 ax + b 

-« arCtg 2V-a|5 fllr 

a < 0. 


f £= dx = 

J 1 /R 

1 

=—a 

na 

VR 2 *- U 

2n a*' j/ij 

- <2 ic 

(S. 622) 



n — lc rx n ~ 2 
n a J ]/]? 

dx, 


f x n YR d ; 

V — a, 

t 

f n dx+h fw dx+c f'W dx ' 


f dx 

J x]/R ~ ' 

3 

2]/c 

In ^ x ^ ^ 

2c + ftx — 2 |/c p 

fur £ > 0 , 


r dx 

J 


o 

II 

t-t 

& 

(S. 623) 

r dx 

J x]/R 

1 

v~ 

■ arctg 2e ± ix 
* 2 y-c p 

fiir c < 0 , 


f 

1 

1 P n— 2 a r , 

ix 


J x n VR 

n — 

1 c x" -1 n— 1 cJaF 1 

- 2 p 




2 n — 3 & 

dx 




2» — 2 c y s* 

1-1 ys 



(S. 623) 


~~ T r &Z 

/»-«/* cJ ^' 
/p=r=« sinI ' 

J\a.% dx — x to®-®* 

y^dx^iOn*) 2 - 

y&y! < Jx = i(ln») 3 - 

f Jl £_ ==lnlna:. 

7 a: In* 

y e 1 fit® = «', 

y B mxdx« —cob*, yco-^ — 

I r 4-f- = —ctgas, flo^ =: ^ X ’ 

\ J sm 2 3 

T , • rcosa; /"a;eosa;da:==eos<e + & 8ina: * 

(S. 578) / as sin a: da; = sin a; * cos a;, / 

/ ** _=lntga;, 

J sin a cos a; 

/•4t_ mtgf. 

\ J sinac 4 

(S. 416) J sin fc a; sin Z a; da; = — a(fc+D 2lfc ; 

(S. 415) )*b: Tpkxdz=*i x ifc 6 * 11 ^ 

sinfcxcoslxda)— 2 (Jc 4- 0 ^ 

l — cos 2 fcx t 

416^ * /* sin fc a? cos ife a i a; — 4 fc 

' »(>.+Jl- + !lfcli(l±!4=0)- 

J cos lex eos lxdx = ~yqT+T) 2 ^ fc y 


(S. 574) 
(S. 577) 
(S. 579) 
(S. 582) 
(S. 583) 

(S. 574) 

' (S. 580) 


(S. 583, 
584) 
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(S. 416) fcos: i kxdx=ix+^ sin 2kx. 

(S. 417) JBm(x + Tc)&m(x+l)dx= — ism(2x+1c + l) 

+ i x cqs (k — l). 

(S. 581) J are sin x d x — x arc sin x + ]/l—a 2 . 
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eines Zylinders 389, 690. 

Abzweigung 168, 

Achsen rechtwinkliger Koordinaten 24, 
667, schiefwinkliger 199,210, von Polar- 
koordinaten 344, s. a. neue Achsen , von 
Affmitaten 88, von Ellipsen 185, von 
Hyperbeln 192, von Parabeln 95. 

Acbsenabschnitte 8. Abschnitte. 

Additive Konstante 214, 573, 684. 

Adiabatisch 368/70. 

Affin, Affinit&t, Affinit&tsachse 
88/9, 93, 185, 266, 339, 366. 

Akzent 449/50, 512. 


Algehraisch® Funktionen ISO. 

Alter von Mann und Fran 34, 

Amplitude 344, 423, 425, 647, 

Analysator 637/8. 

Anal vfcische Geometric der Kben® 
171-211, 658/67, det Raumes 667/90. 

Anfangspunkt 24, 667, 

Anfangsschenkel 875. 

Anfangsstr&hl 344. 

Anfangswert 27, 218, 227, 256, 495. 

AnzieHung 142/S, 259/60, 404/6, 500, 
606/10, 694/7, 716. 

Arbeit der Anziehung 600, dor Bewcgung 
499, 500, 619, cies elektrischon Stroms 
332, des Gases 294, 368, 874, 598. 

arc 440. 

Archimedischo Spiral® 347/8, ihre 
Bogenl&nge 626, 

arc sin, arc cos, arc tg, arc ctg 
441, s. zukhmeirucke Funktionen. 

Arithmetisehes Mifctel 183,242, 624, 
704, von unendlich vielen Grbflen s. 
MUtelwert . 

Arithinetische und geometrisch® 
Progression®!* 290/S, 836/7, 861 

Arkus 440* 

Arkusfunktionen 444, a« zyMomlrischo 
Funktionen . 

Arkusregel 445/6, 

As vmptotea 566, von Hyperbeln 193/8, 
200/1, 357, 4S9, 666, 666, von anderen 
Kurven 335, 370, 898, 490, 585. 

Atwoodsche Fallmaschine 269* 

Aufcin undarl age rung 37, bcim Inter¬ 
pol ieren 686, bei der Taylorsehen 
Formel 643, bei der Fourierschen 
Reihe 683, einfacber Schwingung-en 
428/9, 637/8, unendlich kleiner Ande- 
rungen der Ursachem 648/9, von KUip- 
sen 438/9, von Sinuswellen 430, 626, 
633, von Sinuwellen und Exponential** 
kurven 436. 

Aufldsung s. Lfoungm. 

Aufsteigende Knoten 423* 

Ausdehnung durch Wiirme 14/6, 29, 
58, durch Zug 260/1, s. a. Gas* und 
Ddmpfe. 

Ausgleichungsrechnung 704/6. 
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Ausschlage s. einfache Schwingungen , 
Pendel und Schwingungen. 

Aufierer Widerstand bei Batterien 
144/6. 


Bahnkurven s. Beweaung. 

Ballcen von groBter Tragkraft 461. 

B 330 n 3B6/7 Che H5honinessun & 32 9, 

Basis des Logarithmus 297, einer Potenz 
mit irrationalem Exponenten 326. 

Batterie 144/6. 

Begepen und Einholen 34/6 

Behaltcrformcn 96/7, 106/8. 

Beleuclitang 161/4, 245/6, 328/9. 

Berfthrungs. Tangenle, Tangentialebane, 
Kmmmungsfoeis, Wendepunkte und 
-tangenten, in hSherer Ordnnng oder 
mchrpunktig 473, 481, 485 

BescMeimigung 494, 517, ihio Einheit 
und Dimension 498, als Differential- 
quotient von Arbeit nach Weg 600, als 
Differcntialquotient des halben Qua¬ 
drates der Gcsehwindigkeit nach Weg 
495, zerlegt 517/8, bei Anziehung 500, 
bei gediimpften Schwingungen 506, als 
lineare ganze Funktion von Weg und 
Geschwindigkeit 500, 506/10. 

B y. tl . n V nfce8 Integral236, 575, 585, bei 
einer neuen Veranderlichen 
681/2, fttr den. Rest der Taylorschen 
1 ormel 552, mittels Rokursionsformel 
berechnet 597/8, durch eine Taylor- 
sche Reihe dargestellt 567/71, Diiich- 
letsches 631. 

Bevolkerung Sll, 367. 

Bewegung eines Punktes 70, 256/8,510— 
5^.0,641, 687/90,699, aus der Geschwin- 
digkeit crmittelt 256/7, gleichformig 
258, gleichformig auf dem Kreis 424, 
427/8, 519/20, 689, gcradiinig 494-510, 
s. a. einfache S chwingmgen, Fallgeseiz , 
Schwingungen und W urfbewegunq. 

Biegung 92/3. . y 

B il d einer Funktion von zwei Veriinder- 
lichcn 681, s. Flachen im Eaum , einer 
lmearen ganzen Funktion von zwei 
Veranderlichen 680, s. Ebene,' s. a. das 
folgende Stichwort. 

Bildkurven 15, 18-20, 68/9, ganzer 
lmearcr Funktioncn 31/8,40,172,202/3, 
,, 2 n ga ' llzer quadratisehcr Funktionen 
47/58, 66/7, 93/6, 111/4, 199, 200, s. a. 
1 arabel , ganzer Funktionen 96/9, 474/5, 
gehrochener Funktionen 136/49, 565, 
msbes. linear gebrochcner Funktionen 
189,190, von ]fH 154, von In x 284, 


489, von log a; 299, 300, von e* 319, 
von e<* 323/4, von 490/1, von x* 
327, von Exponentialfunktionen s. 
Exponentialkurven , von hyperbolischen 
Funktionen 360, der goiiiometrischen 
Funktionen s. Sinuslinie, ICosinuslinie 
usw., yon sin 2 # 414, von periodischon 
Funktionen 418, 432, 625, s. a. Sinus- 
wellen, der zyklometrischen Funktionen 
442, von Funktionen in schiefwinkligen 
Koordinaten 204, von Funktionen in 
Polarkoordinaten 345/6, von Funktio¬ 
nen. mit gegebenen Differentialquotien- 
ten 214/7, insb. mit dem Differential- 
quo tienten 1 : x 263/7, von Funktionen, 
die mit ihren Differential quo tienten 
iibereinstimmen, 312, von Funktionen, 
deren Differentialquotient.cn iiberein¬ 
stimmen, 213/4, s. a. Iiurve in der 
Ebene sowie die Stichworter iiir bo¬ 
son dere Kurven. 

Bildpunkt 15. 

Binom 547. 

Binomialkoeffizienten 548, 599. 

Binomischer Satz 452, 548. 

Bogendifferential oder -element in 
der Ebene 361, 477, 691/2, rnittels 
I-Iilis veriinderlicher 517, in Polarkoor- 
dinaten 593, 7.13, im Baum 688/9, 714. 

Bogenliinge 360/2, 477, 592/4, 714, in 
Polarkoordinaten 593/4, 625, des Krei- 
ses 559/61, der Parabel 624/5, der Arclii- 
medischen Spirale 625, der logarith- 
mischen Kurvo 592/3, der logarithmi- 
schen Spirale 594, der (Sof-Kurvc 362/4, 
der Kettenlinie 365, einer Raumkurve 
689, der Schraubenlinio 690. 

Bogenmah 6-11, 374, 545, Tafel I, dem 
GradmaB voTzuziehen 397, vorglichen 
mit dem Sinus Iiir kleine WInkel 40J. 

Boylcschos Gesetz 293/4. 

Brechung des lichtes 40S, 468/72. 

Brennpnnkte der Ellipse 190, 665, 716, 
der Hyp'erbel 193,666, 716, der Parabel 
66o. 

Briggsscher Logarithmus 296, s. 
gewohnlicher Logarithmus. 

BruchSO, stetigund differentiiertfll, sein 
Logarithmus 279, 286, 294, 297, loga- 
rithiniscli differentiiert 309, von unbe- 
stimmter Form 557/62. 

Bruchregel 85, 449. 

Buchstaben 1, 96, 129. 

Bus sole 566. 

C 

Cavalierisclier Satz 591. 

C-G-S-Svsteni 498. 


Stichworter. 
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Charakteristik 368. 

Chemische Reaktion 293, 618/9. 

<£of 368, s. hyperbolasche Funktionen. 

U£of-Kurve 360. 

cos, esc (cosec), ctg (cotg, cot) 
377, s. goniometrische Funktionen. 

Cosinus hyperbolicus (cshp) 368, s. 
hyperbolische Funktionen . 

» 

d 67, 96, s. Differential. 

d 642, 695, s. partielle Differentiation. 

d 39, s. Zunahme. 

DSmpfe s. Gase und Ddmpfe. 

Dehnung s. Ausdehnung. 

Dekrement logarithmisch 292, 610. 

Deriviertc Funktion 450, s. Dif¬ 
ferential uotient. 

Dezimalsystem 295. 

Diagramm 373, 499. 

Dichte der Massenbelegung 691, 
714, mittlere 697. 

Differential 67, 69, 218/9, 228, 328, 
wie eine endliche GroBe zu behandeln 
126, 154, bei Einfiihrimg einer Hilfs- 
veranderlichen 680, als JFehler aufgefafit 
566/7, 646/9, einer Summe oder Dif- 
ferenz 73, der lebendigen Kraft 619, 
einer Funktion von mehreren. Verander¬ 
lichen 641/6, 706/8, 714, s. a. Bogen - 
differential oder - element , Flachendif- 
ferential , Kontingenzivinkel, partielles 
und vollstdndiges Differential . 

Differ on tialgloicliung 717/8. 

Differentialkurven 456/60, 464/5, 474. 

Differentialquotient o7, 69, 70, 82, 
104, 212/8, Tafel V, als gewohnlicher 
bezeichnet 717, als Steigung der Tan- 
gento67, s. a. Steigung , als Tangens des 
Tangentenwmkols 448/9, als Ordinate 
der Differentialkurve 455, s. Differen- 
iialkurven , als Gescliwindigkeit aufge- 
fattt 70, 213, 256/9, 311, 494, als Hilfs- 
veranderliche benutzt 478, berechnet. 
bei Anwcndung einer Uilfsverander¬ 
lichen 512/3, einer Funktion von einer 
Funktion 126/7, einer Funktion von 
mehreren Funktionen 650/1, der in- 
versen Funktion 153/5, einer mehr- 
wertigen Funktion 154, einer unent- 
wickelten Funktion 656/7, einer Funk¬ 
tion mit konstantcni Faktor 73, 84/5, 
88/9, einer Summe oder Differenz 72/3, 
84, 86/7, 452, eines Produkts 77, 85, 
308/9, 452, eines Bruches 81, 85, von 
x n 77/9, 83, 85/6, 155/6, einer Wurzel 
155/60, einer quadratischen Funktion 
67, 74/5, 79, 80, einer ganzcn Funktion 


91, 123, einer gabrochenen Funktion 
138, einer algebraischen Funktion 160, 
einer logarithmischen Funktion 268, 
271/2, 299, proportional zur Funktion 
310, s. Geutz des organischen Wachsens , 
gleich der Funktion 311/3, einer Ex- 
onentialfunktion 325/6, einer hyper- 
olischen Funktion 359, einer gonio- 
metrischen Funktion 392/7, einer zyldo- 
metrischen Funktion 443/6, des in¬ 
tegrals 573, 584, der Flache 227, des 
Weges nach der Zcifc 70, s. Geschwindig- 
keit , der Geschwindigkeit nach der Zeit 
494, s. Besclileunigung % der Arbeit nach 
dem Weg. 500, des lialben Quadrats der 
Geschwindigkeit nach dem Weg 495, 
der Bogenlange 361, der Kriimmung 
484, des Radiusvektors nach der Ampli¬ 
tude 346, s. a. zioeiler und partieller 
Differentialquotient , hohere Differential- 
quotientm und Steigung. 

Differentialrechnung 2, 69. 

Differentiation nach einer Hilfsver- 
iinderlichen 512/7, 641, 644/6, 699, 
700, 703, logarithmisch 309, der Fourier- 
schen Reihe 635/6, s. a. die vorher- 
gehenden Stichworter. 

Differentiationsregeln 84/9,127, 155, 
307, 326, 395, 445/6, Tafel V. 

Differenz differentiiert 72/3, integriert 
575, von. Integralen 237, von un- 
bestimmter Form 563, von gonio- 
metrischen Funktionen 412, von Wer- 
ten der Veranderlichen s. Zunahme. 

Differenzenquotient 66/68, 321, 600. 

Differenzkurve 237. 

Dimension von Geschwindigkeit, Be- 
schleunigung, Kraft und Arbeit 498— 
500. 

Dipolare Koordinaten 204. 

Direktrix 665/6. 

Dirichlots'chc Bedingungen 632. 

Dirichlotsches Integral 63,1. 

Diskriminante 112. 

Divergieren 554. 

Division s. Fartialdivision , mit Null 
nicht erlaubt 64. 

Doppelintegral fiir Massenbelegungon 
696/7, fttr Volumen, stafcische und 
Tragheitsmomente 698, fttr Flachen- 
inhalte krummer Fl&chen 699. 

Drehsinn 344, 375, 407, 424, 448, 471, 
477, 479, 616, 518, 620, 669. 

Drehung 424, 427/8, 519/20, 689. 

Dreieckskoofdinaten 205/11. 

Dreieckssatzc der Trigonometrie 410. 

Druck von Kohlens&ure 147/8, s. a. Gase 
und Ddmp fe so wie Spannung. 



730 


Stichw'orier. 


Druckkurve 368, 370, s. a. polytropische 
Kurve. 

Durchschnittliche Geschwindigkeit 70, 
257, 586, Kriimmung 477, 
dy : dx 67, s. Differ-entialquotient. 
d n y : dx n 450, s. hohere Differentialquo- 
iienien; 

D yn 498. 

Dynamomaschine 432. 


E 


e 287/8, 306, als Grenzwert 322, berechnet 
325. 

e c 287, 295, 312/9, differentiiert 313, in- 
tegriert 574, invers zu In x 312, durch 
Naherungsfunktion ersetzt 538/9, 546, 
s. a. Exponentialfunktionen und - kurven. 

e—z* 490/1, 603, 704, integriert 570. 

Ebene 673/80, insb. Tangentialebene 
683/4. 

Ebene Kegel- u. Zvlinderschnitte 
J86, 389, 663. 

Ecke 456. 

Eigentlicher Scheitel 485. 

Einfache Schwingungcn 424/32, 506, 
suminiert 428/9, 625/6, s. Fouriersche 
Reihe, gedampft 506/10. 

Einfach periodische Funktionen 
419. 

Eingehullte der Normalen 492, s. 
Evolute. 

Einheit einer GroJ3enart3,24, abgeandert 
4,12, der Langen 3, 4, 498/9, einer Ko- 
ordinate 24, 344, 668, insb. gleiohe Ein- 
beit fur alle Koordinaten 171, 517, 668, 
691, der Winkel 5—7,9,10, 545, ebener 
Flachen 4, 200/1, 711, des Volumens 4, 
der Zoit 4, der Geschwindigkeit, Be- 
scUeunignng, Kraft und Masse 498 - 


Einheitspunkte 24, 668. 

Einholen und Begegnen 34/6. 

Einschalten s. Interpolation . 

Eisen erwarmt 29, in Quecksilber 
schwimmend 120/2. 

Eisenbahnfahrt 17/8, 38. 

Elastische Linien 92/3. 

Elastische Verbindung 506. 

Elastizitatsmodul 260. 

Elektrische Batterie 144/6. 

Elektrische KrUfte und Strome 
144/6, 332/3, 342, 432/6. 

Elementarfehler 599. 

Ellipse 1B3/90, 487, 658, mittels Hilfs- 
veranderlicher dargestellt5ll, zu zeich- 
488/9* affin znm Kreis 185, als 
Kepkcnnitt 663, als Zylinderschnitt 
186, 389, als Kurve zweiter Ordnung 


662/3, konfokal 716, ihre Fliiche 592, 
mit Masse belegjt 697, aufgelagert auf 
einer andern Ellipse 438/9. 

Ellipsograph 187. 

Elliptischer Kdbel 691/2. 

Empfihdung und Keiz 292/3. 

Endlose Zahlenfolge 60/1. 

Endsclienkel 376. 

Energie 500, 519. 

Energiegleichung 333, 342, 432. 

Entfernung s. Abstdnde. 

Entwickelte Funktion 160. 

Erganzung zum Quadrat 107, 121, 
181, 60S. 

Ersatzfunlctionens.jFo uriersche Reihe, 
Interpo lotions forme l> TV dherungs f unk- 

iionen und TaylorscheFormeluna Reihe* 

Evolute 493/4, der gewohnlichen Zv~ 
kloide 515. 

Evolvent e 493/4, der €of-Kurve 363. 

Exponent einer polytropischen Kurve 
373/4. 

Exponentialfunktionen 313, 324/43, 
503, der Amplitude 349/56, s. logarith¬ 
ms che Spirale , zu differentiieren 325/6, 
s. a. e x und e~ x \ 

Exponentialkurven 333/43,351/6,436,, 
ihre Fliiche 340. 

Exponentialregel 326. 

Extrapolation 536. 

Exzentrizitat 190, 666/7. 

F 

Fadenabwi ckel ung 363, 493. 

Fadene r zeugun g der Ellipse 183/4. 

Faktor und Falctoriegel'beim Dine- 
rentiieren 73, 75, 84/6, geometrisch ge- 
deutet 88/9, boim Integrieren 575/6, 
584. 

Falcultiit 324. 

FaH^esetz 259, 687, verallgemeinert 

Fall i ni e n oder Kurven stkrksten Oe- 
falles 686, 693/4, 702, 715/6. 

Fehier absolut und relativ 7, von Bestirn- 
mungen 599—603, 704, wahrscliain- 
1 icher 602, beim Abbrechen unendlicher 
Beihen s. Rest und Restglied> beim 
Einschalten in Tafeln 526/9, der In* 
tcrpolationsformel 532/5, 637, der 

Taylorschen Formel 639/42, 644, 647, 
bei der Fourierschen Reihe 627, beim 
Ersatz einer Kurve durch eino Parabel 
567, bei Berechnung des Grad- und 
BogenmaBes 7—10, bei Berechnung des 
Radiusvektors und der Amplitude 646/7, 
einer Naherungsformel fiir die Quadrat- 
wurzel 461/2, des GliedermaJBs tabes 
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567, der Ausmessung zyljndrischer Ge- I Fi 
iafle 647/8, beim Vorwartsabschneiden 
649 der Tangentenbussole 066 , bei aer 
angenaherten Bestimmung von Krcis- 

Fe'hferkurve^und Fehlerfunktion 

115/23, 141/2, 474/5 
Fehlerquadrate 627, 704/o. 

Felilerregel 118, s. Regula fain. 
Fchlerschranke s.S chranke des iehlers. 

FI ache hi 6 der Ebene 225/42, ? 681, ihre 
Einheit 4, 200/1, 223, 226, 228, 711, 

dtircK eine Strecke veranschaulicht 4/0, 
ihr Voxzeichen 229 / 30 , zur geometry 
schen Deutung des Integrals 223/30, 
als Integral berechnet 231/8, angenahert 
" berechnet 241/2, mittels des Plani- 
ineters gemessen 239/41, physikalisch 
ermittelt 242, zwischen einer Kurve und 
zwei Radienyektoren 235, 516, 585, 
zwischen zwei Kurven 2o4, r 37/„, z 
angenftherten Ermittelung von In x 
269/70, dsgln. der Koeffizienten der 
Fburierschen Reihe 636/7, zur Ver- 
anschaulichung der Arbeit 294, eines 
Diagramms 499, zur Veranschaulichnng 
statischer Momenta 252, bei der Be- 
stimmung von Mittelwerten -44, 

Masse belegt 246, 691/7 , 699, - 0 , d 0 ® 
Rechtecks 76,222, eines veranderlichen 
Parallelogrimms bei der Hyperbel ia<, 
201, des Halbkreises 242, der Ellipse 
592, der gleichseitigen Hyperbel 269/70, 
294, 357, der Parcel 231/4,241, emer 
Exponentialkurve 340, der ®of-Kurve 
363, der Wahrscheinlichkeitskurve 571, 
602, einer polytropischen Kurve iii, 
der logarithmischen Spirale 586, der 
Sinnslinie 403, der Bildkurve von sin x 

Flachen im Raum 681/6, 697/9, 702/3, 
715/6, komplaniert 699, s. a. 
bolisches Paraboloid , Kegel, Nweau- 
flachen, Rotatumsflachen und Zander. 
Flkchendifferential in der Ebene 
227, 240, 516, 585, einer krummen 

F lichen einheit 4, 200/1, 223, 226, 228, 
711 

Fl&cheninhalt in der Ebene s-Eteche 
in der Ebene, von krvunmen Flachen 
698/9. 

Fl&chenmesser 239/41. 

Fokus 716. 

Fouriersche Keihen 627/39.- 
Fiillen und Leeren 38, 52/3. 

Funk tionen the orie 718. 


Funktionen von einer V e **! n ^ el> 
lichen 23, abgebildet s. MM'™’™' 
entwickelt 160, unentwickelt 655/7, 
mehrwertig 162, gerade oder ungeiade 
384, 468, invers 151, algebraisch Oder 
transzendent 160/1, penodisch s . pert- 
odische Funktionen,- stetig s. Stetigkeit, 
differentiiert s. DiffermhOgM, 
wachsend oder abnehmend 104, 457/60, 

462 464 am groftten oder klemsten s. 
Maxima und Minima, zu gegebenem 
Difierentialquotienten s. /n(earal, nut 
dem Difierentialquotienten Null 214 
mit demselben- Difierentialquotienten 
212/3, die ihren Difierentialquotienten 
gleich sind, 311/?, proportional zu ihren 
DiHerentialquotienten 311/24, deren 
DiHerentialquotienten linear 0 gamze 
Funktionen vonihnenselbst sind, 340/1. 
deren DiHerentialquotienten Imeare 

ganze Funktionen von lhnen selbst und 
Ion goniometrischen Funktionen sind, 
433/4 S deren Difierentialquotienten 
Produkte von Exponentialfunktionen 
und goniometrischen Funktionen sin, 

433/4, proportional zu ihren zweiten 
Difierentialquotienten 502/5, deren 

zweite Difierentialquotienten lmeare 

ganze Funktionen von lhnen selbst und 

iiren ersten Difierentialquotienten sind, 

601/5, s. a. die Stichworter fiir beson 
dere Funktionen. . 

Funktionen von Funktionen 124/9, 

Funktionen von zwei Verander- 
, F h“chen 640/8, 651/4, 690- 709 darge- 
stellt durch Flachen im Raum 681/6, 

’ 697/9 702/3, als Ortsfunktlonen in der 

’ Ebene 691/7, differentiiert 641/56, 
stetig 642, zu gegebenem vollstandigen 
Differential 706/9, in neuen Koordma- 
!, ten 710/1, 713/ ihre Maxima und Mi- 

f Funktionkn^von mehreren Ver&n- 
f derlichen 648, 714/6, als Ortsfunkt.o- 
e nenim Raum 714 / 6 ,differentnert 648/9, 

Sn ihre Maxima und Minima 703. 


g 216 . 

‘r^“ “A 

n Stellen vorgeschriebenen Werten 
530/1 (n — llten Grades mit an emer 

Ste/le vorgeschriebenen Werten von 

yW', ■ ■ ■ 638/9, dividiert mit 
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linearer ganzer Funktion 100/4, 121, 
131/2, 134/5, 610, zerlegt in ein Pro¬ 
duct von. linearen ganzen Funktionen 
610, s. a, lineare game Funktion , qua - 
draiische Funktionen , Interpolations- 
forme l und Tay lore ehe Formel undReihe. 
Gase und D&mpfe 147/8, 293/4,367/74, 
647, 686, adiabatisch 368/70, isother- 
misch 370,596,686, polytropisch 370/4, 

Gebrochene Funktionen 130/49, dif- 
ferentiiert 138, integriert 603/19, fur 
lim x = oo 137, 562, gekurzt 131/5, 
ihre TJnstetigkeitsstellen 136, in Par- 
tialbriiche zerlegt 612/9. 

Gebrochene Linien 18, 38, 324, statt 
Kurven 223/5, 236/7, 241, 586. 
Gedampfte Schwingungen und Si¬ 
nus wellen 506/10. 

Gemeinsamer Teiler ganzer Funk¬ 
tionen 133/5. 

Geometriscne und arithmetische 
Pxogxessionen 290/3, 336/7, 351. 
Geometrisches Mittel 246, 337/8, 372, 
462. 

Gerade als Bild einer linearen ganzen 
Funktion 30/40,172, 202, durch lineare 
Gleichung gegehen 172/8, 203/4, 211, 
658/61, durch zwei Punkte 32/3, 173/4, 
rait gegehenen Achsenabschnitten 175/6, 
203. in der Normalform 659/60, 705, 
als Kurve von der Kriiinnxung Null 479, 
bei Bewegungsaufgaben 34/6, als Kur- 
venersatz 117/8,122,525, 536, 543, auf 
einer Kurve rollend 493, parallel zu 
einer anderen 176/7, 203, senkrecht zu 
einer andern 177/8, ihr Schnitt mit 
einer andern 178, im Raum 671/3, 
687/8, s. a. Nonnale , Tangente und 
Summmgerade. 

Gerade Funktionen 384, 468. 
Geradenpaar als Kurve zweiter Ord- 
nung oder Kegelschnitt 662/4. 
Gerader Kreiszylinder 689/90, ge- 
scbnitten mit einer Ebene 186, abge- 
'wickelt 389, 690, als Gefafl 107/8,149, 
647/8. 7 

Geradlinige Bewegung494— 510, s. a. 
einfache Schwingungen , Fallgesetz und 
Schwingungen . 

Geschwindigkeit 70, 256/9, 494, 517, 
689, ihre Einheit und Dimension 498, 
als Funktion der Zeit gegeben 257,496, 
als Funktion des Weges geereben 496/7, 
nach der Zeit differentiiert 49f, s. Be- 
schhmigung L auf die Achsen projiziert 
517, der Anderung einer Ortsfunktion 
691/3,714, durchschnittliche oder mitt- 


lere 70, 257/8, 586/7, der chemischen 
Reaktion 618, der einfachen Schwin- 
gung 426, des organischen Wachsens 
310, des Wassers in der Leitung 463/4, 
Winkelgeschwindigkeit 427, 520. 

Gesctz des organischen Wacli- 
sens 311/24, 333. 

Gesetzmaflige Beziehung 14,18—22, 
s. abhangige Veranderliche und Funk¬ 
tionen. 

Gesichtswinkel 462, 467. 

Gewicht 498. 

Gewiflheit 600, 602. 

GewohnlicherDiffnrentialquotient 

717. 

Gewohnlicher Logarithmus 296-307, 
proportional zum natiirlichen 298, 306, 
Tafel III, unabhangig vom natiirlichen 
definiert 297/8, zu berechnen 299, aus 
der Tafel zu entnehmen 300/3, seine 
Bildkurve 299,300, am Rechenschieber 
303/5, angenabert 547, differentiiert299, 
beim Zahlenrechnen bequemer als der 
natiirliche 296, 307, von Produkten, 
Briichen, Potenzen und Wurzeln 297, 
goniometrischer Funktionen 401/2. 

Gewohnliche Zykloidfe 613/5, 596. 

Gewolbelinie 366. 

Gipfel und Taler s. Maxima und Mi¬ 
nima, von Sinuswellen 423, von ge- 
dampften Sinuswellen 508/10. 

Gleichformige Bewegung 258, insbes. 
Drehung 424, 427/8, 519/20, 689. 

Gleichseitige Hyperbel 197/9, 294, 
357/8, 405,686,694, ihre Flache 269/70, 
294, 357, als Bild einer linear ge.broclie- 
ncn Funktion 198/9, als Profil ernes 
Rotationskorpers 589/90. 

Gleichung der Geraden 174/8, 203,210/1, 
658/61, insbes. Tangente o64, des Krei- 
ses 179, 182/3, der Ellipse 185, 611, 
658, 662/3, 665, der Hyperbel 191, 193, 
197/8, 201, 357, 489, 658, 662/3, 666, 
einer Kurve zweiter Ordnung iiberhaupt 
661/3, der Ebene 676/80, insbes. Tan- 
gentialebene 684, mit einer Unbekann- 
ten 23, 108/23, s. a. Regula falsi, vom 
zweiten Grad oder quadratisch 107, 
110/5,121, 237,608/9, vom drittenGrad 
oder kubisch 148, 474/6, von hoherem 
Grad 103/4,109, 133, 141/2, 474, 610/1, 
615, tgx = x 402, 464, zwischen zwei 
Veranderlichen 19—23, 655/8. 

Glie <dermafistab 567 . 

Goniometrische Funktionen 377 — 
417, ihre Vorzeichen 380/1, zu berech¬ 
nen 543, aus der Tafel zu entnehmen 
399—402, an eincra Gerat abzulesen 
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382/3, ihre Bildkurven 388, 390, 398/9, 
ihre Unstetigkeitsstellen 394/5, perio- 
disch384, 421,gerade Oder ungerade 385, 
im ersten Quaaranten 399, durch ein- 
ander auszudriicken 378, differentiiert 
392/5, den hyperbolischen Funktionen 
entsprechend 358, 405, 505, des Kom- 
plementwinkels 385, des doppelten 
Winkels 412, des halben Winkels 413, 
von Summen und Differenzen 411, ad- 
diert und subtrahiert 412, des Tangen- 
tenwinkels 448/9, der Winke) von Gera- 
den in dor Ebene 409/11, von Winkeln 
im Raum 669, im Integranden 414/7, 

• 574 , 577/9, 581, 583, 591, 597/8, 620, 
s» a. die Stichworter fiir die einzelnen 
goniometrischen Funktionen sowie ein- 
jdcke Sckwingung , Fouriersche Reihe } 
Ricktungskosmus , Schwingungen und 8i- 
nuswellen. 

Goniometrische Regel 395. 

Goniometrische Tafeln s. trigonome- 
trische Tafeln. 

Gradmafi 5—11, 397. 

Graphische Darstellung von Grofien 
durch Strecken 4, 5, insoes. von Win¬ 
keln 387, des Begegneup und Einholens 
34/6, des Fullens und Leerens 38, bei 
der Regula falsi 122, von Mischungen 
208/9, zur Ermittelung eines Winkels 
von gegebenem Bogenmafi 545, ge- 
dampfter Schwingungen *507/10, zur 
Ermittelung der Koeffizienten einer 
Fourierschen Reihe 636/6, der Geschwin- 
digkeit der Anderung emer Ortsfunkiton 
692, s. a. Bildkwve und Zeichnung. 

Gravitationsgesetz 142, 216, 269, 
498/9, 594, 596, 7i6. 

Grenzen des Integrals 236, 249, 572/3, 
bei Substitution 582, des Doppelinte- 
grals 695/7. 

Gienzmaxima und -minima 106,168, 
461, 466. 

Grenzwerte 62, von Summen, Differen¬ 
zen, Produkten und Brtichen 62/5, gan- 
zer Funktionen fiir lima; = co 98/9, 
gebrochener Funktionen fiir lim a? == co 
137,562, vonjc n ; nl fiir lim n = co 314, 
von (1 + 1 ; n)* fiir limn = co 322, 
von x : sin x far lim x = 0 391, unbe- 
stimmter Formen 557/65, des Verhalt- 
uisses von Kreisbogen und Sehne 390/1, 
fiir die Reste Taylorscher Reihen 543, 
546, 555, s. a. Differmtialquotient. 

Grofic 3—12, als Strecke darzustellen4,5, 
negativ 11/2, ver&nderlich s. Verander- 
liche, unendlich klein 62, s. Diffe¬ 
rential, des Menschen 16/6. 


Grofite Werte s. Maxima und Minima. 

Grundrifiaufgaben 53/5, 143/4. 

Guldinsche Kegel 588. 

II 

Hangebriicke 217, 491/2. 

Harmonischer Analysator 637/8. 

Harmonische Schwingungen 637/8, 

Hauptachse der Ellipse 185, der Ily- 
perbel 192. 

Hauptscheitel 185. 

Hausgrundri.fi 53/5, 143/4. 

Helligkeit 162/4, 245/6, 328/9. 

He ssesche Normalform in der Ebene 
669/63, 705, im Baum 676/80. 

Hilfsveranderliche beim Differentiie- 
ren 126/9, beim Integrieren 680/2, bei 
der Darstellung von Kurven 437, 511/6, 
687, bei Funktionen von zwei Veriin- 
derlichen 641, 644, 699, 700, bei Funk¬ 
tionen von n Veranderlichen 703. 

Hbchste Stcllen s. Maxima und Mi¬ 
nima. 

Hohenlinien 685/6, 694. 

Hohenmessung 329/30, 336. 

Holier o Differentialquotientcn 

450/5, ausgedriickt durch die nach einer 
Hilfsveriinderlichen 512/3, unentwickel- 
ter Funktionen 667, grapliisch darge- 
stelit s. Differentialkurven, s. a. zwetter 
Differeniialguotieni, partiell 651/5,700/2, 

Hob ere Hyper belli 370. 

Hohere Parabeln 636. 

Hydraulischer Radius 463. 

Hyperbel 145,147,184,190/9, 665, 668, 
im schiefwinkligen System auf die 
Asymptoten bezogen 200/1, bestimmt 
durch ihre Asymptoten und einen Punkt 
196, zu zeichncn 489, als Kegelschnitt 
663, als Kurve zweiter Ordnung 662/3, 
konfokal 716, hohere 370, s. a. gleich - 
seitige Hyperbel. 

Hyperbolische Funktionen 358/60, 
Tafel IV, den goniometrischen Funk¬ 
tionen entsprechend 368, 405, 505, dif¬ 
ferentiiert 359, ihre Bildkurven 360. 

Hyperbolischer Logarithmus 209, 
s. naturlicher Logaritimus. 

Hyperboiisches Paraboloid.686. 


I 

Imaginiire oder komplexe Ldsuii- 
gen 608/9, 611, 614, 616/8. 

Implizit 655. 

Index 61, bei hoheren Differentialquo- 
tienten 460, bei partiellen 652. 
Infinitesimalrechnung 2. 
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Inflexionspunkte und -tangenten 
459, s. Wendepunkte und - tangenten . 

Innerer Widerstand 144/6. 

Insel und Kuste 55/6. 

Integral 219/30, 257, 572/5, unbe- 

sfcimmt 573, als Sumifte anfzufassen 
221, 228, 328, als Flache 223/30, 
differentiiert 573, 584, einer Summe 
oder Differenz 237, 575, 584, eines 
Produktes 576/9, 584, mit konstan- 
tem Faktor 575/6, 584, von x n 262, 
574, insbes. von 1 : x 263/70, s. 
i natiirlicher Logarithmus, einer ganzen 
Funktiou 576, einer gebrochenen Funk- 
tion 603/19, rationalisiert 619/21, mit 
tels Reihenentwicklung berechnet 
-669/70, fur den Reihenrest 552, 568, 
von Dirichlet 631, von besonderen 
Funktionen s. Tafel VII, s. ferner die 
folgenden Stichworter sowie bestimmtes 
Integral , Bogenldnge , Doppelintegral, 
Flache in der Ehene, IComplanation , 
Iiuhatur , Masse, Mittelkrajt , Mitlel- 
mrt , statis ches Moment , Tragheits- 
momenty Volumen. 

Integralgrenzen s. Orenzen. 

Integrairechnung 2, 219. 

Integralzeichen 221. 

Integrand236, von der Form u'v 577/80, 
584, von der Form u': u 583/5, mit 
Potenzen oder Wurzeln 619/20, mit der 
Quadratwurzel einer . quadratischen 
Funktion 621/5, rationalisiert 619/21, 
mit Exponentialfunktionen oder gonio- 
metrischen Funktionen 620, s. a. In¬ 
tegral und das 'folgende Stichwort. 

Integration als Umkehrung der Diffe¬ 
rentiation 573,584, logarithmisch 583/5, 
dnrch Substitution 580/2,584, zum Teil 
579/80,. 584, partiell 696/7, s. a. die 
vorhergehenden Stichworter. 

Integrationsregeln 584/5. 

Interpolation zwischen zwei Stellen 
524/7, in Tafelii 527/8, insbes. in Lo- 
ganthmentafeln 302, 528, in trigono- 
metrischen Tafeln400,402, 528/9, zwi¬ 
schen mehr als zwei Stellen 529/37. 

Interpolationsformel 529/37. 

In ter vail 105, 213, bei Substitution im 
Integral 582. 

Inverse Funktion 151/2,161, differen- 
tiiert 153/5. 

Inversion 151, der Potenz 155/8, des 
naturlichen Logarithmus 312, der go- 
niometrischen Funktionen 441. 

Isochron 292, 507, 567. 

Isothermisch 370, 381, 596, 686. 


X 

Kanal 57, 169/70. 

Kapital auf Zinseszins 320/4. 

Kastenformen 96/7, 106/8. 

Kegel 164/6, 170, 663/4, 683 Anm. 

Kegelschnitte 663. 

Kennzifier 300. 

Kettenbriicken 217, 491/2. 

Kettenlinie 218 Anm., 364/5, 493, mit 
der Parabel verglichen 366, 491. 

Kettenregel 127, 478, verallgemeinert 
650. 

Kinetische Energie 500, 519. 

Klein ste Werte s. Maxima und Minima. 

Klinoide 366. 

Knotenpunkt 423, 510. 

Koeffizienten 98, der Fourierschen 
Reihe 630/9, der Selbstinduktion 332. 

Kofunktionen 377, des Komplement- 
winkels 385/6. 

Kohlensaure 147/8. 

Kolbenstange 427. 

Kolbenweg 373. 

Komplanation 699. 

Komplementwinkel 385/6. 

Komplex 608. 

Komponentender Geschwindigkeit 617, 
692, 714, der Beschlennigung 618, der 
Kraft s. Krdfteparallelogramm und 
-zerlegung. 

Konfokal 716. 

Konjugiert komplex 611. 

Konkav 459, 479. 

Konstante 13, 75, 84, 212, additivbeim 
Integral 214, 573, 684, als Faktor beim 
Differentiieren 73,84/5,88/9, als Faktor 
beim Integrieren 576/6, 584. 

Kontingenzwinkel 478,* 480. 

Konvergieren 554. 

Konvex 459, 479. 

Koordinatenin der Ebene rechtwinldig 
25/6, wann den schiefwinkligen vorzu- 
ziehen 203, ver&ndert 341, 515, 665, 
662, 671, 709/11, schiefwinklig 199— 
204, 209/10, 711, dipolar 204, im Raum 
rechtwinklig 667/8 iiberzahlig 714/5, 
s. a. Dreieckskoordinaten , Folarhoordi¬ 
rt aien nnd Koordin aten- Trans formation. 

Koordinatenachsen s. Achsen. 

Koordinatenebenen 667. 

Koordinaten-Transformation 709/14. 

Korperlange 15/6. 

Kosekans 377, differentiiert 399. 

Kosinus 377, differentiiert 394/5, 397, 
integriert 574, periodisch 384,, gerade 
385, zu berechnen 643, unabhangig vom 
Drehsinn 406, 669, bei senkrechter Pro- 
jektion 407, 699, dnrch Nahexungs- 
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funktion ersetzt 643/6, s a. goniarmtri- 
sche Funktimen und BicMungakosmus. 
Kosinuslinie 390, 439/40, 469. 
Kosinussatz 410, 413. 

Kostenminimum 467. 

Kotangens 377s difierentnert > 

397, periodisch 384, ungerade 385, seine 
Unstitigkeitsstellcn 394, zu berechnen 
543 s. a. qoniometrische Funktumen. 
tfotangensLie 398/9, 439/40 460 
Kiaft als Bewegungsursache oil, inre 
Einheit und Dimension 498/9, s. a. An- 
ziehung , Ausdehnung, eleMmche Krafte, 
Gravitationsgesetz , lebenaige Kraft , m i- 
teller aft, Spmnung, Zmtnfugal - und 
Zentripetalkrajt. 

Kr&ftefunktion 716. 

Kr t e p ar all el o gr a mm und -zer- 

legung 216/7,331,404/5,427/8, 617/20, 
696/7, 706. 

Kraftfeld 693. 

Kraftlinien 694. 

Kreis 178/83, in Polarkoordinaten 396, 

' als Sonderiall der Ellipse 190, 663, als 
Kuxve konstanter Kriimmung 479/80, 
als Knrve zweiter Ordnung 663, als 
Kurvenersatz 364/5, 486, s. 
mungskreis, als geometnscher Ort 182/rf, 
aur Darstellung der Geschwindigkeiten 
bei einer Ortsfunktion 692/3, auf der 
Geraden rollend 513/5, als Profil ernes 
Rotationskbrpers 689, angenahert rekti- 
fiziert 669/61, geteilt II. 
Kreisausschnitt 164/6, 239/40, 40 . 
Kreisbogen fiir den Halbmesser Eras 
10 /1, Tafel I, angenahert rektihziert 
569/61, vom Mittelpunkt angezogen 
404/5. 

Kreisilache 242, 660 Anm 
Kreisffirmige Bewegung 424, 43 i/e, 
519/20, 689. 

Kreiskegel* 164/6,170, 663/4, 683 Anm. 

KreisZylfnder s. gttrader Kreiszy Under. 
Krumme Linie s. Kurve. 

Krummlinige Bewegung s. Bewegtm?. 

Kriimmung 139, 477/94, 513, iez /P r0 
zum Kriitnmungsradius 483, mittlere 
477, differentiiert 484, am groSten Oder 
kleinsten s. Scheitel, in Wendepnnkten 
479, 483, konstant 479, s. a. die folgen- 
den Stichworter. , A . . 

JKriimmungekreis 355, 480/83, drei- 
punktig Oder in zweiter Ordnung oe- 
khrend 481, die Kurve durchsetzend 
483, vierpunktig oder in fritter Ordnung 
beriihrena 485, s. Scheitel, zum Zeichnen 


der Kurve 355,485/92, s. a. Kriimmung 

und die folgenden Stichworter. 

Kriimmungsmittelpunkt 481/3, 5 . 

518, sein geometnscher Ort 492, s. 

KrUmmungsradius 481, 483, 513, 518. 
Kubatur 591, s. Volumen. 

Kiibel 591/2. 

Kubikwurzel 119. 

Knbische Gleichung 474/b. 

Kneel 689, znr Darstellung der Ge- 
sclwindigkeit bei Ortstoktmnen 715, 
von Eisen in Queeksilber 120/2. 

Kiihlste Stelle 141/2. 

Kiinstliche Formel 148. 

Kunststange 332. 

Kurbelkurve 437/«. _ 

Kurbelradius und - za l?* eI 1^9 7 ' a 

TCnrve in der Ebene 15, lb/9, s. * 

BMkurvm, graphische Z)ar ^f t i “^ ^ er 
Zeichnung, als Bahnkurve mittels emer 
Hilfsveranderlichen ausgedruckt 437, 
611/20, in schiefwinkligen KoordiMten 
~i qq 904 in Polarkoordmaten 345/o, 

dur'ch unaufgeloste Gleiclmnt gege- 

hen 667/8, als Stiomlmie 216, 264, 313, 

stkrksten Gefalles oder Fallirue 693/4, 
702 716 konstanten Potentials Oder 

as */=«. -a- 

durch eine Parabel 667, steigend ode 
fallend 104/5, 467/9, konvexoder kon- 
kav 459, geschlossen 436, 695/8, kon 
stanter Kriimmung 479/80, nut Kon 

stanter Subtangente 334 s £^s»_ 
tialkurven , mit konstanter ^Ugenten 
lknee 364, zweiter Ordnung 661/7, 8. a. 
!?■ Li/wfiTter far besondere Kurven. 
die Stichworteriur o st&rkst en 

Kurve im Kaum o 

KUrzeste Laufzeit 166/8, 468/9. 
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L 

Lagrangesche InterpolationsfOrr 
mel 529/37; 

Lagrangesche Restformel 541, 647- 

Lfingeneinheit 3, 4, 498/9. 

Lftngen der Kreisbogen 10/1, Tafel I. 

Lauiende Koordinaten 564, 684. 

Lebendige Kraft 500, 519. 

Leibnizische Reihe 553, 633. 

Leitlinie 665/6. 

Leitungsrohr, 149, 168, 463/4. 

Lichtquellen 161/4, 245. 

Lichtverlnst 329. 

Limes (lim) 62, s. Grmzwerte. 

Lineare gauze Funktion 28/41, 
172,202/4, 347, von ganzer Funktion 
abgesondert 100/4, als Naherungsfunk- 
tion 525, 529, 533, 536/7, 543, 566, von 
zwei Vcranderlichen 680. 

Lineare Gleichung in zwei Verander- 
lichen 172/8, 203, 210/1, in drei Ver- 
anderlichen 675/80. 

Linear gebrochene Funktion 198/9. 

Linie s. Kurve. 

Linksgewwnden 690. 

1 n 268, s. naturlicher Logarithmus. 

Logarithmen 267/8, s. gewohnlicher und 
naturlicher Logarithms, mit beliebiger 
Basis 297 Anm. 

Logarithmentafeln 298/9, 300/2, Tafel 
II, fur goniometrische Funktionen 
401/2, ihre Zuverlassigkeit 528/9. 

Logarithmieren 286. 

Logarithmische Differentiation 
309. 

Logarithmische Eigenschaft 268, 
270, 279, 295/6, 306. 

Logarithmische Integration 583/5. 

Logarithmische Kurve 285, 333, 48.9, 
ihre Bogenlange 592/3. 

Logarithmischer Rechenschieber 
303/5. 

Logarithmisches Dekrement 292, 
610. 

Logarithmische Spirale 350/6, 507, 
ihre Flache 586, ihre Bogenlange 594. 

Logarithmisches Rechnen 294/7, 
403/2. 

Logarithmusregel 307. 

log nat oder log hyp 268/9, s. natur¬ 
licher Logarithms, 

log (vulg) 297, s. gewohnlicher Logarith¬ 
ms. 

Losungen von Gleichungen mit einer Un- 
bekanhten 23, 108/23, insb. von qua- 
dratischen Gleichungen 107,110/5,121, 
237, von kubischen Gleichungen 148, 
474/6, von Gleichungen hoheren Grades 


103/4,109, 133, 141/2, 474, 610/1, 615, 
als Wurzeln bezeichnet 109, von tg x = x 
402, 464. 

Lot vom Anfangspunkt auf eine Gerade 
658/9, von belieoigem Punkt auf eine 
Gerade 660, vom Anfangspunkt auf eine 
Ebene 673, von beliebigem Punkt auf 
eine Ebene 675. 

Luft erwarmt 146/7. 


M 

M 298, s. Modul M . 

Maclaurinsche Formel 541 Anm. 

Mantisse 300. 

Masse in der Ebene 246, 252, 691/7, 
699, im Raum 714/6. 

Masseneinheit 498/9. 

Mafisysteme 498/9. 

Mathema tisahes Pen del 303. 

Maxima und Minima 305/8, 457, 
460/75, ihre Unterscheidung 461/6, 
556/7, ihre praktische Bedeutung 466/7, 
von zugleich wachsenden oder abneli- 
menden Funktionen 462, an den Inter- 
vallgrenzen s* Grenzmaxima und -mini¬ 
ma, von geraden Funktionen 468, der 
Krummung 484, s. Scheitel , insb. Mini¬ 
mum des mittleren Feblerquadratea 
627, der Summe der Fehlerquadrate 
704/5, der Ablenkung des Licntes im 
Prisma 471/2, von Funktionen von zwei 
Veranderlichen 699—702, insb* Mini¬ 
mum der Summe der Quadrate der Ab- 
stande von mehreren Punk ten 702, 
Beispiele 53/8, 96/7, 106/8, 140/9, 
161/70,327,404,461/4,466/72, 702, 705. 

Mehrfache Losungen einer kubischen 
Gleichung 475, eine Gleichung n-ten 
Grades 610/1, 615/8. 

Mehrpunktige Beriihrung 473, 481, 
485.' 

Mehrwcrtige Funktionen 152. 

Messen 3—12^ mit dem Gliedermafistab 
567. 

Methode der kleinsten Quadrate 
704. 

Minima s. Maxima und Minima . 

Mischungen 208/9. 

Mittelkraft 259/61, 404/5, 596/7. 

Mittelpunkt der Ellipse 190, der Hy- 
perbel 192. 

Mittelwert 242/6, zwischen einigen Wer- 
ten 522/3, der Dichte 697, der Fehler- 

? uadrate 627/30, der Geschwindigkeifc 
0, 257/8, 586/7, der Helligkeit 245/6, 
s. a. arithmetisches und geometriscries 
Mittel . 
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Mittelwertsatz 621/2, verallgemeinert 

Mittlere oder durchschnittliche 
Geschwindigkeit 70, 267, 586, Kriim- 
mung 477. 

Mittlere Ordinate 244/5, 

Mobil 70. 

Modul der Elastizitat 260. 

Modul M 298, 306/7, Vielfache von M 
und 1: M 299, Tafel III. 

Momentangeschvrindigkeit 70, s. Qe - 
sckmndigkeit. 

Momentes. statisches Moment und Trcig- 
heitsmommt. 

Mond und Erde 696, 


N 

n-Fakultat (nl) 324. 

Naherungsformeln .einfacher Art 
666 , Tafei VI, fiir e* 546, fiir Flachen 
241/2, fiir Logarithmen 546/7, fiir sin x 
und cos x 546, fiir tg x 566, fiir Wurzeln 
461/2, 551. 

Naherungsfunktionen und -kurven 
631/3, 535/7, 539/43, fiir die Sinuslinie 
533/5, 543/5, insb. Geraden, Kreise und 
Parabeln, s* Kurve in der Ebene, s. a. 
Fouriersche Reihe , Interpolationsformel, 
Tayhr&che Formel und Reihe. 

N&herungs werte fiir LQsungen s. Re - 
gula f alsi . 

Natiirlicher Logarithmus 268—309, 
Tafel II, differentiiert 268, 271, 275, 
integriert 577, zu berechnen 277/85, 
als Hyperbelflache 269/70, angenahert 
270, 646/7, in gewohnlichen umzurech- 
nen 299, Tafel III, statt des gewohn¬ 
lichen zu benutzen 307, in Anwendun- 
gen 290/4, von 1-f- x 271, 275/8, 546, 
von 1 — x 280, von (1 -f- x) : (1 — x) 
280/2, eines Produktes 268/9, 279, 286, 
eines Bruches 279, 286, des reziproken 
Werfces 285, einer Potenz oder Wurzel 
286, einer Potenz von e 287,295, gleich 
Eins fiir x = e 287. 

Natiirliche Werte der trigonometri- 
achen Funktionen 399. 

Nebenachse der Ellipse 185, der Hy- 
perbel 192. 

Nebenscheitel 185. 

Negative Zunahme 29. 

Negative Grofien 11/2, insb. Achsen 
24, 667, Radienvektoren 344/5, Winkel 
344, 375/6, 387. 

Neperschcr Loearithmus268, s. na- 
iurlichcr Logarithmus. 

Netz von Kurven 693/4. 

6 cheifers, Lehrbuch dU Mathematik. 


Neue Achsen 341, 515, 565, 662, 671, 
709/12. 

Neue Einheiten 4, 10, 89. 

Neue Veranderliche s. Hilfsver&nder~ 
liche. 

Niveauflachen 715/6. 

Niveaukurven 685, 693/4, 716. 

Normalbeschleunigung 618/9. 

Nor male 481/2, der Ellipse 190, der ge¬ 
wohnlichen Zykloide 514, als Taneente 
der Evolute 492, einer krummen Flache 
683, insb. der Oberflache rotierenden 
Wassers 216. 

Normal form der Gleichung einer Gera¬ 
den 659/63, 705, der Gleichung einer 
Ebene 676/80. 

Null nie als Divisor 64. 

Nullpunkt 12, 14, 24. 

Numerische Werte der trigono- 
metrischen Funktionen 399. 

Numerus 280, zu berechnen 301/2, 326. 

0 

Ohmsches Gesetzl44, 146. 

Oktant 667/8. 

Optisches Prisma 470/2. 

Ordinate 26. 

Ordnung der Beriihrung 473, 481, 485, 
des Dmerentialquotienten 460. 

Organisches Wachsen, 311/24, 333. 

Ort der Punkte mit konstanter Summe 
der Abstande von zwei Punkten 183, 
s. Ellipse, dagegen mit konstanter Dif- 
feronz 190, s. Eyperbel, mit konstantem 
Verbaltnis der Abstande von zwei 
Punkten 182, von einem Punkt und 
einer Geraden 664/7, mit gleichen Ab- 
stiinden von einem Pimkt und einer 
Geraden 65/6, 664/5, mit konstanter 
Summe der Quadrate der Abstande von 
n Punkten 182/3, mit konstanter Dif- 
ferenz der Quadrate der Abstande von 
zwei Punkten 178, der Krflmmungs- 
mittclpunkte 492/3. 

Ortliogonalc Tnwektorie 493. 

Ortsfunktion in der Ebene 691—702, 
716, im llaum 714/6. 

Ortszeit 29,30. 

Oskulieren der Tangento 473, des Krei- 
ses 481. 

P 

Parallel 95/6, 474, 485, 543, 664/6, zu 
zcichnen 486, ihre Bogenlange 624/6, 
ihre Flache 23.1/4, 241, 247/55, als 
Kegclschnitt oder Kurve zweiter Ord- 
nung 663, zur Losung einer quadrati- 
schen Gleichung 111/4, als Kurven- 
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ersatz 536, 543, 567, als Wurfbahn 519, 
bei der Hangebriicke 218, mit der Ket- 
tenunie vergiichen 365/6, 491, als Profil 
emcr Rotationsfl&che 589, insb. bei 
rotierendem Wasser 216, hohere 536. 

Parabelformel fiir Flachen 242. 

Paraboltscher Hohlspiegcl 665. 

Paraboloid 686. 

P V«Jl el £. Geraden 176/7, 203, Ebenen 
678/9, Kurven 493. 

Partes proportionales 302, 402. 
Partialbruchzerlegung 612/9. 

Partiaidivision 100, 133/5. 

Partielle Differentiation 642/3, an- 
gedeutet durch Index 652, Gleichgiiltifr- 
keit der Reihenfolge 652/5. b 

Partieller Differentialquotient 

* n neuen Koordinaten 711, 
713, lioherer Ordnung 651/2, 700/2. 

Partielles Differential 642/3, 648. 

Partielles Integral 695/7, 706/7. 

Pendel 292, 303, 566/7. 7 

Periode 418, geandert 421, 638, insb. in 
2 7i verwandelt 626, nur eine wesent- 
iich 419, einer Maschine 436/7, bei den 
gomometrischen Funktionen 384. 

Periodische Funktionen und Kur- 
ven 418/39,514,625/39, mit der Periode 
2 384, 388, 421, 626/38, s. a. einfache 
ochivingunqen, goniometrische Funktio- 

r*/ 1 ??’ Schwirigungen und Sinuswellen. 

Pfeil 405, 669, der Tangenfce 448. 

Pfeiler gegliedert 122/3. 

Phase 424, 426. 

n 7/9, zu berechiien 553/4, als unendliche 
Reihe 553, 633, 639, als unendliches 
Produkt 599, als gestreckter Winkel 10. 

PI am me ter 239/41. 

Polarkoordinaten 343/56, 396, 593/4, 
durch rechtwinklige Koordinaten aus- 
gedrhckt 646/7, 712. 

Polarplanimeter 239/41. 

Pole 204, 344, 714. 

Poiitische Arithmetik 310. 

Polytropisch 370/4, 596. 

Polytropische Kurve 370/4. 

Positive Achsen 24, 667. 

Positiver Drehsinn 344, 375, 407, 424, 

^448, 471, 477, 479, 516, 518, 520, 669. 

Positive Tangentenrichtung 448, 

Potential 500, 691, 715/6. 

Potenz mit negativem Exponenten 81/3, 
inifc gebrochenem Exponenten 155/8, 
Ion’ Exponenten 286, 

|27, mit ver&nderlichem Exponenten 
325, s. Exponentialjunktionm, zuriick- 
gefuhrt aul die Basis e 325/6, dif- 
ferentiiert 77/9,83,155/8, logarithmiert 


295, 297, von unbestimmter Form 
563/4, des Binoms s. binomischer Satz . 
Potenzregel 85, 156. 

Potenzreihen 555. 

P. P. 302, 402. 

Primitive Periode 419. 

Prisma 470/2. 

Produkt stetig 76, absolut genommen 
59, differentiiert 77, 308/9, 452, loea- 
rithmiert 268/9, 279, 285, 297, von un¬ 
bestimmter Form 562/3. 

P 452^ ktregel 449 ’ verall S €meinert; 

Profil einer Rotationsflftche 588, insb. 

bei rotierendem Wasser 215/7. 
Progressionen 290/3, 336/7, 351.. 
Projektion 407, geschlossener Viel~ 
ecke 408, das Radiusvektors 669, der Ge~ 
schwmdigkeit und Beschleunigung 517/8, 
ernes Flachenelements 698/9. 
Proportionalitat der Mafizahlen bei 
veranderter Einheit 4,12, zwischen Bo- 
genmafi und Gradmafi 7, der Zunahmen 
von x und v langs einer Geraden 26, 
der naturlichen und gewohnlichen Lo- 
garithmen 306, Tafel III, zwischen 
einer veranderlichen Grofie und der 
Geschwindigkeit ihrer Zunalime 310, 
s. Gesetz des organischen Wachsens. 
Proportipnalit&tsfaktor 27. 
Prozentsatz 320, 323/4, der Bevblke- 
rungszunahme 367. 

Psychophysisches Gesetz 293. 

Q 

Quadrant 26, 379. 

Quadratische Erganzung 107, 121, 
181, 608. 

Quadratische Funktionen 41 — 58, 
66/7, 93/6, differentiiert 67, 74/5, 79, 80, 
durch Parabeln dargestellt 95, s. Para - 
bei, als Naherungsfunktionen 536, 643, 
567. 

Quadratische Gleichung 307, 110/6. 

121, 237, 608/9. b 7 ’ 

Quadratpr des Kreises 560 Anm. 
Quadratwurzel aneenahert 461/2, 553. 
Tafel VI, als unendliche Reihe 551, im 
Integranden 621/5, ihr Vorzeichen zu 
beachten 152, 154/6, in Tafeln 528. 
Quecksilber 58, 120/2. 

Quotient s. Bruch , Differentialquotient 
und Differenzenquotient. 

R 

Rad 589. 

Radlinie 511/2, auf gerader Bahn 513, 
s. getvdhnliche Zyldoide . 
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Radiusvcktor 344' 646. 

Rationalisieren 619/21. 

Raumkurve s. ICurve im Raum. 

Reaktion s. chemische Reaktion . 
Reaktionsgeschwindigkeit 618. 

Reaktionskoeffizient 332. 

Rechenschieber 303/5. 

Rechteck zur Darstellung eines Pro- 
duktss 63, 76, bei Flaclienmessungen 
222/30, seine statischen Momente 247, 
seine Tragheitsmomente 254/5, Auf- 
gaben Uber Rechtecke 53/5, 57/8, 96/7, 
106/7, 143/4, 461. 

Rechter Winkel 10. 

Rechtsgewunden 690. 

Rechtwinklige Geradcn in der Ebene 
177/8, im Raum 673, Ebenen 678/9, 
Koordinaten s. Koordinaten. 

Reduktionsformel 605. 

Reflexion 403, 665. 

Regeln der Differentiation und 
Integration s. Differentiations - und 
Integratimsregeln. 

Regel von Guldin 588. 

Regula falsi 118/23,141,402,491,570/1. 

Reibung und Reibungskoeffizienfc 
331/2, 404. 

Reihen s. Fouriersche Reihe , Potenz- 
reihen, Tayiorsche Fomel und Reihe, 
unendliche Reihe. 

tteihenfolge partiell'er Differen- 
tiationen 652/5. 

Rein imaginar 608. 

Reiz und Reizschwelle 202/3. 

Rektifikation 559, s. Bogenldnge. 

Rekursionsformel 598. 

Relativer Fehle r 7. 

Rest und Restglied 274, 277/8, 280/3, 
318, 325, 541/3, 546/7 , 551/6, 568/70, 
ohne Einflufi auf das Vorzeichen des 
vorhergehenden Gliedes 556. 

Richtung einer Geraden s. Sleigung , im 
Raum s. Richtungsko sinus, der Be- 
schleunigung bei krummliniger Bewe- 
gung 517. 

Richtungskosinus 670/3, 688, der 
Tangente einer Raumkurve 689, der 
Flacnennormale 682/3. 

Riemen auf Trommel 331/2, 353. 

Ring um die Kugel 40/1. 

Rohrleitung 149, 168, 463/4. 

Rolle 589. 

Rollen s. Abrollen. 

Rotationsfl&chen und -korper 215, 
587/90, insb. von Wasser in rotierendem 
Zylipder 215/7, s. a. gerader Kreis- 
zylinder und Zylinder. 

Rtickw&rts integrieren 229. 


S 

f 221 . 

Schachtelformen 96/7, 106/8. 

Schaltung von Elementen 144/6. 

Scheitel 485, der Ellipse 185, 487/9, der 
Hyperbel 190,489, der Parabel 95, 486, 
der Sinuswelle 486/7, der logarithmi- 
schen Kurvc 489; der Kettenjinie 491, 
einer Kettenbriickenlinie besonderer 
Art 491/2, der Wahrscheinlichkeits- 
kurve 490/1, der gewohnlichen Zykloide 
515. 

Schiefwinklige Koordinaten 199— 
204, 209/10, 711, ausgedriickt durch 
rechtwinklige 712. 

Schleppen von Lasten 404. 

Schleppkurve 364.< 

SchluiJ von n auf n+179. 

SchnittpUnkte von Geraden 35/6, von 
Kurven mit der Abszissenachse 111, 
116/23, von Geraden und Ebenen mit 
den Achscn s. Ahschnitte, der Hv- 
perbel mit einer Geraden 194/6, unend- 
lich benachbarter Normalen 481/2. 

Schranke des Fehlers beim Ein- 
schalten zwischen zwei Stellen 524/9, 
bei der Interpolationsformel 533/5, 537, 
bei der Taylorscher Forinel 539/42,544, 
547, bei Berechnung einer Quadrat- 
wurzel 462. 

Schraubenlinie, -hohe, -radius 690. 

Schubkurbel 427, 437. 

S ohw er kra f t s. Gravitationsgesetz. 

Schwerpunkt 252/3, nachgewiesen 661, 
mehrerer Punkte 183, 702, der Halb- 
kreisflache 587 , 589, der Parabelflache 
253, des Profils eines Rotationskorpers. 
588. 

S chwingungen isochron 292, 507, 567, 
gedampft 506/10, zuriickgefiihrt auf 
Summen von einfachen Scnwingungen 
637/8, s. a. einf ache 8 chwingungen. 

Schwingungsdauer und -weite 292, 
303, 425. 

sec 377. s. Sekans. 

Seilkurve einer Briicke 218 Anm., 491/2. 

Sekans 377, differentiiert 399. 

Selbstinduktion 332. 

Senkrecht s. recUwinklig. 

Senkrechte Trajektorie 493. 

Simpsonsche Regel 242. 

sin377,s.#iwtts und goniometrische Funk- 
tionen. 

©in 358, s. hyperbolische Funktionen. 

©tn-Kurve 360, 

Singular 683 Anm., 694, 702. 

Sinn des Durchlaufens der Geraden 32, 
47* 
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687, der Tangente 448, 688, wach- 
sender Abszissen 32, 98, 104, der 
Drehung s. Drehsinn. 

Sinus 377, 381, differentiiert 392/3,396/7, 
integriert 574, periodisch 384, 388, un- 
gerade 386, zu berechnen 643, durch 
Naherungsfunktion ersetzt 633/5, 643/6, 
eines klemen Winkels 401, s. a. gonio- 
metrische Funktionm und Sinuslinie. 

Sinusfunktionen 421/32, 625, s. a. ein- 
fache Schuringungen und Sinuswellen . 

Sinus hyperbolicus 358, s. hyperboli - 
sche Funktionen. 

Sinuslinie 387/9, 414, 439/40, 469, an- 
genahert 535, 644/6, ihre Flache 403, 
als Profil eines Rotationskorpers 590, 
die Tangente vom Anfangspunkt an ihr 
erstes Tal 402. 

Sinussatz 410, 413. 

Sinuswellen 423/4, 435, zu zeichnen 
486, aufeinandergelagert 430/32, ge- 
dampft 508, 510. 

Skalar 631. 

Skalen 14,. 18, des Rechenschiebers 
303/5, des Thermometers 12, 27, fhr 
Winkel 387. 

Snelliussches G^esetz 469. 

snhp 358, s. hyperlolische Funktionen. 

Spannung oder Druck 147/8, 217 293/4, 
331/2, 364, 367/74, 404, 596, 647, 686. 

Spezifische Spannung 293, 367. 

Spiegelgerade42, s. Symmetriegerade. 

Spirale 350, falschlich statt Schrauben- 
linie 690, Aichimedische 347/8, 625, 
logarithmische 350/6, 586, 694. 

Spitze der Evolvente 494, der gewohn- 
lichen Zykloide 515. 

Sprungstelle 456, 632. 

Stab oder Stange elastisch gebogen 
92/3, durch Warme gedehnt 29, durch 
Zug gedehnt 260/1, in alien Querschnit- 
ten gleich beansprucht 332, um die 
Ecke zu tragen 169, 404, ihre Anzie- 
hung auf einen Punkt 259/60, 596/7. 

Standpunkt zum Betrachten 462, 467. 

Statisches Moment 246/53,. 660/1, als 
Flache dargestellt' 252, einer Summe 
260, zur Bestimmung des Schwerpunk- 
tes 252/3, 660, als Doppelintegral 698, 
des Rechtecks 247, der HalbkreisflEche 
587, der Parabelflache 247/52. 

Steigen und Fallen jtt, 104, 457/9. 

Steigung der Geraden 31, 47, 172/3, 
203/4, der Tangente 48, 69, 448, der 
Senkrechten zu einer Geraden 177, 449, 
der Kurve 448, 512, s. a. Differential - 
quotient, der Differentialkurven 457/9, 
zunehmend oder abnehmend 458, gleich 


•Null s. Maxima und Minima sowie 
Terrassenpunkt , in schiefwinkligen Ko- 
ordinaten 203/4. 

Steigwinkel 690, 

S tetigkeit 46, 50, 66,68, 642, von Sum- 
men 72, von Produkten 76, von Brii- 
chen 81, von konstanten Vielfachen 73, 
von Funktionen von Funktionen 124, 
bei Substitutionen im Integral 582. 

Stillstand 258, 467. 

Strahl 374. 

Streben nach einem Werte 60/2, s. 
Grenzwerte , nach Null 62, s. Differential. 

Strecke als Bild einer Gro6e 4, 5, als 
Bild der Steigung 465, als Bild eines 
Winkels 387, projiziext 407. 

Stromlinien und Stromung 216, 
264/7, 290, 312, 715. 

Stromstarke 144/6, 332/3, 335, 339, 
343, 433/6. 

Substitution in Integralen 580/2, 
684. 

Subtangente 334. 

Summe absolut genommen 59, stetig 
und differentiiert 71, 84, 449, 462, ihr 
Differential 73, integriert 237, 575, 584, 
von unendlich vielen Grofien s. unend • 
liche Reihe , von unendlich vielen un¬ 
endlich kleinen Grofien 219, 221, s. 
Integral , von linearen ganzen Funk¬ 
tionen 36/8, von goniometrischen Funk¬ 
tionen 412, s..a .Fouriersche Reihe, der 
Kosinus der Vielfachen eines Winkels 
631, der Fehlerquadrate 704/5, der 
Quadrate der Bichtungskosinus 670. 

Summengerade 37, 87, 432. 

Summenkurve 86/7, s. Aufeinander- 
lagerung. 

Summenregel der Differentialrechnung 
84, 449, geometrisch gedeutet 86/7, 
verallgemeinert 452, der Integralrech- 
nung 584. 

Summenzeichen 221. 

Superposition 87, s. Aufemanderlage- 
rung , unendlich kleiner Anderungen der 
Ursachen 648/9. 

Symmetriegerade 42, 96, 113, 184, 
192, 468, 485. 

Symmetriepunkt 360. 

T 

Tafeln allgemein 524/9, fiir Quadrat- 
wurzeln 528, s. auflerdem den Anhang. 

Taler s. Gipfel und Taler. 

Tangens (tg, tang, tan) 877, 381, diffe¬ 
rentiiert 394/5, 397, periodisch 384, 397, 
ungerade 385, stets wachsend 397, 
zu berechnen 643, angenfthert 666, 
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tg x = x 402, s. a. goniometris che Funk - 
tionen . 

Tangens hyperbolicus 359, s. 7it/per- 
bohsche Funktionen. 

Tangenslinie 398, 439/40, 460, als 
Profil eines Rotationskorpers 590. 

Tangente 48, 50, 67, 69, ihr Sinn 448, 
688, in Polarkoordinaten 345/6, 348/9, 
ihre Gleichung 564, zum Zeichnen von 
Kurven 48, 50, als Kurvenersatz 537, 
einer Summenkurve 87, im Unendlich- 
lernen beriihrend s. Asymp to'ten, osku- 
lierend oder mehrpunktig beriihrend 
473, s. a. Wendepunkte und - tangentm , 
der Ellipse 188/90, der Hyperbel 193, 
der Arcnimedischen Spirale 347/8, der 
€nf-Kurve 363, der gewohnlichen Zy- 
kloide 514, der logarithmischen Spirale 
349/50, von konstanter Lange 363/4, 
einer Raumkurve 688/9, der Schrau- 
benlinie 690, einer Flache 682/6. 

Tangentenbussole 566. 

Tangentenkegel 683 Anm. 

Tangentenwinkel 448, 477, sein Dif¬ 
ferential s, Kontingenzwinkel. 

Tangentialbeschleunigung 618/9. 

Tangentialebene 683/4, aes hyper- 
bolischen Paraboloids 686. 

Taylor scheFormelundReihe 537/7.1, 
Glied fur Glied integriert 569, ange- 
wandt auf bestimmte Integrale 567/71, 
angewandt auf Maxima und Minima 
.656/7, angewandt auf unbestimmte 
For men 55 7/65, f iir (1 + *) n 548/50, 
fur /1 H- x, 1: ]f 1 -H x , 1: j/1 — x 1 
551/2, fiir e x 538/9, fiir ln(l + *) 546, 
fiir sin x und cos x -543/6, fiir arc sin x 
552, fiir arc tg x 558, fiir f e~~ x ' dx 570/ 
1, ihr Rest s. Lagrangesche Restformel , 
Rest und Restgliea. 

Technisches Mafisystem 499. 

Teilintegration 579, 584. 

Temperatur 12, absolut 146, 367, beim 
Abkiihlen 331, konstant s. isothermisch, 
s. a. Gase und Damp/e. 

Temperaturkurve 368, 370. 

Terrassenpunkt 105, 457, 460, 464, 
703. 

tg 377, s. goniometrische Funktionen und 
Tangens. 

$0, tglip 359, s. hyperbolische Funk¬ 
tionen. 

Thermometerskalen 27, 33/4. 

Tiefste Stellen s. Maxima und Minima. 

Torhohe 169. 

Totale Reflexion 403. 

Tour und Tourenzahl 418. 


Tragheitsgesetz 259. 

Tragheitsmoment 253, einer Summe 
255, als Doppelintegral 698, des Recht- 
ecks uiid der Parabelflache 254/5. 

Traktrix 364. 

Transformation der Koordinaten 
709/14. 

Transzendent 161. 

Trapez formel fiir Flachen 241. 

Treppe statt Kurve 223/5, 586. 

Trichter 164/6, 170. 

Trigonometrie 405/14. 

Trigonometrische Funktionen 377, 
s. goniometrische Funktionen , 

Trigonometrische Reihe 627, s. 
Fouriersche Reihe . 

Trigonometrische Tafeln 399—402, 
ihre Zuverlassigkeit 528/9. 

Trochoide 511/2, mit gerader Crund- 
linie 513, s. gewohnliche Zykloide. 

Trog 52/3. 

U 

t) berzahlige Koordinaten 205, 714. 

Uhrzeiger 35/6. 

Umkehrung der Bewegung 258, der 
Differentiation 573, von Funktionen 
151, s. Inversion . 

Umkehrregel 155. 

Unabhangige Veranderliche 14, 26. 

Unbekannte, nicht Veranderliche 
23. . L 

Unbestimmte Form 557/65, insbes. 
x : sin x fiir lira x « 0 391. 

Unbestimmtes Integral 573, s. In¬ 
tegral und Integration. 

Unendlich bcnaciibarte Normalen 
481/2. 

Unondlichc Reihe 273, 314/6,554, s. a 
Fouriersche Reihe und Taylorsche Formel 
und Reihe,. integriert. 569/70, fiir e 
324/5, fftr 7T 553,633, 639, fiir 1 : (1^4 
273/4, fur die Quadratwurzei 651, fiir 
(1 -}- x) n 550/1, fiir In. (1 m) 270/8, 
fur In [(1 + a): (I - *) J 281/2, fdr e* 
314, 316/8, fdr arc sin x und arctga; 
553, fiir f e~ % ' dx 570. 

Unendlich groB 65. 

Unendlich klcin 62, s. Differential 

Unendlichcs Produkt fiir n 599. 

Unentwickeltc Funktion 160, 655, 
differentiiert 656/7. 

Ungerade Funktion 384. 

Unvcrandcrliche s. Konstante. 

V 

Veranderliche 13/4, ihre Bczcichnung 
129, s. a. abhdngige und unabhdngige 
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Veranderliche , Hilfsveranderliche und 
Funkiion. 

Versuch. 2, 13. 

Vertauschung von x und y 150, s. 
Inversion . 

Vielfache von M und 1 : 'M 299, Ta- 
fel III. 

Vollstandige Induktion 79. 

Vollstandiges Differential 646/9, 
682/3, 691/2, 703, 706/9, Bedingung 
dafiir 708, in der Ebene gedeutet 692/3, 
im Raum gedeutet 682/4. 

Volumen 4, als Integral 688, 591/2, als 
Doppelintegral 698, eines Rotations- 
korpers 587/90, der Kugel 589, des 
elliptischen Kiibels 591/2, des hyper- 
bolischen Paraboloids 698, des Gases 
s. Gase und Dqmpfe. 

Vorwartsabschneiden 649. 

Vorzeichen 13, falsclie Bezeichnung 59 
Anm., der Zunahme 29, der Koordina- 
ten 24/6, 205/6,344/5, 668, des Winkcls 
344, 375/6, der Steigung oder des Dif- 
ferentialquotienten 31, 104/6, 458, der 
boheren Differentialquotientcn 458/9, 
461/6, der Krummung 479, eines ebe- 
nen Flachenstiickes 229/30, einer Po- 
tenz 286, 313, der Quadratwurzel beim 
binomischen Satz 551, des statischen 
Momentes 249, des Logarithmus 269, j 
derKennziffer 300, der goniometrischen 
Funktionen 380/1, der Richtungskosi- 
nus 670, der Projektion 407, der Dif- 
ferentialquotienten von arc sin x und 
arc cos a; 444, des vorletzten Gliedes 
der Taylorschen Formel 556, des Ab- 
standes eines Punktes von einer Gera- 
den oder Ebene 660, 675, der Aehsen- 
abscbnitte von Geraden oder Ebencn 
175, 677. 

W 

WahrscheinlicheT Febler 602/3. 
Wahrscheinlicher Wert 704/5. 
Wahrscheinlichkeit 599, 602. 
Wahrscheinlichkeitskurve 490/1, 

603. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung 490, 
599-603, 704/5. 

Wallis Formel fur n 599. 
AVandlampe 161/4. 

Walzungswinkel 514. 

Warme 139/42, 146, 331, s. a. Tempera - 
tur und Temperalurkurve. 

Wasser bei verschiedenen Temperaturen 
14/5, im Rohr 463/4, im arehenden 
GefhB 215/7, im Trog 52/3. 
Weber-Fechnersches Gcsetz 293. 


Weg s. Bewegung. 

Wellenlinie, -hiihe, -lange 423. 
Wendepunkte und -tangenten 143, 
360, 423, 459/60. 472/3, 479, 483, 490, 
508, 634. 

Wendung der Kurve 479. 
Wesentliche Periode 418/9. 
Widerstandin Lei tern 144/6,332/3, 335,. 

342, b'ei Schwingungen 506/10. 
Windung der Schraubenlinie 690. 
Winkel 375/6, seine Einheit 5/7, 9, 10, 
545, im Bogen- und GradmaS 5—11. 
durch Strecke dargestellt 387, als Arkus 
440, zu gegebenem Sinus und Kosinus 
386, von gegebenem Bogenmafi zu 
zeichnen 545, als unabhangigc Veran¬ 
derliche s. Polarkoordinaten und gonio- 
meirische Funktionen , als Funktion 
seines Sinus oder Kosinus usw. s. zyklo- 
mefriffche Funktionen , von Geraden in 
der Ebene 405/11, von Geraden im 
Raum 669, 672, Tangentenwinkel 448/9, 
Keutingenzwinkel 478. 
Winkelgeschwindigkeit 427, 520. 
Wulst 589. 

Wurfbewegung 619. 

Wtirfel 118/9, 302/3. 

Wurzel als Potenz 155, diffcrentiiert 
158/60, logarithmiert 287, 295, als 
Bezeichnung einer Losuftg 109, s. a. 
Quadratwurzel. 

Z 

Zaun 56/7. 

Zeiohnung 1, von Kurven mittels der 
Tangenten 48—61, insb. mittels Wende- 
tangenten 473, von Kurven mittels 
Kriimmungskreise 486/92, der Differen- 
tialkurven 465/6, der Ellipse 487/9, 
der Hyperbel 489, der Parabel 485/6, 
von Exponential kurven 333/43, von 
polvtropischen Kurven 370/4, der Tem- 
peraturkurve 368, der Wahrscheinlich¬ 
keitskurve 490/1, von Sinuswellen 486, 
der Archimedischen Spiral© 347/8, der 
logarithmischen Spirale 361/6, aer ge- 
wohnlichen Zykloide 515, der Kurbel- 
kurve 438/9, fur den freien Fall auf die 
Erde 595/6, s. a. Bildkurven und graphi- 
sche Darstellung. 

Zeit als unabhangigc Veranderliche 437, 
511/20, als Hilfsverftnderliche 641, 644, 
687/90, 699, ihre Einheit 4. 
Zeitdiffer4nz zweier Orte 29,30. 
Zeitkonstante 333. 

Zentrifugalkraft 216. 
Zentripetalbeschleunigung 518. 

I Zentripetalkraft 520. 
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Zinseszins 320/4, 

Zu- und AbfluB 38. 

Zunahmc odcr Zuwachs 28, mit A 
.bezeichnet 39, negativ 29, unendlick 
klein s. Differential. 

Zusammengesctate Schwingungen 
637/8. 

Zwcite Diffcrentialkurve 457/60, 
464/5, 

Zweiter Differentiaiquotient 451, 
als Steigung der ersten Differential- 
kurve 457, zur Entscheidung iiber Kon- 
vexitat und Konkavitat 459 iiber 


Maxima und Minima 461/4, des Weges 
nach der Zeit s. Beschleunigung und 
Tangentialbeschleunigung , gleich Null s. 
Wendepunkte und - iangenten . 

Zyklische Vertauschung 63G. 

Zykloide 512, gcwohniiche 513/5, 596. 

Zyklometrische Funktioncn 439/47, 
invers zu den goniometrischen 441, 
differentiiert 443/6, integriert 681, als 
unendliche Reihen 553. 

Zylinder 682, als Gefa6 107/8, 149, 
647/8, s. a. gerader Kreiszylinder. 




